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摘  要 

本文主要研究谱正Lévy过程下的混合分红策略。对公司的盈余过程进行如下两种策略的混合：首先让其

执行Ratchet分红策略；而后待盈余水平到达预先设置的高度界限时，立即执行Barrier分红策略，将所

有投资收益全部分红给公司股东。文章主要结果是得出了这种混合策略下的累积折现期望分红值函数。 
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Abstract 
This paper mainly studies the mixed dividend strategy under the positive Lévy process. The earn-
ings process of the company is a mix of the following two strategies: First let them execute the 
Ratchet dividend strategy. And then execute the Barrier dividend strategy immediately after the 
surplus level reaches the preset high limit. Distribute all investment income to the shareholders of 
the company. Finally, the cumulative discounted expected dividend value function under the 
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mixed strategy is obtained.  
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1. 引言 

De Finetti 于 1957 年提出分红的概念，此后 60 年，风险理论中对于分红策略的研究一直是热门课题，

先后出现了 Barrier 分红策略、Threshold 分红策略[1]，后来学者们纷纷研究其最优性以及这两种策略的

混合策略，随后，对 Lévy 过程研究的出现，为风险理论提供了新的思路[2] [3] [4]。相较于经典风险模型，

其对偶模型可以很好地刻画主要从事发明或勘探业务的公司盈余状况。近些年，随着精算学的发展，很

多学者开始关注对偶模型中的分红问题[5] [6] [7]。近几年 Albrecher 又提出了 Ratchet 分红策略[8]。 

2. 新混合策略简介 

在 Barrier 策略中，要求在公司的盈余过程首次超过给定的参数 b，那么多出的部分全部拿走用来做

分红资金[1]，盈余过程继续随时间变化，若下一时刻的盈余水平未超过 b，即没有出现新的峰值，则不

分红；若出现了新的峰值，继续将新增部分全部拿走用来分红。而 Ratchet 分红策略的分红模式为：预先

给定多个分红界，待公司拿初始资金进行无风险投资后，只要首次收益高于初始资金即将收益部分以固

定分红率进行分红，继续以初始资金二次投资，待收益值再次高于投资值，观察收益水平是否突破某一

分红界，突破则增加分红率，未突破仍以之前分红率进行分红，依此类推。这两种策略的分红模式启发

我们想到，是否可以给 Ratchet 策略一个上界 C，让 Ratchet 策略分红率的不断增长的情况提前结束，即

分红率等于 1，让收益值全部用来分红即可。下面对新分红模式展开具体分析。 

3. 基础知识准备 

首先，假定在完备带流概率空间 { }( ), , ,tF F PΩ 中，存在一谱正 Lévy 过程 { }, 0tS S t= ≥ ，其中

( )0 0S x x= ≥ 。此过程的拉普拉斯指数可表示为： 
( )e e , , 0,t tYE tψ θθ θ−  = ≥   

其中， 

( ) { }( ) ( )2 2
0 10

1 e 1 1 d , , 0,
2

z
zz z Rθψ θ γθ σ θ θ γ σ

∞ −
< <= + + − + Π ∈ ≥∫  

其中 γ 为漂移系数，σ 为扩散系数，Π是在 ( )0,∞ 上的有限测度且满足： ( ) ( )2
0

1 dz z
∞

Λ Π < ∞∫  [9]。 

其次，在此过程中定义分红策略 { }, 0tL tππ = ≥ 是由从 0 开始非降、右连续且{ }tF 适应的过程。用

{ }, 0tU U tπ π= ≥ 表示修正盈余过程， { }, 0t t tU S L tπ π= − ≥ ，由于本文研究的分红策略是连续的，故

( )d dtL l t tπ π= ，且 , 0t ξ ≥ 时， ( )0 l t dπ ξ≤ ≤ ，其中ξ 为安全负荷。下面定义分红策略π 下的分红值函数： 
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( ) ( ) 00
e d | .qtV x E l t t U x

τπ π− = =  ∫  

( ) ( )supV x V xπ= 。最后我们用 { }inf 0 | 0tt Uπτ = > ≤ 表示公司破产时刻， sup πτ τ=  [10]。 

在 Lévy 过程波动理论中，尺度函数具有重要意义，下面我们给出过程 { }, 0tS S t= ≥ 的第一类尺度函

数 ( ) ( )qW x 的定义： 

( ) ( ) ( )0

1e d , ,qx
qW x x

q
θ θ

ψ θ
∞ − = > Φ

−∫  

其中 [ ) [ ): 0, 0,Φ ∞ → ∞ ， ( ){ }sup 0 |q qθ ψ θΦ = ≥ = ，ψ 是右连续凸函数， ( ) ( ) 0 1i ic c cψ θ ψ θ θ θ θ= − − − −� ，

( )q qψ Φ = ， 0q ≥ ， 1,2,i = �。过程 S 的第二类尺度函数 ( ) ( )qZ x 为： 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 d , ,
xq qZ x q W y y x R+= + ∈∫  

( ) ( ){ } ( )sup 0 | , 1, 2, ,i i qq q i qθ ψ θΦ = ≥ = = Φ = Φ� , [9] [11]. 

基于 2018 年 Albrecher 提出的 Ratchet 策略[1]我们了解到：在盈余过程首次到达 1b 水平之前( 1 0b > )，
公司一直保持以固定的分红率 0 0c ≥ 对股东进行持续分红，如果盈余过程达到了 1b 水平，公司将立即增

加分红率，以分红率为 0 1c c+ 进行分红，其中 1 0c > ，依此类推，根据前边介绍的新混合策略，待盈余水

平超过了 C，立即进行 Barrier 分红策略，将收益部分全部拿来股东分红。下面给出混合策略下盈余过程

的随机微分方程： 

{ } ( ) { } ( ) { }1 10 0 1d d 1 d 1 d 1 d ,
t t tt t M b M b M CU L c t c c t D t t< > >= − − + −  

其中
0
supt s

s t
M U

≤ ≤
= 。混合策略下的分红值函数为： 

( ) { } ( ) { } ( ) { }( )1 10 0 1 00
e 1 1 1 d | ,

t t t

qt
M b M b M CV x E c c c D t t L x

τ −
< > >

 = + + + =  ∫  

其中， 

( ) ( )
0,

,
t

t
t t

M C
D t M C

M C M C+

≤
= − =  − >

 

此结果可参考文献[6]。下面给出谱正 Lévy 过程首中时的定义以及相关结果。对于 ,a b R∀ ∈ ，记 

{ } { }inf 0 | , inf 0 | ,b t a tt U b t U aτ τ+ −= ≥ ≥ = ≥ ≤  

用 { }inf 0 | 0tt Uτ = > ≤ 表示破产时刻。 

引理 3.1 对任意 ( ), , 0x a b δ∈ ≥ ，我们有如下结论： 

{ }
( ) ( )
( ) ( )

e 1 ;a

a b

q
iq

x q
i

W b x
E

W b a
τ

τ τ

−

− +
−

<

−  =   −
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

e 1 ;b

b a

q
q q iq

x i i q
i

Z b
E Z b x W b x

W b
τ

τ τ

+

+ −
−

<

  = − − −  
 

{ }
( )0

0
e 1 e .i q xq

xE τ
τ

−

−
−Φ−

<∞

  =  
 

证明 此引理的证明可参考文献[12] [13]。 
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4. 主要结果 

定理 4.1 对于 1 0C b> > ，谱正 Lévy 过程{ }, 0tL t ≥ 先 Ratchet 后 Barrier 的混合策略的分红值函数为： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

10 1 0 1

1

1 1
1 1 1

1 1

00 0
1

0

0 1
0 0 1

0 1

, ;

1

, ;

1

, 0 .

q

q

q
q q

q

q

q

q
q q

q

x C x C

W C xc c c c
V C

q qW C

Z C b
Z C x W C x b x C

W C bV x

W C xc c
V b

q qW C

Z C b
Z C x W C x x b

W C b

− ≥


 −+ +  − + −   
    

  −⋅ − − + − ≤ <  − =   
  −   − + −        
  −⋅ − − + − ≤ <  −  

 

证明 首先我们考虑 x C≥ 的情形，此时盈余过程从开始到破产发生，将一直执行 Barrier 策略[1]，对

高于 C 的部分全部拿来进行分红。分红值函数可表示为： 

( ) ( )
0

e d .qt
xV x E l t t x C

τ π− = = −  ∫  

其次，对 1b x C≤ < 情况，此时需要考虑盈余过程{ }1, 0n
tU t− ≥ 是否可以达到 C，谱正 Lévy 过程达到

更高水平的方式有“爬”和“跳”两种，因此达到 C 水平时的状态是随机的。 
对比谱负 Lévy 情况，我们做以下处理： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0 0

0 1 0 10 0

e d

e d ; e d ;

e d ; e d ;

e ; .

C

C

qt
x

qt qt
x C x C

qt qt
x C x C

q
x C

V x E l t t

E l t t E l t t

c c E t c c E t

E V C

τ π

τ τπ π

τ τ

τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

+

+

−

− + − +

− + − +

− +

 =   
   = < + <      

  = + < + + >     
 + >
 

∫

∫ ∫

∫ ∫
 

其中， 

( ) ( )

( ) ( )

0

1 ee d ; ;

1 1 e 1

1 1 e 1 .

C C

C

q
qt

x C x C

q
x

q
x C x

E t E
q

E
q

P E
q q

τ
τ

τ
τ τ τ τ

τ
τ τ

τ τ τ τ

τ τ

+ +

+

−
− + +

−

< <

+ −

<
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 = −  

 = < −   

∫

 

同理， 

( ) ( )0

1 1e d ; e 1 .C C

C

qqt
x C x C xE t P E

q q
τ τ

τ τ
τ τ τ τ

+ +

+
−− + +

>

  > = > −      ∫  

故 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 e 1 e 1 e ;C C

C C

q qq
x x x C

c c
V x E E E V C

q
τ ττ

τ τ τ τ
τ τ

+ +

+ +
− −− +

< >

+     = − − + >        
。 

利用引理 2.1 的结果可知： 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
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W C
τ

τ τ +
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−  =  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1

1 1

e 1 ;C

C

q
q qq

x q

Z C b
E Z C x W C x

W C b
τ

τ τ

+

+
−

>

−  = − − −   −
 

( ) ( ) { }e ; e 1 .C C

C

q q
x C xE V C V C Eτ τ

τ τ
τ τ

+ +

+
− −+

<

  < =     
 

代入 V(x)表达式可得结果。 
最后，对 10 x b≤ < 分析：这里的 1b 相当于最初设置的界限，盈余过程超过此水平，就开始改变分红

率，增加至 0 1c c+ ，未超出直接使用分红率 0c 来分红。下面给出此部分的值函数解析式： 
类似于上述方法，我们考虑： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

1 1
1 1 1

0

0 0

0 0 10 0

0

e d
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τ τπ π

τ τ τ

ττ
τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ
+ +

+

+

−

− + − +

−− + − + +

−−

< >

 =   
   = < + <      

    = < + < + <         

 = − − 
 

∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )( )1e ; ,Cq
x CE V bτ τ τ

+

+
− +   + >    

 

其中， ( ) { } ( )1 1e ; e 1C C

C

q q
x C xE V b E V bτ τ

τ τ
τ τ

+ +

+
− −+

<

  < =     
， ( )1V b 可由上一种情况代入计算得到。类似上一种 

情况使用引理 2.1 的结果代入可得表达式。 

5. 图像分析 

令 0 10.1, 0.2, 10, 5, 2c c q µ σ= = = = = ，得到定理 4.1 中尺度函数 ( ) ( )1
qZ x 图像以及定理的第二部分值 

函数图像，分别见图 1、图 2 所示： 
 

 

Figure 1. The q-scale function ( ) ( )1
qZ x  

图 1. 尺度函数 ( ) ( )1
qZ x  
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Figure 2. The value function ( )V x  

图 2. 值函数 ( )V x  
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