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摘  要 

针对某些不满足可导条件的函数，充分运用变分法基本引理、分部积分公式等方法来推广弱导数的性质。

从一维的弱导数性质出发，总结证明N维空间中弱导数的一些常用性质，深化分部积分在定积分中的实

际应用。通过偏微分方程的学习，N维空间中弱导数的性质更适用于解决高维问题。 
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Abstract 
For some functions that do not satisfy the differentiable condition, the basic lemma of variational 
method and partial integral formula are fully used to generalize the properties of weak derivative. 
Starting from the property of one-dimensional weak derivative, this paper summarizes the prop-
erty of weak derivative in dimensional space, and deepens the practical application of partial 
integral in definite integral. Through the learning of partial differential equations, the properties 
of weak derivatives in N-dimensional space are more suitable for solving higher dimensional 
problems. 
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1. 引言 

在偏微分方程的学习中，数[1] [2]知识几乎贯穿整个数学体系。由于导数条件的限制与实际情况的需

要，导致 N 维弱导数[3] [4] [5] [6]出现。弱导数是一个函数的微分(强微分)概念的推广。通过弱导数和磨

光函数将函数磨光，在函数没有可微的条件下，也能得到和函数可导相似的结果。本文主要证明了 N 维

空间中弱导数的一些性质。该结果贯穿于整个偏微分方程的学习中，特别是解决了光滑函数的局部逼近

和全局逼近问题。 

2. 弱导数的定义 

引理 1 [5] [6]：设 ( )1, weaku Lυ ∈ Ω ，α 是多重指标，若任一测试函数 ( )cCφ ∞∈ Ω 满足 

( )d 1 duD x xααφ υφ
Ω Ω

= −∫ ∫ ，则称υ是 u 的α 阶弱导数，记作 D uα υ= 。 

引理 2 [5]：设函数 ( )xφ 定义在开区间 ( )1,1I = − 上，若 ( )xφ 在 I 上无穷次可微，且 u 的支集 

{ } ( ){ }: 0spt x I x Iφ φ= ∈ ≠ ⊂⊂ ，则称 ( )xφ 是试验函数，记为 ( )cC Iφ ∞∈ 。 

引理 3 [7]：(变分法基本引理) 若 ( )0u C∈ Ω 且对任意的 ( )cCφ ∞∈ Ω 有 

( ) ( )d 0u x x xφ
Ω

=∫ ，则在Ω中 0u ≡ 。 

引理 4 [6]：(分部积分公式) 设 ( )1,u Cυ ∈ Ω ，则 

( )d d d 1, ,
i i

i
x xu x u x u S i nυ υ υν

Ω Ω ∂Ω
= − + =∫ ∫ ∫ � . 

3. 弱导数的性质 

性质 1：(唯一性)  若 u 的α 阶弱导数存在，则在零测集的意义下一定唯一。 
证明：假设 ( )1, locLυ υ ∈ Ω 都是 u 的α 阶弱导数，从而对 ( )cCφ ∞∀ ∈ Ω ，有 

( ) ( )d 1 d 1 duD x x xα ααφ υφ υφ
Ω Ω Ω

= − = −∫ ∫ ∫ , 

即对 ( )cCφ ∞∀ ∈ Ω ，有 ( ) d 0xυ υ φ
Ω

− =∫ 。 

由此可知，υ υ= 在Ω上几乎处处成立，从而原求证成立。 
性质 2：设α 和 β 是两个多重指标，如果 D uα β+ 存在，那么 ( )D D uβ α 和 ( )D D uα β 存在，并且

( ) ( )D D u D D u D uβ α α β α β+= = 。 

证明：固定 ( )0Cφ ∞∈ Ω ，则 ( )cD Cβφ ∞∈ Ω ，根据引理 1 有 
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( )

( ) ( )

( )

d 1 d

1 1 d

1 d .

D uD x uD x

D u x

D u x

αα β α β

α α β α β

β α β

φ φ

φ

φ

+

Ω Ω

+ +

Ω

+

Ω

= −

= − − ⋅

= − ⋅

∫ ∫
∫

∫

 

而 ( ) ( )d 1 dD uD x D D u xβα β β αφ φ
Ω Ω

= − ⋅∫ ∫ ， 

从而有 ( )d dD u x D D u xα β β αφ φ+

Ω Ω
⋅ = ⋅∫ ∫ 。 

因此 ( )D D u D uβ α α β+= 。 

同理有 ( )D D u D uα β α β+= 。 

故在弱意义下 ( )D D uβ α ， ( )D D uα β 存在，且等于 D uα β+ 。 

性质 3：设1 p< < ∞， ( )pv L∈ Ω ，假设存在函数列{ }jv 满足 ( ), p
j jv Dv L∈ Ω 以及 

1) 对 ( )0Cφ ∞∀ ∈ Ω ，有 lim d djj
v x v xφ φ

Ω Ω→∞
=∫ ∫ ； 

2) 存在正常数 C，使得
( )pj L

Dv C
Ω
≤ ， j N +∀ ∈ 。 

那么 v 在Ω内存在一阶弱导数 Dv ，并且 ( )pDv L∈ Ω ， ( )pLDv C
Ω
≤ 。 

证明：由(2)知存在{ }jDv 的子列，不妨设为{ }jDv 以及 ( )pu L∈ Ω 在 ( )pL Ω 中 jDv u 且 ( )pLu C
Ω
≤ 。

显然，对 ( )0Cφ ∞∀ ∈ Ω 有 

lim d djj
Dv x u xφ φ

Ω Ω→∞
=∫ ∫ , 

由弱导数的定义知 

d dj jDv x v D xφ φ
Ω Ω

= −∫ ∫ , 

结合 1)我们有 

d du x vD xφ φ
Ω Ω

= −∫ ∫ , 

故 ( )pu Dv L= ∈ Ω ，并且 ( )pLDv C
Ω
≤ 。 

从而原求证成立。 
性质 4：假设 ( ),, k pu v W∈ Ω ， kα ≤ ，那么对每个 , Rλ µ ∈ ， ( ),k pu v Wλ µ+ ∈ Ω 并且当 kα ≤ 时有

( )D u v D u D vα α αλ µ λ µ+ = + 。 

证明：固定 ( )0Cφ ∞∈ Ω ，则 ( )cD Cαφ ∞∈ Ω 。 

( )

( )

d d d

d d

d .

D u v x D u x D v x

D u x D v x

D u D v x

α α α

α α

α α

λ µ φ λ φ µ φ

λ φ µ φ

λ µ φ

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω

+ = +

= +

= +

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫

 

因此 ( )D u v D u D vα α αλ µ λ µ+ = + 。 

从而原求证成立。 
性质 5：假设 ( ),, k pu v W∈ Ω ， kα ≤ ，如果 ( )cCξ ∞∈ Ω ，那么 ( ),k pu Wξ ∈ Ω 且 

( )D u D D uα β α β

β α

β
ξ ξ

α
−

≤

 
=  

 
∑ ，其中

( )
!

! !
α α
β β α β
 

=  − 
。 
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证明：先证明
β β α

σ γ σ σ
     

+ =     −     
。 

( )
!

! !
C β
α

α α
β β α β
 

= =  − 
∵ , 

∴我们将其当作排 ( )uv u v uv′ ′ ′= + 列组合来证明 C C C Cσ γ σ σ σ
β β α β γ
−

++ = = ，其中 1γ = ，即证明

1
1C C Cσ σ σ

β β β
−

++ = 。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

1

1

! !
1 ! 1 ! ! !

! 1!
1 ! 1 ! ! 1 !

! 1!( 1 )
! 1 ! ! 1 !

1 !
.

! 1 !

C C

C

σ σ
β β

σ
β

β β
σ β σ σ β σ

β β σβ
σ β σ σ β σ

β ββ β σ σ
σ β σ σ β σ

β
σ β σ

−

+

+ = +
− + − −

− +
= +

− + − − +

+− + +
= =

− + − +

+
= =

− +

 

下面我们用数学归纳法来证明：若 u 有 k 阶弱导，则 uξ 也有 k 阶弱导。 
第一步 假设 1α = ，任一 ( )0Cφ ∞∈ Ω ， 
则由分部积分公式有 ( )uv u v uv′ ′ ′= +  
得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

d d

d d

1 d d

d d

d d

d .

uD x uD u D x

uD x u D x

D u x u D x

D u x u D x

D u x u D x

D u u D x

α α α

α α

α α α

α α

α α

α α

ξ φ ξφ ξ φ

ξφ ξ φ

ξφ ξ φ

ξφ ξ φ

ξ φ ξ φ

ξ ξ φ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

 = − 

= −

= − −

= − −

= − −

 = − + 

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫

 

而 ( ) ( ) ( )d 1 d duD x D u x D u xαα α αξ φ ξ φ ξ φ
Ω Ω Ω

= − = −∫ ∫ ∫ 。 

因此 ( )D u D u uDα α αξ ξ ξ= + 。 

第二步 现在假设对 lα ≤ 成立的所有函数ξ ，原求证都成立。 

第三步 当 1lα = + 时，对某个 , 1,l lβ γ α β= = = + ，上述的 ( )0Cφ ∞∈ Ω 有 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

-

-

d d

d

1 d

1 d

1 d ,

uD x uD x

uD D x

D u D x

D D uD x

D D D u x

α β γ

β γ

β β γ

β σ β σ γ

σ β

β γ γ σ β σ

σ β

ξ φ ξ φ

ξ φ

ξ φ

β
ξ φ

σ

β
ξ φ

σ

+

Ω Ω

Ω

Ω

Ω
≤

+

Ω
≤

=

=

= −

 
= −  

 
 

= −  
 

∫ ∫
∫

∫

∑∫

∑∫
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代入 ( )D u D u uDα α αξ ξ ξ= + ， 
得 

( )

( ) ( )

( ) ( )

d 1 d

1 d

1 d ,

uD x D D D u D D u x

D D u D D u x

D D u D D u x

αα σ γ β σ σ α σ

σ β

α α σ γσ γ σ α σ

σ β

α α σ γσ γ σ α σ

σ β σ β

β
ξ φ ξ ξ φ

σ

β
ξ ξ φ

σ

β β
ξ ξ φ

σ σ

− −

Ω Ω
≤

− ++ −

Ω
≤

− ++ −

Ω
≤ ≤

   = − +    
   = − +    

    
= − +    

    

∑∫ ∫

∑∫

∑ ∑∫

             (1) 

对于 ( )D D uα σ γσ γ

σ β

β
ξ

σ
− ++

≤

 
 
 

∑ ，令 ρ σ γ= + 则 β α σ ρ= + − 。 

从而 

( )

,
.

D D u D D u

D D u

D D u

α σ γσ γ ρ α ρ

σ β σ α σ ρ

ρ α ρ

ρ α

ρ σ
σ α σ

σ α

β β
ξ ξ

σ ρ γ

β
ξ

ρ γ

β
ξ

σ γ

− ++ −

≤ ≤ + −

−

≤

−

≤

   
=   −   

 
=  − 

 
=  − 

∑ ∑

∑

∑
的任意性

                    (2) 

将(2)代入(1)得 

( )

( )

( ) ( )

d 1 d

1 d

1 d .

uD x D D u x

D D u x

D u x

αα σ α σ

σ α

α σ α σ

σ α

α α

β β
ξ φ ξ φ

σ γ σ

α
ξ φ

σ

ξ φ

−

Ω Ω
≤

−

≤

Ω

    
= − +    −    

 
= −  

 

= −

∑∫ ∫

∑

∫

 

因此，当 1lα = + 时， uξ 也 n 有 1l + 阶弱导。 
综上所述，原求证成立。 

4. 结束语 

本文主要是对 N 维空间中弱导数的性质进行总结证明，将一维中的弱导数推广到 N 维空间中，从而

得到比一维空间中弱导数更广泛的性质。根据本文推广的形式，后续可以继续改进推广更高阶线性形式。 
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