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摘  要 

Bezout定理在证明二元插值适定结点组构造方法时起到了重要的作用，但不能直接简单推广至三维空间，

该文针对这个问题以平面中的相关理论为参照，以代数曲面与多项式相关理论为基础，对何时代数曲面

对应多项式有质公因子进行了研究，给出了判断空间代数曲面对应多项式是否有质公因子的一种方法。 
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Abstract 
Bezout’s theorem plays an important role in proving the constructive methods of properly posed 
set of nodes for binary interpolation, but it cannot be directly extended to three-dimensional 
space. In order to address this problem, this paper investigated relevant theories on the plane, ex-
plored relevant theories of algebraic surfaces and polynomials to explain the instances during 
which polynomial corresponding to algebraic surface can have common prime factors, and pro-
posed a method to judge whether the polynomial corresponding to algebraic surface has common 
prime factors. 
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1. 引言 

插值问题是计算数学研究中的一个重要问题，如今一元多项式插值理论日渐成熟，但仅有一元多项

式的插值理论是不够的，在实际生活中许多时候会碰到多元插值的问题，比如在计算机辅助几何设计中

就涉及许多的多元多项式插值问题。遗憾的是多元多项式插值理论并不能由一元多项式插值理论进行直接

地推广，甚至插值结点选取不好都会导致插值问题无解，即构成不适定插值问题[1]，这点与一元多项式插

值有很大的不同，也导致如何选取多元多项式插值的插值结点成为多元多项式插值理论的重要部分[2]。 
在选取多元多项式插值的插值结点相关理论中，Bezout 定理发挥了重要的作用，其给出了平面上的

代数曲线对应的多项式有质公因子的判定方法[3]，用它可以证明许多在平面构造适定结点组的方法[4] 
[5] [6]，但目前三维空间代数曲面对应多项式何时有质公因子的相关研究还不够多，该文给出了一种判断

三维空间代数曲面对应多项式是否有质公因子的判定方法。 

2. 基本定义以及定理 

本文主要研究空间 3 上的无重复分量代数曲面所对应的多项式是否存在质公因子的问题，为此引入

以下概念与定理。 
定义 1：(三维空间的代数曲面) 
若 ( ), ,p x y z 是一个三元 n 次多项式，则把 3 上所有满足方程 

( ), , 0p x y z =  

的点所构成的集合，即 ( ) ( ){ }, , , , 0x y z P x y z = ，称为与 ( ), , 0p x y z = 相应的 n 次代数曲面，并且将其简称

为 n 次代数曲面 ( ), ,p x y z 。 

定义 2：(数域 P 上多元多项式的整除) 
设 ( )1 1 2, , , np x x x� 与 ( )1 22 , , , np x x x� 是数域 P 上的两个 n 元多项式，若存在数域 P 上的 n 元多项式

( )1 2, , , nh x x x� 使得 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,n n np x x x h x x x p x x x=� � � ，则称 ( )1 22 , , , np x x x� 整除 

( )1 1 2, , , np x x x� ，记作 ( ) ( )2 1 2 1 1 2, , , | , , ,n np x x x p x x x� � ，否则称 ( )1 22 , , , np x x x� 不整除 ( )1 1 2, , , np x x x� ，

记作 ( ) ( )2 1 2 1 1 2, , , , , ,n np x x x p x x x� � 。 

定义 3：(数域 P 上三元多项式的可约性) 
如果数域 P上次数≥1的三元 n 次多项式 ( ), ,p x y z 可以写作两个次数大于等于 1 的实系数多项式的乘

积，则称多项式 ( ), ,p x y z 是可约的，同时也称 n 次代数曲面 ( ), ,p x y z 是可约的，否则则称多项式 ( ), ,p x y z

是不可约的，同时称 n 次代数曲面 ( ), ,p x y z 是不可约的。 

定义 4：(质因子，不可约因子) 
给定三元 n 次多项式 ( ), ,p x y z ，若 ( ), ,q x y z 是 ( ), ,p x y z 的因子，且满足 ( ), ,q x y z 不可约，则称
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( ), ,q x y z 是 ( ), ,p x y z 的质因子，也称 ( ), ,q x y z 是 ( ), ,p x y z 的不可约因子。值得注意的是，由可约性定义 

可知，零多项式与零次多项式不会构成质因子。 
定义 5：(无重复分量代数曲面) 
给定 n 次代数曲面 ( ), ,p x y z ，如果多项式 ( ), ,p x y z 的分解式中没有重数大于等于 2 的重因子，则称

n 次代数曲面 ( ), ,p x y z 是无重复分量代数曲面，我们主要研究无重复分量代数曲面。 

定理 1：(多元多项式整除性质) 
设在 [ ], ,P x y z 中 ( ), ,p x y z 不可约，且对 ( ), ,g x y z 和 ( ), ,h x y z 有 ( ) ( ) ( ), , | , , , ,p x y z g x y z h x y z ，则

( ) ( ), , | , ,p x y z g x y z 或 ( ) ( ), , | , ,p x y z h x y z 。该定理的证明可以参见文献[7]。 

定理 2：(Bezout 定理) 
若 m 次代数曲线 ( )1 ,p x y 和 n 次代数曲线 ( )2 ,p x y 交点个数多于 mn，则一定有次数既不超过 m 也不

超过 n 的非零次多项式 ( ),q x y 存在，使得 

( ) ( ) ( )1 1, , ,p x y q x y x yγ=  

( ) ( ) ( )2 2, , ,p x y q x y x yγ=  

式中， ( )1 ,x yγ ， ( )2 ,x yγ 分别为次数小于 m 和 n 的二元实系数多项式。其证明过程可参见文献[8]，由证

明过程可知一定存在 ( )1 ,p x y 的质因子 ( ),q x y 满足定理条件。 

定理 3 的引理：(三维空间无重复分量代数曲面对应的多项式性质) 
给定三元 n 次无重复分量代数曲面 ( )1 , ,p x y z ，与三元 m 次无重复分量代数曲面 ( )2 , ,p x y z 与多项式

( ), ,h x y z ，若其满足 ( ) ( ) ( )1 2, , | , , , ,p x y z h x y z p x y z 且 ( ) ( )1 , , , ,p x y z h x y z ，则 ( )1 , ,p x y z 存在质因子

( ), ,q x y z 满足 ( ) ( )2, , | , ,q x y z p x y z ，即存在 ( )2 , ,x y zγ 满足 ( ) ( ) ( )2 2, , , , , ,q x y z x y z p x y zγ = 。 

定理 3：(三维空间无重复分量代数曲面对应的多项式存在质公因子的判定定理) 
给定 3 上的三元 n 次无重复分量代数曲面 ( )1 , ,p x y z 与三元 m 次无重复分量代数曲面 ( )2 , ,p x y z ，

其中 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1, , , , , n
np x y z a x y a x y z a x y z= + + +�  

( ) ( ) ( ) ( )2 0 1, , , , , m
mp x y z b x y b x y z b x y z= + + +�  

若 ( )1 , ,p x y z 与 ( )2 , ,p x y z 关于 z 的结式为 0，则必有 ( )1 , ,p x y z 的一个次数既不超过 m 也不超过 n 的质因

子 ( ), ,q x y z 满足 

( ) ( ) ( )1 1, , , , , ,p x y z q x y z x y zγ=  

( ) ( ) ( )2 2, , , , , ,p x y z q x y z x y zγ=  

式子中的 ( )1 , ,x y zγ ， ( )2 , ,x y zγ 分别为次数小于 n 和 m 的三元实系数多项式。 

3. 引理与判定定理的证明 

引理的证明： 
证明：以下将 ( )1 , ,p x y z 简记为 1p ， ( )2 , ,p x y z 简记为 2p ， ( ), ,h x y z 简记为 h。 
若 1p 不可约，由于 1p h ，所以由定理 1 可知 1 2|p p ， 1p 即是所求的质因子。 
若 1p 可约，且由于 1p 所对应的曲面是无重复分量代数曲面，所以 1 1 2 kp q q q= � ，其中 ( )1,2, ,iq i k= �

为不可约多项式，现证明 1 2, , , kq q q� 不全整除 h。 
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如果 1q h ，则找到不整除 h 的 1 2, , , kq q q� 中的多项式。 
若 1 |q h ，则存在 1g 满足 1 1h q g= 。 
如果 2q h ，则找到不整除 h 的 1 2, , , kq q q� 中的多项式。 
若 2 |q h ，则 2 1 1|q q g ，若 2 1|q q ，则或与 1p 对应代数曲面是无重复分量代数曲面相矛盾，或与 1q 不

可约矛盾，从而 2 1q q ，由于 2q 为不可约多项式，且 2 1 1|q q g ，所以 2 1|q g ，从而存在 2g 满足 1 2 2h q q g= 。 
如果 3q h ，则找到不整除 h 的 1 2, , , kq q q� 中的多项式。 
若 3 |q h ，则 3 1 22|q q q g ，若 3 1 2|q q q ，则或与 1p 对应代数曲面是无重复分量代数曲面相矛盾，或与 21,q q

都不可约矛盾，从而 3 1 2q q q ，由于 3q 为不可约多项式，所以存在 3g 满足 1 2 3 3h q q q g= 。 

�  
这样一直进行下去，则要么找到不整除 h 的 1 2, , , kq q q� 中的多项式，要么一直进行，直到讨论 kq 是

否整除 h，此时 kq h ，这是由于若 |kq h，则 1 2 3 1 1|k k kq q q q q g− −� ，此时若 1 2 3 1|k kq q q q q −� ，则或与 1p 对

应代数曲面是无重复分量代数曲面相矛盾，或与 1 2, , , kq q q� 都不可约矛盾，由此可知 1|k kq g − ，所以存在

kg 满足 1k k kg q g− = ，由此 1 2 3 k kh q q q q g= � ，即 1 kh p g= ，这与已知的 1p h 相矛盾，从而 kq h 。 
由上可知存在 { }1 2, , ,i kq q q q∈ � 满足 iq h ，又因为 1 2|p hp 即 1 2 2|kq q q hp� 从而得到 2|iq hp ，因为 iq

是不可约因子，且由此可知 2|iq p 。 
综上所述，无论 1p 是否可约，都能找到一个质因子 iq ，满足 2|iq p ，即存在 2γ 满足 2 2iq pγ = ，证毕。 

判定定理的证明： 
证明：由于 ( )1 , ,p x y z 与 ( )2 , ,p x y z 关于 z 的结式： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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所以其各行关于 x 和 y 的所有有理分式所做成的域是线性相关的，由线性相关的定义可以知道，存 
在 n m+ 个不全为零的有理分式 ( )1 ,x yα ， ( )2 ,x yα ， ( )3 ,x yα ，�， ( ),m x yα ， ( )1 ,x yβ− ， ( )2 ,x yβ− ，

( )3 ,x yβ− ，�， ( ),n x yβ− ，其满足分别乘结式对应行列式的第 1 到第 n m+ 行后再相加为零向量。将

( ),ia x y 简记为 ia ，其中 1, 2,3,i n= , ( ),jb x y 简记为 jb ，其中 1,2,3,j m= ，可以得到 

2
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                             (1) 

将(1)式的第 1 行，第 2 行一直到第 n m+ 行分别乘 ( )1 ,x yα ， ( )2 ,x yα ， ( )3 ,x yα ，�， ( ),m x yα ， ( )1 ,x yβ− ，
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( )2 ,x yβ− ， ( )3 ,x yβ− ，�， ( ),n x yβ− 后再相加后得到 

( ) ( )2 1 2 1
1 2 3 1 1 2 3 2

m n
m mz z z p z z z pα α α α β β β β− −+ + + + ≡ + + + +� �                (2) 

记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2 3, , , , , , m

mx y z x y x y z x y z x y zϕ α α α α −= + + + +�                 (3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2 3, , , , , , n

mx y z x y x y z x y z x y zψ β β β β −= + + + +�                 (4) 

设 ( ),H x y 是 n m+ 个不全为零的有理分式 ( )1 ,x yα ， ( )2 ,x yα ， ( )3 ,x yα ，�， ( ),m x yα ， ( )1 ,x yβ− ，

( )2 ,x yβ− ， ( )3 ,x yβ− ，�， ( ),n x yβ− 的公分母，则将(3)、(4)代入(2)后，(2)式等号两边同时乘 ( ),H x y

后即可去掉 ( ), ,x y zϕ 与 ( ), ,x y zψ 中的分母，使其变为多项式，进一步得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , , ,H x y x y z p x y z H x y x y z p x y zϕ ψ=                    (5) 

由(5)式可知 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , | , , , , ,p x y z H x y x y z p x y zψ ，由于 ( )1 , ,p x y z 关于 z 的次数为 n， ( ) ( ), , ,H x y x y zψ

关于 z 的次数为 1n − ，所以 ( ) ( ) ( )1 , , , , ,p x y z H x y x y zψ ，由引理可知 ( )1 , ,p x y z 存在一个不可约因子

( ), ,q x y z ，其满足 ( ) ( )2, , | , ,q x y z p x y z ，所以存在多项式 ( )1 , ,x y zγ ， ( )2 , ,x y zγ ，其次数分别小于 n 和 

m，且满足 

( ) ( ) ( )1 1, , , , , ,p x y z q x y z x y zγ=  

( ) ( ) ( )2 2, , , , , ,p x y z q x y z x y zγ=  

证毕。 
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