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摘  要 

支持向量机(Support Vector Machine, SVM)一直是处理二分类问题的重要工具，被广泛应用于机器学习、

图像处理、生物信息等众多领域。自从1995年Vapnik和Cortes提出以来，经过多年的发展，国内外产

生了丰富的研究成果。为了进一步拓宽有关SVM问题的研究，本文对近年来SVM的发展从模型和算法两

方面进行梳理。 
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Abstract 
Support Vector Machine has always been an important tool to deal with binary classification 
problems, and is used in many fields widely, such as machine learning, image processing, and bio-
logical information. Since the proposal of Vapnik and Cortes in 1995, after years of development, 
rich research results have been produced at home and abroad. In order to further broaden the re-
search on SVM issues, this paper sorts out the development of SVM in recent years from two as-
pects: model and algorithm. 
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1. 引言 

支持向量机(Support Vector Machines, SVM)是一种以统计学理论以及结构风险最小化的原理为基础

的机器学习方法。该方法在解决样本分类问题、线性、非线性以及高维模式识别问题中有许多优势。此

外，支持向量机也能有效地处理回归问题，如时间序列分析问题等。 
支持向量机(Support Vector Machine)的原理是寻找一个满足分类要求的最优分类超平面，使得该超平

面不仅能够保证分类的准确性，还可以使超平面两侧的空白区域最大化。该原理用数学语言表述即通过

训练大量的数据来找到一个最优超平面 1 1, 0n nw x b w x w x b+ = + + + =� ，其中 nw R∈ 和 b R∈ 通过训练

集来估计。使得对于任意新输入的向量 x，如果 , 0w x b+ > ，则可以预测 x 的标签 1y = ；若 , 0w x b+ < ，

则 1y = − 。从而达到分类的目的。 
自从 1995 年 Vapnik 和 Cortes 提出以来[1]，支持向量机一直是国内外学者研究的热点，在机器学习、

图像处理、生物信息等众多领域只要是二分类问题大多都会想到支持向量机。由于其适用范围广的特点，

多数涉及到分类的问题，研究者都会用支持向量机的分类方法来做模型评估或算法效果对比。如 Wang
等为了说明所提出的方法更有利于疾病的筛选，把每一种方法都与 SVM 分类模型[2]进行了对比。诸如

此类的例子数不胜数，涉及到多个研究领域，在此就不进行一一列举。足以可见，它的应用之广以及它

的重要程度。 
在 SVM 蓬勃发展的近二十年的时间里，大量优秀的成果不断涌现，但是作者发现近年来很少有从数

学角度出发来分析模型与算法两方面的综述类文章，为此激发了写这篇文章的想法。考虑到此类文章星

罗棋布、文章篇幅限制以及作者的个人能力有限，本文仅回顾一些经典研究成果，并着重从数学角度出

发，分析函数的性质、模型的特点等。 

2. 支持向量机基本思想概述 

给定一个训练集 ( ){ }, : 1, 2, ,i ix y i m= � ， n
ix R∈ 是输入向量， { }1,1iy ∈ − 是输出的标签。SVM 的目

标则是训练一个超平面 1 1, 0n nw x b w x w x b+ = + + + =� ，通过训练集来估计 nw R∈ 和 b R∈ 。对于任意

新输入的向量 x，如果 , 0w x b+ > ，则可以预测 x 的标签 1y = ；若 , 0w x b+ < ，则 1y = − ；可以计算

出分类间隔为 2 w 。那么，为了找到最优超平面，有两种可能的情形。第一种，如果训练数据是线性可

分的，如图 1。 
那么直接求解以下凸二次规划就可以找到唯一的最优超平面 

2

,

1min
2nw R b R

w
∈ ∈

 

( )s.t , 1,i i my w x b i N+ ≥ ∈  

{ }1,2 ,: ,mN m= �  
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Figure 1. Data is linearly separable 
图 1. 数据线性可分 

 
关于该二次规划的求解，这里以二维空间为例，不失一般性，也可推广到其它维度。上述模型本身

是一个凸二次规划问题，可以使用现有的优化计算包来计算，但我们这里选择更方便的方法，即拉格朗

日乘子法，首先可得它的拉格朗日函数为 

( ) ( )( )2 T

1

1, , 1
2

m

i i i
i

L w b w y w x bα α
=

= + − +∑  

其中，α 为拉格朗日乘子。 
接下来，分别对 w 和 b 求偏导数，令所求得的偏导数等于零，可得 
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把该结果代回上述模型就可以得到一个关于α 的问题，且只含α 一个未知变量，那么可以很容易解出α ，

再代入
1i

m
i i iw y x

=
= ∂∑ 中可以求出 w，最后求出 b。最后可以得到 
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这里我们写出以上整个过程的 KKT 条件 
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可以看到对于任意训练样本 ( ),i ix y ，若 iα 等于零，它不在求和项中出现，也就不会影响模型训练结果；

若 iα 大于零，该样本在边界上，是一个支持向量。所以，当支持向量机训练完成后，最终模型只与支持

向量有关。 
第二种，如果训练数据是非线性可分的，相应的，我们也需要用非线性模型来进行分类。 
若数据类似图 2 中所示，明显可以看到不能通过直线来进行分割，但可以用一条曲线，也即非线性

模型进行分割。而非线性模型往往不好求解，所以还是转化为线性模型求解。转化的方法就是将训练样

本从原始空间映射到一个更高维的空间，使得样本在这个高维空间线性可分。即把向量 x 映射成特征向
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量 ( )xϕ ，然后再根据第一种线性可分的求解方法—拉格朗日法进行求解即可。如图 3。 
 

 
Figure 2. Data is non-linearly separable 
图 2. 数据非线性可分 

 

 
Figure 3. Data is mapped to high-dimensional 
space separable 
图 3. 数据映射到高维空间可分 

 
求解后可得到 

( ) ( ) ( )T

1
,

m

i i i j
i

f x w x b y k x x bϕ
=

= + = ∂ +∑  

这里的函数 ( ),i jk x x 为核函数。 
以上就是支持向量机的基本思想，但在现实中，往往很难确定合适的核函数使训练数据线性可分，

退一步讲，即使找到了这样的函数也很难判断是不是由于过拟合造成的。为了寻求一个更好的解决办法，

国内外的学者做了很多的努力，在模型和算法上都取得了很大的进展，本文从这两方面分别进行梳理。 

3. 模型 

支持向量机的模型分为硬间隔和软间隔两种，由于现实中的应用大都是软间隔，所以在这里本文重

点说软间隔的模型发展，硬间隔的模型在上述数据线性可分中已经给出，这里不再赘述。首先给出软间

隔的基本模型 

( )2

, 1

1min 1 ,
2n

m

i i
w R b R i

w C l y w x b
∈ ∈ =

+ − +∑  

其中 l 为损失函数，用来定义训练样本与真实值之间的误差； 0C > 为罚参数，用来惩罚那些误差大的样

本。因此，软间隔的模型允许有分类误差。可以看出该模型有两项组成，第一项是正则项，用来衡量模

型复杂度，防止过拟合；第二项是损失项用来衡量模型误差。所以我们总的目的是使两项都尽可能小，

正则项小可以用很少的支持向量确定超平面，降低成本；损失项小可以使分类误差更小，准确率更高。
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纵观支持向量机的发展，学者们都是在不断的改进损失项，也就是通过不断地引入新的损失函数来产生

新的模型。这些新的损失函数大致分为凸函数和非凸函数两类。由于凸函数求解相对容易，所以早期的

研究成果损失项主要集中在凸函数上。近年来，由于零范数和稀疏集的成果不断发展，尤其是变分性质

的出现，如次微分，近端算子，切锥与法锥等为学者们提供了解决非凸非光滑问题的工具，所以近年的

研究成果损失项以非凸函数为主。接下来本文就从凸和非凸两类函数对一些经典研究成果分别展开。 

3.1. 损失函数为凸函数 

1995 年 Vapnik 和 Cortes 首次提出 Hinge 损失函数，即 ( ) { }max 0, ,hingel t t t R= ∀ ∈ ，该函数只在 0t =
这一点不可微，也是首次提出支持向量机的问题。提出该函数的目的是为了惩罚 0t ≥ 的样本。考虑到该

函数只能惩罚部分样本，2013 年 V. Jumutc 和 X. Huang 等人给出了 Pinball 损失函数[3]，其具体形式为

( ) { }max , ,0 1pinballl t t tτ τ τ= − ≤ ≤ ，这个函数的不可微点也只在零点，但与上一个函数不同的是这个函数可

以惩罚所有样本，利用该函数实现了 Pegasos 算法新的优化目标。2008 年 L. Wang 和 J. Zhu 等人首次把

( ) { } { }( )2 2max 0, max 0, 2 22HHl t t t tτ τ τ τ= − − − − ， 0τ > 应用在 SVM 的分类当中[4]，该函数的特点是处

处可微。利用该函数实现了基因自动选择以及分组效应—高度相关的基因往往被一起选择或删除。还有

我们比较常见的平方损失函数 ( ) 2
squarel t t= ，但我们知道最小二乘支持向量机对数据中的异常值和噪声极

为敏感，为克服这一问题后又引入了加权最小二乘支持向量机，然而为训练数据设置权重是一项工作量

很大的任务，并且会极大的影响鲁棒性。因此在 2014 年 X. Yang 和 L. Tan 为了避免设置权重提出了一种

基于截断最小二乘损失的新型鲁棒支持向量机，并借助其等效模型从理论上分析了鲁棒性高的原因[5]。
2000 年 J. Friedman 和 T. Hastie 提出了逻辑回归损失函数[6]，由于其凸且光滑的性质，这一函数也成为

了一个很经典的损失函数，后来还有交叉熵等函数都与之类似，应用的也非常多。 
由于以上函数都具有凸性，所以对应的 SVM 模型解决起来也相对容易，但是，我们知道凸性往往会

伴随着无界性，比如上述的这些函数可以发现几乎都是无界函数，而无界性常常会导致这些损失函数对

数据中的异常值失去鲁棒性。为了克服这一问题，2003 年 F. Perez-Cruz 在文章[7]中对损失函数设置一个

上界进行强制执行，使其在一定程度后停止增加，那么，凸函数就变成了非凸，从而解决了这个问题。 
以上提到的就是一些常用的凸损失函数，经过多年的发展，不断克服新的问题，损失项为凸函数的

理论已经趋于成熟，关于此类函数也有大量的成果，这里考虑到篇幅的限制，本文就列举到此。近年来，

学者们更多的研究重心放在非凸函数方面，下面我们从非凸的损失函数来进行总结。 

3.2. 损失函数为非凸函数 

同样，由于已经研究了大量的非凸软间隔损失，在此只列举部分。 
首先是 Ramp 损失函数， ( ) { } { }max 0, max 0,rampl t t tµ µ= − − 其中 0µ ≥ 。该函数在 0t = 和 t µ= 这两个

点都是不可微的，但在 0 到 µ 之间是有界的。这个函数的巧妙之处在于它不会去惩罚那些 0t < 的数据样

本，对于 0t > 的那些样本又会分成两种情况，当 0 t µ≤ ≤ 时，数据样本会得到线性惩罚，而当 t µ> 时又

会得到另一种特定的惩罚。正是因为这些巧妙的性质使得这个函数对一些异常值或噪声具有鲁棒性。2014
年 X. Huang 等人将该函数与支持向量机相结合，提出了一种通用的支持向量分类器[8]。为了克服传统模

型过于简单而不能用于复杂的排序，很难将先验知识加入到模型中的困难，一种新的排序支持向量机被

提出[9]，它利用 sigmoid 损失函数，其形式为 ( ) ( )( )1 1 expsigmoidl t t= + − ，在 0 到 1 之间光滑且有界，与

上一个不同的是，它会惩罚所有样本。该函数用交叉检验进行训练，实际上该函数就是输入数据集的后

验概率，可以用于处理一些后续工作。文章[10]中利用该函数得到了一个性能与原分类器相同的缩减支持

向量分类器。2014 年 X. Shen 等发表的文章[11]中把 Truncated pinball 损失函数 
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( ) ( ){ } ( ){ }( ), max 0, 1 max 0,k
Tpinl t t t k kτ τ τ τ= + − + − ，0 1τ≤ ≤ 和 0k ≥ 与支持向量机相结合，在 0t = 和 t k= −

两点不可导且无界。对于固定的 k，当 t k< − 时惩罚是固定的，除此之外惩罚都是线性的。最近，修教授

团队提出了 0⁄1损失函数，即当 0t > 时， ( )0/1 1l t = ， 0t < 时， ( )0/1 0l t = 。该函数在 0t = 不连续，由于它

的取值是 0 或 1，所以稀疏性和鲁棒性得到了很好的保证。学者们不仅推动了支持向量机的发展，同时

还利用非凸非光滑的损失函数、次微分及近端算子的性质给出了优化模型的 KKT 条件、P-稳定点条件，

这在稀疏优化领域也取得了很大的突破。 
上面就是近年一些经典的研究成果，当然，还有很多优秀的文章值得我们去学习，在此，由于作者

个人能力有限，就列举这么多，读者可根据自身兴趣深入挖掘学习。接下来从算法的角度进行陈述。 

4. 算法 

提到支持向量机的算法求解，常规的思路是求解一个有约束的二次规划问题，如果该二次规划问题

的规模比较小，我们可以利用现有的优化算法，如牛顿法、内点法等一些比较成熟且经典的方法来进行

求解，但随着大数据时代的到来，问题的规模日渐庞大，此时传统的优化方法捉襟见肘，往往会出现速

度慢、效率低等问题，于是国内外的学者进行了多种针对目前形势的算法研究。下面从计算角度和数学

优化角度对一些算法进行列举。 
早期的算法主要集中在计算方面，文献[12]在 1999 年最早提出了 SVM 增量训练算法，即每次只选

一小批常规二次算法能处理的数据作为增量，保留原样本中的支持向量和新增样本混合训练，直到训练

样本用完。此类算法是机器学习系统在处理新增样本时，能够只对原学习结果中与新样本有关的部分进

行增加修改或删除操作，与之无关的部分则不被改变。此算法的一个突出特点是支持向量机的学习不是

一次离线进行的，而是一个数据逐一加入反复优化的过程。文章[13]中最早提出了分解算法，其原理是将

一个大型的二次规划问题分解成一系列小的二次规划子问题进行迭代求解，在每次迭代中，使用拉格朗

日乘子分量的一个子集作为训练集，用传统优化算法求解一个二次规划的子问题，该算法主要适用于求

解大规模问题。值得注意的是文献[14]提出的 SMO 算法是分解算法的一个特例，它的训练集中只含有 2
个样本，但是对于两个样本的二次规划问题能够有解析解，较适合样本稀疏的问题。1992 年 Boser B E
等人提出 Chunking 算法[15]，它是通过删除矩阵中对应 Lagrange 乘数为零的行和列来进行，对于给定的

样本，该算法的目标是运用某种迭代方式逐步排除非支持向量，这样做的好处在于可以很大程度上降低

训练过程对存储器容量的要求。2013 年 V. Jumutc 和 X. Huang 等人提出 Pegasos 算法利用 Pinball 损失的

特性和强凸优化问题的理论实现了较快的收敛速度和较低的计算和内存成本[3]。 
近年来，随着优化理论的发展，诸多学者从优化角度对算法进行设计改进，把 SVM 的算法设计与稀

疏优化相结合，从而提高计算精度。2015 年 Bai 等人针对稀疏支持向量机设计了 l1 − l2正则稀疏法[16]，
此算法不仅有更高的分类准确率而且有更稀疏的分类器。2019 年 Shao 等人将特征选择和支持向量机相

结合，首次在分类的同时进行特征选择，为解决结合后的模型，提出了缩放交替方向乘数的算法[17]，因

为对样本和特征同时选择，所以该算法的测试速度更快，泛化能力也更强。 
以上就是本文列举的一些经典算法，整体来看，支持向量机的算法目标都是朝着提高计算精度、降

低存储容量以及算法复杂度的方向来进行，这也是今后我们要持续努力的方向。 

5. 总结 

本文从数学角度综述了支持向量机的模型与算法方面的成果，主要介绍了一些经典的文章。经过多

年的发展，该领域积累了大量的研究成果，但还有大量的问题需要去探讨，比如在处理大规模数据的问

题时，还是会面临计算速度等问题，如何更精准，更稀疏，与多种领域深入结合，都是将来我们需要努
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力的方向。希望本文能够为读者带来一些启发，推动该领域的发展。 
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