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摘  要 

卷积属于积分运算，也是人为定义的运算，常常出现在广义函数和泛函分析当中，而卷积形式在概率论
中就是两个随机变量独立和的密度。本文总结了一些关于卷积的性质和定理，对卷积在概率论方面的应

用进行了深入的分析，使得求解概率密度等题型能够快速得出答案，并对卷积公式进行了推广，进一步

深化了卷积公式的应用。 
 
关键词 

卷积，卷积公式，应用，推广 

 
 

Application and Generalization of  
Convolution Formula 
Wei Xie 
Shenyang Normal University, Shenyang Liaoning  
 
Received: Nov. 27th, 2021; accepted: Dec. 17th, 2021; published: Dec. 29th, 2021 

 
 

 
Abstract 
Convolution is an integral operation, which is also artificially defined and often appears in genera-
lized function and functional analysis, while the convolution form in probability theory is the den-
sity of the independent sum of two random variables. In this paper, some properties and theorems 
of convolution are summarized, and the application of convolution in probability theory is deeply 
analyzed, so that the solution of probability density and other questions can be quickly answered, 
and the convolution formula is promoted, further deepening the application of convolution formula.   
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1. 引言 

卷积的概念在很早以前就已经被提出来了，在各个领域都有广泛地应用。而这一概念最开始是在物

理领域首先被提出来的，且卷积主要应用信号处理方面，但其实卷积在物理上并没有清晰、明白的意义。

而卷积通过发展，已经不再局限于物理领域，在工程、地震、统计学、油田勘测、数学领域等方面也有

着巨大的发展。卷积在这些领域的意义就有所不同了，但其在提到卷积的物理意义及其它的应用时它的

形式结构是不变的。卷积经过发展在数学学科得以应用，已经有越来越多国内外的学者研究如何更好地

将卷积应用于数学当中，从而就有了物理上的卷积到数学概率论中的卷积公式，故研究卷积公式相关领

域的内容就显得异常必要。 
本文主要介绍的是卷积在概率论方面的应用，且详细地总结了卷积的概念及应用。主要目的是使学

习者学习概率论中有关卷积的知识时，能够深入理解卷积公式和卷积的概念和特性，使学习者能够把所

有零散的知识集中起来，完整地去把握知识，而求 Z X Y= + 等等随机变量的密度函数一直都是概率论的

考查的要点和易错点，故学习者在学习这部分内容时常常出错，因为卷积的计算与二重积分紧密结合，

现通过介绍卷积公式，将二重积分化为一重积分，从而就避免通过分布函数法来计算，大大地简化计算

量。现将卷积公式在连续性和离散型随机变量中的应用进行了总结与分析，且对卷积公式进行了推广来

解决更多相关难题，帮助学习者更加了解和掌握卷积公式。 

2. 卷积的定义 

设 ( )1f x 和 ( )2f x 是定义在 R 上的两个函数，则积分 ( ) ( ) ( )1 2 dS x f f xτ τ τ
+∞

−∞
= −∫ 称为 ( )1f x 和 ( )2f x

的卷积，记为： ( ) ( )1 2f x f x∗ 。其中 ( ) ( )1 2 df f xτ τ τ
+∞

−∞
−∫ 是以τ 为变量，且 x 是使函数 2f 移动 τ− 的量[1]。 

对 ( ) ( ) ( )1 2 dS x f f xτ τ τ
+∞

−∞
= −∫  

i) 若 0x < ， ( )1 0f x = ，则 ( ) ( ) ( )1 20
dS x f f xτ τ τ

+∞
= −∫  

ii) 若 0x < ， ( )2 0f x = ，故对 ( )2f x τ− ， 0x τ− < ， ( )2 0f x τ− < ，则 ( ) ( ) ( )1 2 d
x

S x f f xτ τ τ
−∞

= −∫  

iii) 若 0x < ， ( )1 0f x = ， ( )2 0f x = ，则 ( )
( ) ( )1 20

0, 0

d , 0
x

x
S x

f f x xτ τ τ

<= 
− ≥∫

 

另两个序列的卷积定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

y n x m h n m x n h n
+∞

=−∞

= − = ∗∑  (星号*表示卷积) 

对于序列 ( )x n 和 ( )h n ，当 0n = 时， ( )h m 的 n 取反方向是 ( )h m− ；另外，n 是使 h 移动 m− 的量，

得到的结果同时也随着 n 的变化而改变。 

3. 卷积公式的应用 

3.1. 卷积公式 

3.1.1. 连续型 
定理 1 [2] 设 ( ),X Y 是二维连续型随机变量，它的概率密度为 ( ),f x y ，则 Z X Y= + 仍为连续型随机
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变量，其概率密度为 

( ) ( ), dX Yf z f z y y y
+∞

+ −∞
= −∫                                    (1) 

或 

( ) ( ), dX Yf z f x z x x
+∞

+ −∞
= −∫                                    (2) 

给定 ( ),Z g x y= ，通常需要求 ( )ZF z ， ( )Zf z ，这里是由两个变元依据关系映射到一个变元，因此，

求得 ( )ZF z 后，经过一个求导，很容易求得 ( )Zf z 。 
一般求解 ( )ZF z ，可用的思路是： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , d dZF z P Z z P g X Y z g x y zf x y x y= ≤ = ≤ = ≤∫∫  

化为二重积分求解，可以得到的是关于 z 的方程，思路非常很清晰。 
对 Z X Y= + 这种特殊的连续型随机变量，当然可以按照一般方法做，但是特殊性赋予了这类问题以

规律，因此有公式解法。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, d d

d , d d , d

Z
x y z

z x z y

F z P X Y z f x y x y

x f x y y y f x y x

+ ≤

+∞ − +∞ −

−∞ −∞ −∞ −∞

= + ≤ =

= =

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

接下来是对变上限求导的应用，因为我们需要对 z 求导，且上限是 ( )z z xφ = − ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )d
x

x f t t f x xφ φ φ′ ′   =∫ ，所以，这里运用起来就是： 

( ) ( ) ( )d , d , d
z x

Zf z x f x y y f x z x x
+∞ − +∞

−∞ −∞ −∞

′ 
 

= −


= ∫ ∫ ∫
 

这就是由基本原理推导出来的公式，因为有区分度，所以这个公式很重要。同时原理要熟知，推导

要快。
 

若 X、Y 相互独立，X 的边缘概率密度分别为 ( )Xf x ，Y 的边缘概率密度为 ( )Yf y ，则 X + Y 的密度

函数 ( )X Yf z+ 为： 

( ) ( ) ( )dX Y X Yf z f z y f y y
+∞

+ −∞
= −∫                             (3) 

或 

( ) ( ) ( )dX Y X Yf z f x f z x x
+∞

+ −∞
= −∫                             (4) 

这两个公式称 Xf 和 Yf 的卷积公式，记为 X Yf f∗ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )d dX Y X Y X Yf f f z y f y y f x f z x x
+∞ +∞

−∞ −∞
∗ = − = −∫ ∫  

使用上述四个公式求解 Z X Y= + 的概率密度 ( )zf z 的方法，叫做卷积公式法。 

3.1.2. 离散型 
定理 2 [3]设 ( ),ξ η 是二维离散型随机变量，它的分布列 ( ), ijP i j pξ η= = = ， 0,1,2,i = �， 0,1,2,j = �，

则ξ η+ 仍为离散型随机变量， 

( ) ( ) ,
0

,
n

i n i
i

P n P i n i pξ η ξ η −
=

+ = = = = − = ∑ , 0,1, 2,i = �  

若离散型随机变量 ξ 与η相互独立，它们的概率函数(分布列)分别为 ( ) kP k aξ = = ， 0,1,2,k = �；
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( ) kP k bη = = ， 0,1,2,k = �，则ξ η+ 的概率函数为： 

( )
0 0

n n

k n k k n k
k k

P n a b b aξ η − −
= =

+ = = =∑ ∑ , 0,1, 2,n = �  

例 3.1.1 若 X，Y 独立， ( ) kP X k a= = ， 0,1,2,k = �， ( ) kP X k b= = ， 0,1,2,k = �，求 Z X Y= + 的

概率函数。 

解 

( ) ( )

( )

( ) ( )

0

0

0 1 1 0

,

, 0,1, 2,

r

i
r

i

r r r

P Z r P X Y r

P X i Y r i

P X i P Y r i

a b a b a b r

=

=

−

= = + =

= = = −

= = = −

= + + + =

∑

∑
� �

 

3.2. 连续型随机变量 Z = X + Y 两种求法的比较 

对求两个随机变量之和的概率密度，一种办法是分布函数法，从定义出发解决问题；一种办法是卷

积公式法，直接用卷积公式解决问题。下面给出一道例题，用两种办法进行计算[4]。 

例 3.2.2  若 X、Y 独立，它们的概率密度都为 ( )
1,0 1

,
0,else

x
f x y

≤ ≤
= 


，求 Z X Y= + 的概率函数。 

1) 卷积公式法 

由于变量 X、Y 为连续型且 X 与 Y 独立，可选用上述公式(3) ( ) ( ) ( )dz X Yf z f x f z x x
+∞

−∞
= −∫ ，又因二 

者取值范围都为[0, 1]，故我们可以由 

0 1 0 1
0 1 1

x x
z x z x z

≤ ≤ ≤ ≤ 
⇒ ≤ − ≤ − ≤ ≤ 

 

又因 z 在不同范围时，积分的上下限取值也会随之改变， 
故当 0z < 或 2z > 时， ( ) 0zf z = ； 

当 0 1z≤ < 时， ( )
0

dz
z

xf zz = =∫ ； 

当1 2z≤ < 时， ( ) 1

1
d 2

zz xf zz
−

= = −∫ 。 

于是 ( )
,0 1;

2 ,1 2;
0,eles

z

z z
f z z z

≤ <
= − ≤ <

 .

 

2) 分布函数法 

因 X 和 Y 独立，它们的概率密度都为 ( )
1,0 1

,
0,else

x
f x y

≤ ≤
= 


，则二维随机变量 ( ),X Y 的概率密度为 

( ) ( ) ( ), X Yf x y f x f y= ，由此可得到 

( )
1,0 1,0 1

,
0,else

x y
f x y

≤ ≤ ≤ ≤
= 


 

则 ( ) ( ) ( ) ( ), d dZ
x y z

F z P Z z P X Y z f x y x y
+ ≤

= ≤ = + ≤ = ∫∫ 。 

当 0z < 时， ( ) 0ZF z = ； 
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当 0 1z≤ < 时， ( ) 1 1 1 2
0 0 1 0

11d d d
2

z z
Z z

F z x y z x x z
−

−
= + = − =∫ ∫ ∫ ∫ ； 

当1 2z≤ < 时， ( ) 1 1 1 1 1 2
0 0 1 0 0 1

11d d 1d d 1d d 2
2

z z x z
Z z z

F z x y x y x z x x z z
− − −

− −
= + = + − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ； 

当 2z ≥ 时， ( ) 1ZF z = 。 

因 ( ) ( )Z Zf z F z′= ， ( )
,0 1;

2 ,1 2;
0,eles

z

z z
f z z z

≤ <
= − ≤ <

 .

 

通过上面的例题，可以发现分布函数法是用定义去解题，而卷积公式正是由定义推导而来，故相对

于分布函数法来说，卷积公式的优点更多。若二维随机变量 ( ),X Y 不是服从的二维均匀分布[5]，那么在

这种情况下采用卷积公式解题才是最优秀的方法，一是由于 z 的取值更加方便得出，二是使用卷积公式

计算是使用的一重积分。 

4. 卷积公式的推广 

4.1. 推广的卷积公式 

求解概率密度常常出现在求解概率论的相关题型中，且在本科升学研究生的考试当中更是每年从不

缺席的题型，但其难度却比教材上的题型高出许多。学习者在解题的过程中，最喜欢用的方法是分布函

数法，这也是最基础的解法，但该方法解题过程耗费时间较长，且非常容易出错。而有些学习者还根据

常规的卷积公式去计算，但是有些题型，看似可以用卷积公式计算，你却会发现无论怎么去利用公式，

却得不出答案。故此一个新的解题方法应运而生，专门用来解决此类题型，这种方法比我们常用的卷积

公式法，适用的题型更多，更方便记忆，这种方法被叫做推广的卷积公式。 
设随机变量 ( ),X Y 的概率密度为 ( ),f x y ，令随机变量 ( ),Z g X Y= 。 

若
g
x
∂
∂

，
g
y
∂
∂

存在且连续，且
( ),

0
g x y

y
∂

>
∂

或
( ),

0
g x y

y
∂

<
∂

，则随机变量 Z 的概率密度为 

( ) ( )( ) ( ),
, , dz

h x z
f z f x h x z x

z
+∞

−∞

∂
= ⋅

∂∫  

若
g
x
∂
∂

，
g
y
∂
∂

存在且连续，且
( ),

0
g x y

x
∂

>
∂

或
( ),

0
g x y

x
∂

<
∂

，则随机变量 Z 的概率密度为 

( ) ( )( ) ( ),
, , dz

h y z
f z f h x z y y

z
+∞

−∞

∂
= ⋅

∂∫  

两个随机变量和、差、积、商的分布都是推广的卷积公式的特例，下面只给出其中两个的计算。 
1) 和( Z X Y= + )的分布：由 z x y= + 可得 y z x= − ，故 ( ) ( ) ( ), 1 d , dzf z f x z x x f x z x x

+∞ +∞

−∞ −∞
= − ⋅ = −∫ ∫ ；

或者由 z x y= + 可得 x z y= − ，故 ( ) ( ), dzf z f z y y y
+∞

−∞
= −∫ 。 

例 4.1.1 ( ),X Y 是二维随机变量，设其概率密度为 ( )
2e

0
,

,0
,

x y x
f x y

λλ − <
=


<


其他
， 0λ > ，求 2Z X Y= +  

的概率密度 ( )zf z 。 
解 由推广的卷积公式得， 

2z x y= + 可得 ( ), 2h x z z x= − ，则
( )2

1
z x

z
∂ −

=
∂

，于是 
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( ) ( ) ( ), 2 1 d , 2 dzf z f x z x x f x z x x
+∞ +∞

−∞ −∞
= − ⋅ = −∫ ∫  

由 0 2z x x< − < 可得

0

3 2

x
z zx

>



< <

。 

故 i) 当 0z ≤ 时， ( ) 0zf z = ； 

ii) 当 0z > 时， ( ) 2 3 22

3

e ee dz
x z

z

zz

f z x
λ λ

λλ λ− − − 
−  


=


=∫  

于是， ( )
3 2e e

, 0

0, 0

z z

zf z z

z

λ λ

λ
− −  

−   = >  
 ≤

 

2) 商( XZ
Y

= )的分布：由可得 y xz= ，故 ( ) ( ), dzf z f x xz x x
+∞

−∞
= ⋅∫ 。 

例 4.1.2 设两个随机变量 X、Y 分布相同且独立，都具有相同的概率密度为 ( ) 2

1000 , 1000,

0, .

x
f x x

 >= 
 其它

求

XZ
Y

= 的概率密度 ( )zf z 。 

解 因为随机变量 X 与 Y 相互独立，则 

( ) ( ) 2 2

1000000( , ) , 1000, 1000XY X Yf x y f x f y x y
x y

= = > >  

由推广的卷积公式得，由
yz
x

= 可得 y xz= ，故 ( ) ( ), dzf z f x xz x x
+∞

−∞
= ⋅∫ 。 

由 1000x > ， 1000xz > ，得

1000,
1000 .

x

x
z

>



>

 

故 i) 当 0z ≤ 时， ( ) 0zf z = ； 

ii) 当 0 1z< ≤ 时， ( ) 3 2
1000

1000000 1d
2

zzf z x
x z

+∞
= =∫  

iii) 当 1z > 时， ( ) 3 2 21000

1000000 1d
2zf z x

x z z
+∞

= =∫  

于是 ( )

2

0, 0;
1 ,0 1;
2
1 , 1.

2

z

z

zf z

z
z

≤

 < ≤= 

 >


 

4.2. 三重卷积公式及其应用 

利用卷积公式代入问题中，能够快速、简便的求出两个随机变量代数运算后的概率密度，但其实卷

积公式也能应用到求解三个随机变量之和，且同样好用。求三个随机变量之和的概率密度一般是用定义

来求解，但面临着计算复杂，且易出错的问题，故此由求解两个随机变量之和的概率密度的方法推出三

重卷积公式，方便学习者学习。 
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定理 3 设 1 2 3, ,X X X 三个随机变量的联合概率密度函数为 ( )1 2 3, ,f x x x ，则 1 2 3Z X X X= + + 的概率密 

度函数为 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , d dzf z f x x z x x x x
+∞ +∞

−∞ −∞
= − −∫ ∫  [6]。 

证明 

( ) { } { }
( )

( )

1 2 3

2 2 1

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , d d d

, , d d d

Z

x x x z

x x z x

F z p Z z p X X X z

f x x x x x x

f x x x x x x

+ + ≤
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+ ≤ −

= ≤ = + + ≤

=

 
=   

 

∫∫∫

∫ ∫

 

( ) ( )
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( )( )
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2 3 1

1 2

1 2 3 2 3

1

1 2 3 2 3

1

1 2 1 2 1 2
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d

d , , d d
d

d

, , d d

x x z x
Z Z

z x x

f x x x x x

f z F z x
z

f x x x x x
x

z

f x x z x x x x

+∞ + ≤ −

−∞

+∞ − −

+∞ −∞ −∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

 
  
 ′= =

=

= − −

∫∫
∫

∫ ∫
∫

∫ ∫

 

则 1 2 3Z X X X= + + 的概率密度函数为 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , d dzf z f x x z x x x x
+∞ +∞

−∞ −∞
= − −∫ ∫ 。 

当三个随机变量 1 2 3, ,X X X 两两独立时，且 ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 3, ,X X Xf x f x f x 分别是 1 2 3, ,X X X 的概率密度函 

数，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , d d d dz X X Xf z f x x z x x x x f x f x f z x x x x

+∞ +∞+∞

−∞ −∞

+∞

−∞ −∞
= − − ⋅ −= −∫∫ ∫ ∫ 。

 

例 4.2.1 设随机变量 1 2 3, ,x x x 分布相同且独立，及三个随机变量概率密度都为 ( )
22e , 0

0, 0

x x
f x

x

− >
= 

≤
， 

求 1 2 3z x x x= + + 的概率密度 ( )zf z 。 
解 直接由三重卷积公式得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 21 2

1

1 1 2 2 3 1 2 1 2

22 2
1 2 1 2 2 10 0

2
1 1 2 1 2 20 0

5 2

d d

2 e 2 e 2 e d d , 0

0, 0

8e d d , 0

0, 0

e , 0
15

0, 0

z

z z x z x xx x

z z xz

z

f z f x f x f z x x x x

x x z x x x x z

z

x x x z x x x z

z

z z

z

+∞ +∞

−∞ −∞

− − − −− −

−−

−

= − −

  ⋅ ⋅ − − >   = 
 ≤
 − − >= 

≤
 ⋅

>= 
 ≤

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫  

5. 结论 

卷积是学习者学习了高等数学之后新接触的一种运算，涉及到积分、级数，看起来比较复杂。本文

通过对卷积的定义以及连续型和离散型二维随机变量卷积公式加以总结可以加深对卷积公式的理解，使

得学习者对卷积公式的印象不再单一、片面，而是一个有历史、有发展的全面、整体的印象。经过对比

卷积公式法和分布函数法两种方法，进一步加深学习者对两种计算方法的了解，在做题时能快速根据题

型选择最适合的方法。且推广了卷积公式得到两个随机变量四则运算和三个随机变量之和的公式，得到

了求解概率密度时新的方法，在求解一些复杂、生僻题型时能够快速找到方法、得出答案，比求解概率
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密度传统的分布函数法和卷积公式法更加简便和快捷，使得卷积公式在解决数学问题方面有了更多的应

用。 
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