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摘  要 

本文研究了带有旋转效应的分数阶Navier-Stokes方程在给定周期外力作用下周期mild解的存在唯一性，

并且建立了Besov空间中分数阶热半群的线性估计。首先，给出符号及函数空间的定义。其次，采用分

数阶热半群的 p qL L− 估计，分别对分数阶不可压缩Navier-Stokes-Coriolis方程的线性项及非线性项进

行了估计。最后证明了给定一个具有周期ω的外力f，分数阶不可压缩Navier-Stokes-Coriolis方程周期

mild解是唯一存在的，且周期也为ω。 
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Abstract 
In this paper, we study the existence and uniqueness of periodic mild solution for fractional in-
compressible Navier-Stokes equations in the rotational framework and establish the linear esti-
mation of fractional heat semigroups in Besov space. Firstly, the definition of symbol and function 
space is given. Secondly, the linear and nonlinear terms of the fractional incompressible Navi-
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er-Stokes-Coriolis equations were estimated by using the p qL L−  estimates of fractional heat semi-
groups. Finally, we proved that given an external force with periodic ω, the periodic mild solution of 
the fractional incompressible Navier-Stokes-Coriolis equation is uniqueness and its period is also ω. 
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1. 引言 

考虑分数阶不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程 

( ) ( )3 ,

div 0,

u u e u u u p f
t

u

α∂ + −∆ +Ω × + ⋅∇ +∇ =
∂

 =

                        (1.1) 

的周期解。其中，向量函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,u u x t u x t u x t u x t= = 表示流体在点 ( ) 3,x t ×∈� �的未知速度，

标量函数 ( ),p p x t= 是流体在 ( ) 3,x t ×∈� �的未知压力。Ω∈�是围绕垂直单位向量 ( )3 0,0,1e = 的旋转

速度。 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,f f x t f x t f x t f x t= = 表示给定具有时间周期ω 的外力，
3 2

1 xii=∆ = ∂∑ 是关于空间

变量 x 的 Laplacian 微分算子。设 0α > ，分数阶 Laplacian 微分算子 ( )α−∆ 通过 Fourier 变换定义为： 

( )( )( ) ( )2, ,u t u tαα ξ ξ ξ−∆ =  . 

不可压缩 Navier-Stokes 方程在气象学、海洋学和地球物理学等众多领域中有着广泛的应用。由于地

球自转对空气流及海洋流产生着旋转效应与周期效应，因此研究带有旋转效应的不可压缩 Navier-Stokes
方程周期解的适定性问题具有一定的理论意义。 

当 1α = 时，(1.1)式为经典的不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程。Hieber, M.和 Shibata, Y.在文献[1] 

中证明了初值为 0u 的
1
2Hσ 空间范数充分小时，不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程初值问题存在唯一的整 

体 mild 解。Zhao, H.和 Wang, Y. X.在文献[2]中证明了对于一类特殊大初值 ( ) ( ) ( )0 01 02u x u x u x= + ，不可

压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程初值问题整体解的存在性，其中 01 0u∇⋅ = 而 ( )02u x 满足其它更多条件。

Wang, W. H.和 Wu, G.在文献[3]中证明了空间 1 2α− 中三维不可压缩广义 Navier-Stokes-Coriolis 方程解的 

整体适定性，其中
1 1
2

α≤ ≤ 。Iwabuchi, T.和 Takada, R.在文献[4]中证明了当Ω足够大时，具有时间周期 

外力 Navier-Stokes-Coriolis 方程的周期解。 
当 0α > 时，(1.1)式为分数阶不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程。Ding, Y.和 Sun, X. C.在文献[5]中

证明了分数阶不可压缩Navier-Stokes-Coriolis方程的色散效应和解的局部适定性。Kiahimoto, N.和Yoneda, 
T.在文献[6]中研究了 Ω足够大时在周期坐标系内三维旋转流体方程整体解的存在性。Wang, W. H.和 Wu, 
G. [7]证明了在空间 1 2 3

,
n

b rFB − +� α 中分数阶随机不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程解的全局存在性， 

其中 2 b≤ ≤ ∞，
2 5 1
3 3 b

α< < − ，1 r≤ ≤ ∞。 
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根据 Duhamel 定理，(1.1)式等价于下列积分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d d
t t

u t T t f T t u uτ τ τ τ τ τ τΩ Ω−∞ −∞
 = − − − ⋅∇ ∫ ∫   ,                (IP) 

其中， ( )( )1 , 3ij i jR R i jδ= + ≤ ≤ 为散度自由向量域上的 Helmholtz 投影，(IP)中的 ( )TΩ ⋅ 为(1.1)式的线性

方程的解半群： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 21 3 3ˆ ˆcos e sin et tT t u t Iu t R u
α αξ ξξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

− −−
Ω

    
= Ω + Ω            
 ,  

其中 t∈， div 0u = 。I 表示单位矩阵， ( )R ξ 为 Riesz 变换：� ( ) ( )ˆ: iRf fξξ ξ
ξ

= 。 

本文考虑了分数阶不可压缩 Navier-Stokes-Coriolis 方程的周期性解。主要结论为： 

定理 1.1 设 0s > ，1 2p< ≤ ，
3 1
4

α< ≤ ， 2 3r≤ < ，
122
5

q≤ ≤ ，并且 ( ) ( ), 2, 2r q ≠ ，且 

1 1 2
3 3
s

p r
+ > + , 1 1 1 1

2 6l q
≤ < + .                             (1.2) 

存在正常数 ( ), , , ,r q s p lς ς= ， ( ), , , ,K K r q s p l= 及ω ，使得 ( )( ) ( )( )3 3
,2; ;s l

pf BC B BC L−∀ ∈ �� � ∩ � � ，对

t∀ ∈�， ( ) ( )f t f t ω= + 且 

( ) ( )
,2

sup sups l
pB Lt t

f t f t−
∈ ∈

+ ≤�
� �

ς ,  

(1.1)式存在唯一的周期 mild 解 ,r q
Ku X∈ ，并且 ( ) ( )u t u t ω= + ，其中 

( )( ) ( )( ){ },
, 3 1, 3: ; ; r q

r q r q
K XX u BC L BC W u K= ∈ ≤�� � ∩ � �σ , 

( ) ( ), : sup supr q r qX L Lt t
u u t u t

∈ ∈
= + ∇

� �
. 

注记 1.2 Kozono, H.和 Nakao, M.在文献[8]中证明了三维不可压缩 Navier-Stokes 方程在条件 2 3r< < ，

3 3
2

q< < ， 0s > ， { }1 min ,p r q< < 及
1 1 2

3 3
s

p r
+ > + ，

1 1 1 1
3q l q

≤ < + 下存在唯一的周期解。Iwabuchi, T. 

和 Takada, R.在文献[4]中证明了外力满足与参数 Ω 相关的尺寸条件下不可压缩 Navier-Stoke-Coriolis 方程

周期解的存在性。受以上两篇文献启发，本文定理 1.1 将结论推广至分数阶不可压缩 Navier-Stoke-Coriolis 

方程，其中
3 1
4

α< ≤ 。 

2. 预备知识 

首先给出符号说明及相关函数空间的定义。 

( )3
0,C σ
∞ � 表示具有紧支集的所有实值 C∞ 向量函数 ( )1 2 3, ,φ φ φ φ= 的集合，且 div 0φ = 。 ( )3rLσ  为

( )3
0,C σ
∞ � 关于范数 rL⋅ 的闭包，其中1 r< < ∞。 ( )3rL  表示 3 上 r 次 Lebesgue 可积函数空间， ( )1, 3rW� 

 
表示齐次 Sobolev 空间。 ( )3rLσ

′ � 表示为 ( )3rLσ � 的对偶空间，1 r< < ∞，
1 1 1
r r
+ =

′
。 

其次介绍 Littlewood-Paley 分解.设 ( )3S 为 Schwartz 函数空间， ( )3′ S 为缓增广义函数空间.设

( )3ϕ ∈ S 为径向函数，且 ϕ̂ 满足下列性质 

{ }3 1ˆ :su 2 2p :pϕ ξ ξ−⊂ = ∈ < < ; ( )ˆ 2 1j

j
ϕ ξ−

∈

=∑


, { }3 \ 0ξ∀ ∈ . 
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令 ( ) ( )3: 2 2j j
j x xϕ ϕ= ，定义频率局部化算子 j∆ 为 

:j jf fϕ∆ = ∗ , j∀ ∈ , ( )3f ′∈ S . 

令 ( ) ( )3 3 3:  ′=  
�   S S  ，其中 3   为定义在 3 上的全体多项式所构成的线性空间。 

设 s∈，1 p≤ ， q ≤ ∞，则齐次 Besov 空间 ( )3
,

s
p qB� � 定义为 

( ) ( ){ }3
,

3 : s
p qBf f∈ < ∞� �

� �S , 

其中 

( )
( )

( )

1

3

3
,

3

2 , 1 ,

sup 2 , .

q

p

s
p q

p

qsqj
j L

j
B

sj
j Lj

f q
f

f q

∈

∈

  ∆ ≤ < ∞ =  
 ∆ = ∞

∑ �
�� �

��

 

3. 非线性估计 

对(IP)中的非线性项进行估计。设 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), d
t

N u v t T t u uτ τ τ τΩ−∞
 = − ⋅∇ ∫  .                       (3.1) 

Hieber, M.和 Shibata, Y.在文献[1]中给出了热半群TΩ 的
p qL L− 估计。在此基础上，Liu, J.和 Sun, X. C. 

[9]及 Miao, C. X.，Yuan, B. Q.，Zhang, B.在文献[10]中给出了分数阶热半群TΩ 的
p qL L− 估计。 

引理 3.1 [9]设 0 11 2p p< ≤ ≤ < ∞，且 ( ) { }( )3
1 2 3, , 0β β β β= ∈ ∪ ，则存在正常数 ( )0 1, , ,C C p pα β= ，

使得 0t∀ > ， 0α > 及 ( )0 3pf L∈  ，有 

( ) 0 1
01

3 1 1
2 2

pp
p p

x LL
T t f Ct f

β
α αβ

 
− − −  

 
Ω∂ ≤ .                           (3.2) 

引理 3.2 [10]设 0 11 2p p< ≤ ≤ < ∞，且 0s > ，则存在正常数 ( )0 1, , ,C C p p sα= ，使得 0t∀ > ， 0α > 及

( )0 3pf L∈  ，有 

( ) ( ) 0 1
0

1

3 1 1
2 22 p

p

ss
p p

L
L

T t f Ct fα α
 

− − −  
 

Ω−∆ ≤ .                         (3.3) 

引理 3.3 设
3 1
4

α< ≤ ， 2 3r≤ < ，
122
5

q≤ ≤ ，并且 ( ) ( ), 2, 2r q ≠ 。对 

( )( ) ( )( )3 1, 3, ; ;r qu v BC L BC Wσ∀ ∈ �� � ∩ � � ， ( ), 0C C q r∀ = > ，使得 

( ) ( )( ) ( )( )3 1, 3, ; ;r qN u v BC L BC Wσ∈ �� � ∩ � � ，且 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }sup , sup sup supr r r qL L L Lt t t t
N u v t C u t v t v t

∈ ∈ ∈ ∈
≤ + ∇

� � � �
,                 (3.4) 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }sup , sup sup supq q r qL L L Lt t t t
N u v t C v t u t u t

∈ ∈ ∈ ∈
∇ ≤ ∇ + ∇

� � � �
.               (3.5) 

证明：将 ( )( ),N u v t 分为两个部分 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , ,N u v t N u v t N u v t= + , 
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其中 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 , d

t
N u v t T t u uτ τ τ τ

−

Ω−∞
 = − ⋅∇ ∫  , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 1
, d

t

t
N u v t T t u uτ τ τ τΩ−

 = − ⋅∇ ∫  . 

首先证明(3.4)式。 

( )( )1 ,N u v t 的估计：由于
31

2 2
r

≤ < ， 3
2
r ′ < ≤ ∞ 

 
，

3 2
2

r′< ≤ ，
2
r
与

2
r ′ 

 
 

，r 与 r′分别为共轭关系，

( )3
0,C σφ ∞∈ � 。由引理 3.1 及 Hölder 不等式可得 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1
1

1

1 3 1 11
2 2 2

1 3
2 2

1

, , , d

d

d

sup sup d

sup sup

r r

r r r

rr r

rr r

t

t

LL

t
r r L L L

r
LL Lt t

LL Lt t

N u v t u T t v

T t u v

C t u v

C u t v t

C u t v t

α α

α α

φ τ τ φ τ τ

τ φ τ τ τ

τ φ τ τ τ

φ τ τ

φ

′ 
 
 

′ ′

′

′

−

Ω−∞

−

Ω−∞

 
−  − − −

′ 
 −∞

− −∞

∈ ∈

∈ ∈

= ⋅∇ −

≤ ∇ − ⊗

≤ −

≤

≤

∫

∫

∫

∫
� �

� �

 

由对偶性可得 

( )( ) ( ) ( )1 , sup supr r rL L Lt t
N u v t C u t v t

∈ ∈
≤

� �
.                        (3.6) 

( )( )2 ,N u v t 的估计：对 t∀ ∈，
41
3

k< < ， 

1 1 1
k r q
= + ,                                     (3.7) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1

3 1 1
2

1

3
2

1

3
1 2
0

, d

d

d

sup sup d

sup sup

r r

k

r q

r q

r q

t

L t L

t
k r

t L

t
q

L Lt

q
L Lt t

L Lt t

N u v t T t u v

C t u v

C t u v

C u t v t

C u t v t

α

α

α

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

Ω−

 − − 
 

−

−

−

−

∈ ∈

∈ ∈

 ≤ − ⋅∇ 

≤ − ⋅∇

≤ − ∇

≤ ∇

≤ ∇

∫

∫

∫

∫
� �

� �



                  (3.8) 

故由(3.6)式和(3.8)式可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }sup sup supr r r qL L L Lt t t
N u v t C u t v t v t

∈ ∈ ∈
≤ + ∇,

  
. 

其次，证明(3.5)式。 

( )( )1 ,N u v t∇ 的估计：由(3.7)式，引理 3.1 及 Hölder 不等式可得 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 3 1 11
2 2

1 31
2 2

1 3
2 2

1

, d

d

d

sup sup d

sup sup

q q

k

qr

r q

r q

t

L L

t
k q

L

t
r

LL

r
L Lt t

L Lt t

N u v t T t u v

C t u v

C t u v

C u t v t

C u t v t

α α

α α

α α

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

−

Ω−∞

 − − − − 
 

−∞

− − −

−∞

− −∞

∈ ∈

∈ ∈

 ∇ ≤ ∇ − ⋅∇ 

≤ − ⋅∇

≤ − ∇

≤ ∇

≤ ∇

∫

∫

∫

∫
� �

� �



                 (3.9) 

( )( )2 ,N u v t∇ 的估计：引入参数 q∗和 l， 122
5

q≤ ≤ ，
3 2
2

l≤ ≤ ，
1 1 1

3qq∗ = − ，
1 1 1
l qq∗= + 。 

根据嵌入关系 ( )1, 3qW� � ↪ ( )3qL
∗
 和引理 3.1 可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1

1 3 1 1
2 2

1

1 3
2 2

1

3
2

1

3
1 2
0

, d

d

d

d

sup sup d

sup sup

q q

l

q q

q q

q q

q q

t

L t L

t
l q

t L

t
q

Lt L

t
q

Lt L

q
L Lt t

L Lt t

N u v t T t u v

C t u v

C t u v

C t u v

C u t v t

C u t v t

α α

α α

α

α

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

∗ ∗

Ω−

 
− − − 

 
−

− −

−

−

−

−

∈ ∈

∈ ∈

 ∇ ≤ ∇ − ⋅∇ 

≤ − ⋅∇

≤ − ∇

≤ − ∇ ∇

≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇

∫

∫

∫

∫

∫
� �

� �



               (3.10) 

故由(3.9)式和(3.10)式可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }sup , sup sup supr q q qL L L Lt t t t
N u v t C v t u t u t

∈ ∈ ∈ ∈
∇ ≤ ∇ + ∇

� � � �
. 

4. 线性估计 

对(IP)中的线性项进行估计。设 

( ) ( ) ( )dt
F t T t fτ τ τΩ−∞

= −∫  . 

Kozono, H.，Ogawa, T.和 Taniuchi, Y. [11]在齐次 Besov 空间中对热半群 Δe t 做估计。Miao, C. X.，Yuan, 
B. Q.和 Zhang, B. [10]对分数阶的热半群 ( )Δe t α− −

做了 p qL L− 的估计。Sun, X. C.和 Ding, Y. [12]推广到齐次

Besov 空间。 
引理 4.1 [12]设 0 1s s−∞ < ≤ < ∞，1 p q≤ ≤ ≤ ∞，则存在正常数 ( )0 1,C C s s= ，使得对 0t∀ > ， 0α >

及 ( )0 3
,

s
p qf B∈ � � ，有 

( ) ( )1 0

0,1,

1
2e s

p qs
p q

s st
B

B
f Ct f

α
α

− −− −∆ ≤ �
�

. 

引理 4.2 设 0 1s s−∞ < ≤ < ∞， 0 11 p p≤ ≤ ≤ ∞，1 q≤ ≤ ∞，则存在正常数 ( )0 1 0 1, , ,C C s s p p= ，使得

0t∀ > ， 0α > 及 ( )0 3
,

s
p qf B∈ � � ，有 
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( ) ( )1 0
0 1

0
1 ,0,1

1 3 1 1
2 2e s

s p q
p q

s s
p pt

B
B

f Ct f
α α α

 
− − − −  − −∆  ≤ �

�
. 

证明：设 ( ) ( )Δe t
tG x

α− −= ，记 ( ) ( )Δe t
tG x f f

α− −∗ = 。 

令 ( )
( )Δ

2e
t

tG x
α− −

′ = ，则 ( ) ( )
( ) ( )Δ

2 2e e
t t

t tG x G x f f
α α− −∆ − −

′ ′∗ ∗ = 。 

下证 
( )1 0

0 1 01
01

1 3 1 1
2 22 2 pp

s s
p p s js j

j t t jL L
G G a Ct aα αϕ ϕ

 
− − − −  

 ′ ′∗ ∗ ∗ ≤ ∗ , 

� { }1 1;su 2pp 2n j j
jϕ ξ ξ− += ∈ ≤ ≤� ，存在正常数 ( )0 1,C C s s= ， j∈，1 P< ≤ ∞。 

有 �
j t t j t j tG G f G G aϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ，�

1 1j j j jϕ ϕ ϕ ϕ− += + + 。 

( ) � ( )

( ) � ( ) ( )
( ) ( )

01
1

1

0
1

1 1

1 0 0
1

2 2

2 2

1
2

2 2 2

2 2

2

p
p

p

p

s s
s js j s j

j t t j t j tL
L

s s
s js j

j t j t L
L L

s s s j
j t L

G G a G G a

G G a

Ct G aα

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

′ ′
−′

′ ′
−′

− −

′ ′ ′ ′∗ ∗ ∗ = −∆ ∗ −∆ ∗ ∗ ∗

′ ′≤ −∆ −∆ ∗ ∗

′≤ ∗ ∗

 

其中 1 0s s s′ = − ， ( ) �
1

2 2
s

s j
j

L

Cϕ
′

− ′−−∆ = ， ( )
( )1 0

1

1
22

s s s

t
L

G Ct α
′ − −

′−∆ = 。 

再根据引理 3.1 可得 

0 1
01

3 1 1
2

pp
p p

j t jL L
G a Ct aαϕ ϕ

 
− −  

 ′∗ ∗ ≤ ∗ , 

可得 
( )1 0

0 1 01
01

1 3 1 1
2 22 2 pp

s s
p p s js j

j t t jL L
G G a Ct aα αϕ ϕ

 
− − − −  

 ′ ′∗ ∗ ∗ ≤ ∗ . 

引理 4.3 设
3 1
4

α≤ ≤ ， 2 3r≤ < ， 2 3q≤ < ，并且 ( ) ( ), 2, 2r q ≠ 。指标 s, p, l 满足 

0s > , 1 2p< ≤ , 1 1 2
3 3
s

p r
+ > + , 1 1 1 1

2 6l q
≤ < + .                     (4.1) 

对 ( )( ) ( )( )3 3
,2; ;s l

pf BC B BC L−∀ ∈ �� � ∩ � � ，使得 ( )( ) ( )( )3 1, 3; ;r qF BC L BC Wσ∈ �� � ∩ � � ，并存在正常数

( ), , , ,C C r q s p l= 有 

( ) ( ) ( )
,2

sup sup supr s l
pL B Lt t t

F t C f t f t−
∈ ∈ ∈

 ≤ + 
 �

� � �
,                      (4.2) 

( ) ( ) ( )
,2

sup sup supq s l
pL B Lt t t

F t C f t f t−
∈ ∈ ∈

 ∇ ≤ + 
 �

� � �
.                     (4.3) 

证明：将 ( )F t 分为两个部分 
( ) ( ) ( )1 2F t F t F t= + , 

其中 

( ) ( ) ( )1
1 d

t
F t T t fτ τ τ

−

Ω−∞
= −∫  , 

( ) ( ) ( )2 1
d

t

t
F t T t fτ τ τΩ−

= −∫  . 
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首先估计(4.2)式。 

( )1F t 的估计：1 2p< ≤ ，2 3r≤ < 。由引理 4.3，Plancherel 定理及参考文献[13]连续嵌入关系 ( )3pL 
↪ ( )0 3

,2pB� � ( )1 2p< ≤ 和 ( )0 3
,2pB� � ↪ ( )3pL  ( )2 p <≤ ∞ 。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2,2

,2

3 1 1
1 2 2

1

3 1 1
1 2 2 2

3 1 1
1 2 2 2 4

3 1 1 3 1 1
1 2 2 2 2 2

d
2

e d

e d

d

sup

r

s

s
p

t r
L

L

t
t r

L

s t
t r

B

s
t r p

B

t

tF t t T f

C t f

C t f

C t f

C

−

−

 − − −  
Ω−∞

  −− − ∆ −  
−∞

  −− − − ∆ −  
−∞

  − − − − −  −    
−∞

∈

− ≤ − ∆ 
 

≤ −

≤ −

≤ −

≤

∫

∫

∫

∫

�

�







α

τ
α

τ
α α

α α α

ττ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

( )

( )
,2

,2

3 1 1
2 3

1
d

sup

s
p

s
p

s
p r

B

Bt

f t

C f t

−

−

 
− + − ∞  

∈
≤

∫�
�

�
�

ατ τ

                   (4.4) 

( )2F t 的估计：
3 2
2

l< ≤ ， 2 3r≤ < 。由引理 3.1 可得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

3 1 1
2

2 1

3 1 1
1 2
0

d

sup d

sup

lr

l

l

t l r
LL t

l r
Lt

Lt

F t C t f

C f t

C f t

α

α

τ τ τ

τ τ

 − − 
 

−

 − − 
 

∈

∈

≤ −

≤

≤

∫

∫




                        (4.5) 

故由(4.4)式和(4.5)式可证得 

( ) ( ) ( )
2

sup sup supr s l
pL B Lt t t

F t C f t f t−
∈ ∈ ∈

 ≤ + 
 �

� �,
. 

其次，证明(4.3)式。 

( )1F t∇ 的估计：1 2p< ≤ ， 2 3q≤ < 。由引理 3.1，引理 4.2，Plancherel 定理和(4.1)式可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2,2

3 1 1 1
1 2 2 2

1 Ω

3 1 1 1
1 2 2 2 2

3 1 1 1
1 2 2 2 2 4

3 1 1 1 3 1 1
1 2 2 2 2 2 2

d
2

e d

e d

q

s

t q
L

L

t τ
t q

L

s t τ
t q

B

s
t q p

t τF t C t T f

C t f

C t f

C t f

α α

α α

α α α

α α α α

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

τ

−

 
− − − −

 
−∞

  −− − −  ∆−
 

−∞

  −− − − −  ∆−
 

−∞

   
− − − − − −   −

   
−∞

− ∇ ≤ −  
 

≤ −

≤ −

≤ −

∫

∫

∫

∫

�







( )

( )

( )

,2

,2

,2

3 1 1 1
2 3

1

d

sup d

sup

s
p

s
p

s
p

B

s
p 3 q

Bt

Bt

C f t

C f t

α

τ τ

τ τ

−

−

−

 
− + + − ∞  

∈

∈

≤

≤

∫

�

�

�





                 (4.6) 
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( )2F t∇ 的估计：
3 2
2

l< ≤ ， 2 3q≤ < 。由引理 3.1 可得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

3 1 1 1
2 2

2 1

3 1 1 1
1 2 2
0

d

sup d

sup

q l

l

l

t l q
L Lt

l q
Lt

Lt

F t C t f

C f t

C f t

α α

α α

τ τ τ

τ τ

 
− − − 

 
−

 
− − − 

 

∈

∈

∇ ≤ −

≤

≤

∫

∫




                       (4.7) 

故由(4.6)式和(4.7)式可得 

( ) ( ) ( )
,2

sup sup supq s l
pL B Lt t t

F t C f t f t−
∈ ∈ ∈

 ∇ ≤ + 
 �

� �
. 

5. 证明定理 1.1 

设
3 1
4

α< ≤ ， 2 3r≤ < ，
122
5

q≤ ≤ ，并且 ( ) ( ), 2, 2r q ≠ 。定义 Banach 空间 ( ),
, , r q

r q
XX ⋅ 如下： 

( )( ) ( )( ), 3 1, 3: ; ;r q r qX BC L BC Wσ= �� � ∩ � � , 

( ) ( ), : sup supr q r qX L Lt t
u u t u t

∈ ∈
= + ∇

� �
. 

由迭代逼近方法构造时间周期 mild 解 

( ) ( ) ( )0 : d
t

v t T t fτ τ τΩ−∞
= −∫   , 

( ) ( ) ( )1 0: ,m m mv t v t N v v+ = − , { }0m∈ ∪ ,                       (5.1) 

其中， ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), d
t

N u v t T t u vτ τ τ τΩ−∞
 = − ⋅∇ ∫  。 

指标 s、p、l、α 满足(1.2)式，根据引理 4.3， ,
0

r qv X∈ ， ( )( ) ( )( )3 3
,2; ;s l

pf BC B BC L−∈ �� � ∩ � � ，存

在正常数 ( )1 , , , , ,C C r q s p l α= 使得 

( ) ( )

( ) ( )

,

,2

0

1

sup sup

sup sup

r q r q

s l
p

X L Lt t

B Lt t

v v t v t

C f t f t−

∈ ∈

∈ ∈

= + ∇

 ≤ + 
 

� �

�
� �

                        (5.2) 

又因 f 是给定周期为ω 的外力，则 ( )0v t 的周期也为ω 。根据归纳理论及引理 3.3 可得， { }0m∀ ∈ ∪ ，

( )mv t 属于 Banach 空间 ,r qX ，且周期也为ω . 
由(3.4)式和(3.5)式，存在正常数 ( )2 ,C C r q= 使得 

( )

( ) ( )

, , ,

,

, ,

1 0

2

0 2

2
0 2

,

sup sup

r q r q r q

r q r q

r q r q

m m mX X X

m mX L Lt t

mX X

v v N v v

v C v t v t

v C v

+

∈ ∈

≤ +

 ≤ + + 
 

= +

� �
                  (5.3) 

假设 

( ) ( )
,2

1 2

1sup sup
4s l

pB Lt t
f t f t

C C−
∈ ∈

+ <�
� �

.                          (5.4) 

那么由(5.2)式和(5.4)式可得 
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,0
2

1
4

r qXv
C

< . 

根据(5.3)式和归纳理论可得 

,

,
2 0

2

1 4

2
r q

r q
X

m X

C v
v K

C

−
≤ = ,                            (5.5) 

注意到 20 2 1C K< < .设 1m m mw v v −= − ， { }0m∈ ∪ ，并且 1 0v− =  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

1 1

1

, ,

, ,

m m m

m m m m

m m m m

w t v t v t

N v v t N v v t

N w v t N v w t

+ +

− −

−

= −

= − +

= − −

 

由引理 3.3 和(5.5)式可得 

( ) ( )

( )

( )

, , ,

, , , ,

,

,

1 1

2 1

2

1
2 0

, ,

2

2

r q r q r q

r q r q r q r q

r q

r q

m m m m mX X X

m m m mX X X X

m X

m
X

w N w v N v w

C w v v w

C K w

C K v

+ −

−

+

≤ +

≤ +

≤

≤ ⋅⋅⋅

≤

                    (5.6) 

设 ( ) ( )0
m

m iiv t w t
=

= ∑ ， 20 2 1C K< < 。(5.6)式为柯西列， ,r qX 为完备的赋范空间，故极限 v 属于空间
,r qX 可表示为 

lim mm
v v

→∞
= .                                    (5.7) 

从而极限 v 的周期与 f 的周期相同为ω 。 

( ) ( )
( ) ( )

,

, ,

,, , ,

,

2 2

2

, ,

, ,

2 0, ,

r q

r q r q

r qr q r q r q

r q

m m X

m m mX X

m m mXX X X

m X

N v v N v v

N v v v N v v v

C v v v C v v v

C K v v m

−

≤ − + −

≤ − + −

≤ − → →∞

                       (5.8) 

由(5.7)式和(5.8)式可证得极限 v 是满足方程(1.1)式的周期 mild 解，且 ,r qXv K≤ 。 
下证解的唯一性。 
设 v 属于 Banach 空间 ,r qX ， v 是满足方程(1.1)式的另一个周期 mild 解，且 ,r qXv K≤ 。 
由引理 3.3 和(5.5)式可得 

( ) ( ), ,, , 22r q r qr q r qX XX X
v v N v v v N v v v C K v v− ≤ − + − ≤ −, , , 

则 ( ) ,21 2 0r qXC K v v− − ≤ ， 20 2 1C K< < ，故 v v= 。即定理 1.1 证毕。 
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