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摘  要 

本文采用守恒型差分方法求解一类空间分数阶Buegers方程，其中时间方向和空间方向分别采用

Crank-Nicolson格式和有限差分法离散。实验结果表明，该方法在时间和空间上的收敛速度都为二阶。 
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Abstract 
This paper develops a conservative discretization for a space-fractional Burgers equation, in 
which the temporal Crank-Nicolson scheme and spacial finite difference method are used. Numer-
ical test shows that the convergence of this method is of order 2 in time and space. 
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1. 介绍 

近年来，由于分数阶导数的记忆性质，使分数阶微分方程对自然物理和动力系统过程的建模更加精

确，因而在工程、流体力学、物理、化学、金融等领域的应用越来越广泛。对于分数阶微分方程的求解，

虽然有一些方法可以得到它的解析解，但大多数情况下，这类方程的解析解难以求解，因此求分数阶微

分方程的数值解尤为重要。 
本文考虑下述空间分数阶 Burgers 方程 
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满足初边值条件 

( ) ( )0,0u x u x= , ( ) ( ), , 0u a t u b t= = ,                           (1.2) 

其中 , 0µ δ > ， 0 1α< < ， ( )0u x 为给定函数，α 阶 Caputo 分数阶导数 
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方程(1.1)可模拟充气管道中弱非线性声波的单向传播，其中分数阶导数反映了声波在通过充气管道

边界层时所产生的壁摩擦积累效应[1]。对于方程(1.1)，Sugimoto [1]和 Wu 等[2]分别使用有限差分法和谱

方法对此类方程进行了求解；杨和马[3]使用了 Chebyshev 配置法求解该方程，并给出了稳定性分析及误

差估计。 
本文构造一种守恒型差分法来求解空间分数阶 Burgers 方程的数值解，内容组织如下，第二节，引入

守恒型差分法；第三节，给出数值算例验证该方法的有效性；第四节，对本文进行总结。 

2. Burgers 方程的离散格式 

定义网格节点 jx jh a= + ， nt nτ= ， 0,1, ,j N= � ； 0,1, ,n L= � ，其中 ( )h b a N= − ， T Lτ = ，N，
L 为两个正整数。令 u 在 ( ),j nx t 处的精确值和近似值分别记为 n

ju 和 n
jU ，并记 ( ),j ju u x t= 。 

我们假定解 u 是光滑函数，u2满足 Lipschitz 条件 

( ) ( )2 2
1 2 1 2u u u uλ− ≤ − , 

在算法中取 h 满足 

2hλ β≤ ,                                     (2.1) 

其中
( )
( )

21
2
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， ( )xζ 是 Riemann zeta 函数。 

将在点 ( ),jx t 处方程(1.1)写成如下形式 
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对空间导数使用中心差商近似 
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对 Caputo 分数阶导数，采用一种二阶近似方法[4] 
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0kb > , 1 0k kb b +− > .                                 (2.6) 

将(2.3)~(2.5)代入(2.2)，时间方向使用 Crank-Nicolson 格式近似，得到 
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其中 ( )1 2 2n
j O hγ τ+ = + 为截断误差， 
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从而得到全离散格式 
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其中 ( )1 2
1 2

n
jF U+
+ ， ( )1 2

1 2
n
jG U+
− 由(2.8)和(2.9)定义得到。当 1

0 0 0n nU U+ = = ， 1 1
1 2 1 2

n n
j jF G+ +
+ += 表示在 1 2jx + 点的通量，

算法具有守恒结构[5]，这种守恒性可以帮助捕捉解的奇异位置。 

3. 数值实验 

本节提供两个算例，分别用于测试算法的收敛阶和解的奇异位置捕捉能力(表 1，表 2)。 
例 3.1 考虑右端带有原项 
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的方程(1.1)，初始条件为 ( )0 0u x = ， 1 2α = ， 0.01µ = ， 1δ = ，问题的解为 ( ) ( )2,u x t x x t= − 。 
下表中 ne 表示在 nx 处数值解与精确解的误差，结果表明算法时间和空间方向 2 阶收敛。 
 

Table 1. Error and order of convergence in spatial direction when L = 10,000 
表 1. 当 L = 10,000 时，空间方向上的误差及收敛阶 

N 40 80 160 320 640 1280 

( )max n
n e

∞
 1.859 × 10−4 4.658 × 10−5 1.165 × 10−5 2.912 × 10−6 7.284 × 10−7 1.825 × 10−8 

Conv.rate  1.998 2.000 2.000 1.999 1.998 

 
Table 2. Error and order of convergence in spatial direction when N = 8000 
表 2. 当 N = 8000 时，时间方向上的误差及收敛阶 

L 40 80 160 320 640 1280 

( )max n
n e

∞
 6.661 × 10−5 1.671 × 10−5 4.187 × 10−6 1.050 × 10−6 2.654 × 10−7 6.910 × 10−8 

Conv.rate  1.996 1.998 1.997 1.989 1.960 

 

   
Figure 1. Numerical solutions with singular solutions, 0.1δ =  (left) and 0.0δ =  (right) 
图 1. 带有“奇异解”情形数值解， 0.1δ =  (左)和 0.0δ =  (右) 

 
例 3.2 取 ( ) ( )0 sinu x x= − ， 1 2α = ， 0.01µ = ， a = −π， b = π， 12T = ， 0.1δ = 或 0δ = 。 
图 1 中横坐标 x 表示空间节点，纵坐标 U 表示数值解，每种线型表示某一特定时刻数值解随空间坐

标的变化情况。该图结果表明，我们的算法在求解“奇异解”问题时具有很好的效果。 

4. 结论 

本文研究了一类空间分数阶 Burgers 方程，当方程中的 µ 取值较小时，该方程具有一定的奇异性，

采用守恒型差分方法求解了此类带有奇异解的方程，并验证了该数值方法的有效性，得到时间和空间方
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向上的收敛速度都为 2 阶。 
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