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摘 要

具有 γ - 正性的多项式在组合学中是一类重要的研究对象，其不仅蕴含了单峰性以及对称性，它
的实根性在代数组合学中也有深远的研究意义。本文证明了仅包含 (偶，偶) - 下降对的 quasi-
Stirling 排列上的一类三元多项式具有局部 γ - 正性，并给出局部 γ - 系数的组合解释，从而推
广了 Eu 等人关于普通排列的相关结果。
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Abstract

Polynomials with γ-positivity are an important research object in combinatorics. They
not only contain unimodality and symmetry, but also have far-reaching research sig-
nificance in algebraic combinatorics. This paper proves that a class of ternary polyno-
mials that quasi-Stirling permutation only contains (even, even)-decreasing pairs has
local γ-positivity, and the combined explanation of local γ-coefficient is given, thus
extending the related results of Eu on ordinary permutation.
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1. 引言

设一般多重集 M = {1k1 , 2k2 , . . . , nkn}, 其中 ki 为数字 i 出现的次数, 且 ki > 1. 记 M 上的

全体排列 π = π1π2 . . . πK (K = k1 + k2 + · · · + kn) 构成的集合为 SM. 特别地, 当 M = [n] =

{1, 2, . . . , n} 时, 用 Sn 来表示. 若一个多重集M 上的排列 π 中不存在四个指标 i < j < k < l 使

得 πi = πk, πj = πl, πi ̸= πj , 则称其为 quasi − Stirling 排列 [1]. 我们用 QM 表示 M 上全体

quasi-Stirling 排列构成的集合. 如M = {12, 22}, 则 QM = {1122, 2211, 1221, 2112}.

对于给定排列 π, 定义指标 i 为下降位 (上升位, 平原位, 双下降位), 若满足 πi > πi+1

(πi < πi+1, πi = πi+1, πi−1 > πi > πi+1), 其中 i ∈ [K], π0 = πK+1 = 0. 记 π 的下降位 (上升位, 平
原位, 双下降位) 的个数为 des(π) (asc(π), plat(π), ddes(π)).

设 f(x) =
n∑

k=0

fkx
k 是一个度数为 n 的实系数单变量多项式, 若对于任意 i = 0, 1, . . . , n, 有

fi = fn−i, 则称 f(x) =
n∑

k=0

fkx
k 为回文的. 对于非负系数回文多项式 f(x), 我们称其具有 γ - 正性,

如果其具有如下展式:

f(x) =

⌊n
2 ⌋∑

k=0

γkx
k(1 + x)n−2k,
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其中 γk > 0. 一个二元多项式 g(x, y) 称其具有齐次 γ - 正性, 若其可以展开为:

g(x, y) =

⌊n
2 ⌋∑

k=0

γk(xy)
k(x+ y)n−2k,

其中 γk > 0. 称一个三元多项式 p(x, y, z) =
∑

i si(x, y)z
i 具有局部 γ - 正性, 如果每一个 si(x, y)

都具有齐次 γ - 正性. 关于 γ - 正性的一个经典的结论是 Foata 和 Schützenberger [2] 给出的欧拉
多项式具有 γ - 正性. 受 Eu 等人 [3] 给出 [n] 上限制下降对排列的 γ - 正性研究的启发, 本文将其
结论推广至一般多重集上的 quasi-Stirling 排列.

2. Quasi-Stirling 排列对应的标号树

Yan 等人 [4] 引入了一类新的有序标号树, 并建立了标号树与 quasi-Stirling 排列之间的双射 ϕ.
这样的标号树满足如下要求:

1. 树上的顶点标号取自于 {0} ∪M;

2. 根节点标为 0;

3. 定义点 v 到根节点的距离为点 v 的层数. 对于一个奇数层标号为 i 的顶点 v, 其恰好有 ki − 1

个孩子, 并且每个孩子标号与 v 相同.

Figure 1. Labeled tree T ∈ TM
where M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}

图 1. 标号树 T ∈ TM, 其中
M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}

设 TM 为满足上述条件的有序标号树的集合. 图 1是一棵有序标号树 T ∈ TM, 其中
M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}.

对于排列 π, 它的最左端 (最右端) 用 first(π) (last(π)) 表示. 类似地, 对于一个标号树 T , 我们
用 first(T ) (last(T )) 表示根的最左端 (最右端) 的孩子. 下面我们来介绍这个双射 ϕ. 如果 T 仅有

一个顶点, 令 ϕ(T ) = ϵ, 其中 ϵ 表示空排列. 否则, 假设 first(T ) = r.

1. 当根的最左端孩子为叶子时. 设 T0 为将 T 去除掉以它的最左端孩子为根的子树所得到的树.
定义 ϕ(T ) = rϕ(T0).
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2. 当根的最左端孩子有 k个孩子. 对于 1 6 i 6 k,设 Ti为根的最左端孩子的第 i个孩子为根的子

树. 用 T ′
i 表示将 Ti 的根标号为 0所得到的树. 设 T0 为将 T 去除掉所有的子树 T1, T2, . . . , Tk

以及所有标号为 r的顶点和关联的边所得到的树. 定义 ϕ(T ) = rϕ(T ′
1)rϕ(T

′
2) . . . rϕ(T

′
k)r ϕ(T0).

例如, 对于图 1的树 T , 有 ϕ(T ) = 2275164553.

对于一个排列 π = π1π2 . . . πK ,令 πK+1 = π1, π0 = πK . 定义 πi为 π的循环下降 (循环上升,循
环平原, 双循环下降, 双循环上升, 循环峰, 循环谷), 若满足 πi > πi+1 (πi < πi+1, πi−1 > πi > πi+1,
πi−1 < πi < πi+1, πi−1 < πi > πi+1, πi−1 > πi < πi+1), 其中 i ∈ [K]. 记 π 上循环下降 (循环
上升, 双循环下降, 双循环上升, 循环峰, 循环谷) 的个数为 cdes(π) (casc(π), dcdes(π), dcasc(π),
cpeak(π), cval(π)). 记 π 中循环下降构成的集合为 CDES(π).

对于标号树 T ∈ TM, 设 T 的一个顶点 u 标号为 v0, 假设点 u 的孩子标号从左到右依次

为 v1, v2, . . . , vl. 点 u 的循环下降数 cdes(u) (循环上升数 casc(u)) 定义为 cdes(v0v1v2 . . . vl)
(casc(v0v1v2 . . . vl)). 树 T 的循环下降数以及循环上升数分别定义为 cdes(T ) :=

∑
u∈V (T )

cdes(u),

casc(T ) :=
∑

u∈V (T )

casc(u), 其中 V (T ) 表示 T 的点集.

设点 u 为树 T 的奇数层顶点, 它的父节点 v 的标号为 v0. 设点 v 的孩子的标号从左到右依次

为 v1, v2, . . . , vl, u 的标号为 vi. 该奇数层顶点 u 是树 T 的一个双循环下降点 (双循环上升点, 循
环峰点, 循环谷点), 若 vi 为序列 v0v1v2 . . . vl 的双循环下降 (双循环上升, 循环峰, 循环谷).

设标号为 v0 的点 u 为树 T 的偶数层顶点, 它的孩子标号从左到右依次为 v1, v2, . . . , vl. 点 u

是树 T 的一个双循环下降点 (双循环上升点, 循环峰点, 循环谷点), 若 v0 为序列 v0v1v2 . . . vl 的双

循环下降 (双循环上升, 循环峰, 循环谷). 分别用 dcdes(T ) (dasc(T ), cpeak(T ), cval(T )) 来表示树
T 的双循环下降点 (双循环上升点, 循环峰点, 循环谷点) 的数目, 并用 eleaf(T ) 表示偶层叶子数, 用
eeleaf(T ) 表示偶数层偶叶子数. 若 u 为 T 的双循环上升点, 且 u 的标号为偶数, 则记这样的点的个
数为 ecdasc(T ).

如图 1, cdes(T ) = 5, casc(T ) = 4, dcdes(T ) = 2, dcasc(T ) = 1, dcpeak(T ) = 3, cval(T ) = 3,
eleaf(T ) = 2.

对于双射 ϕ, 我们有如下性质.
引理 2.1. [4] ሯӄ䶔グཐ䠃䳼M, ϕ Ѱ TM ф QM ҁ䰪ⲺжѠਂሺֵᗍ

(cdes, first, last)T = (des, first, last)ϕ(T ),

ެѣ T ∈ TM.

对于两个不同的整数 x, y ∈ M∪ {0}, 若存在一个标号为 v0 的顶点 u, 且 u 的孩子的标号从

左到右依次为 v1, v2, . . . , vl, 使得 x = vi, y = vi+1, 其中 0 6 i 6 l, vl+1 = v0, 则称 (x, y) 为树

T 的一个相邻对. 类似地, 对于两个不同的整数 x, y ∈ M ∪ {0}, 若存在 0 6 i 6 l 使得 x = πi,
y = πi+1, 则称 (x, y) 为 π = π1π2 . . . πK ∈ QM 的一个相邻对, 其中 π0 = πK+1 = 0. 对于排列
π = π1π2 . . . πK , 令 π0 = πK+1 = 0, 若 πi > πi+1 (πi < πi+1), 则称相邻对 (πi, πi+1) 为下降对 (上
升对). 当下降对 (πi, πi+1) 为 (偶数, 偶数) 时, 则称下降对 (πi, πi+1) 为 (偶, 偶) - 下降对. 记排列
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π 的上升对 (πi, πi+1) 中 πi 为偶数的个数为 easc(π). 类似地, 对于标号树 T , 设顶点 u 的标号为

v0, 它的孩子的标号从左到右依次为 v1, v2, . . . , vl, 设相邻对 (vi, vi+1) 中 vi 为 v0v1v2 . . . vl 的循

环下降 (循环上升), 称相邻对 (vi, vi+1)为循环下降对 (循环上升对). 当循环下降对 (vi, vi+1)为 (偶
数, 偶数) 时, 则称循环下降对 (vi, vi+1) 为 (偶, 偶) - 循环下降对. 记树 T 的循环上升对 (vi, vi+1)

中 vi 为偶数的个数为 ecasc(T ).
引理 2.2. ሯӄ䶔グཐ䠃䳼M, ϕ Ѱ TM ф QM ҁ䰪ⲺжѠਂሺֵᗍሯӄԱᝅⲺ T ∈ TM, ᴿ

(cdes, ecasc, eeleaf, first, last)T = (des, easc, eplat, first, last)ϕ(T )

ᡆ.

Proof. 由引理 2.1, 只需要证 (ecasc, eeleaf)T = (easc, eplat)ϕ(T ). 我们将由多重集M 的基数归纳

证明该结论. 假设 first(T ) = r. 如果 |M| = 1, 那么 T 由根 0 和它的孩子 r 组成. 由 ϕ 的构造, 我
们有 ϕ(T ) = r. 于是容易知道 ecasc(T ) = easc(ϕ(T )) = 1, eeleaf(T ) = eplat(ϕ(T )) = 0. 假设对于
任意的 |M′| < |M| 以及 T ∈ TM′ , 都有 (ecasc, eeleaf)T = (easc, eplat)ϕ(T ) 成立. 我们将证明对于
任意 T ∈ TM 有 (ecasc, eeleaf)T = (easc, eplat)ϕ(T ).

1. 当根的最左端孩子为叶子时. 此时 ϕ(T ) = rϕ(T0). 若 r 为奇数, 由归纳知该结论成立. 若 r 为

偶数, 容易有
ecasc(T ) = ecasc(T0) + χ(r > first(T0)).

这里 χ(S) = 1, 如果声明 S 是对的, 否则 χ(S) = 0. 由归纳假设, 我们有

ecasc(T ) = ecasc(T0) + χ(r > first(T0))

= easc(ϕ(T0)) + χ(r > first(ϕ(T0)))

= easc(ϕ(T )).

同样, 我们有 eeleaf(T ) = eeleaf(T0) 且 eplat(ϕ(T0)) = eplat(ϕ(T )). 由归纳假设, 我们有
eeleaf(T ) = eeleaf(T0) = eplat(ϕ(T0)) = eplat(ϕ(T )).

2. 当根的最左端孩子有 k 个孩子时. 于是我们有 ϕ(T ) = rϕ(T ′
1)rϕ(T

′
2) . . . rϕ(T

′
k)r ϕ(T0). 定义

I = {i | |Ti| > 1, 1 6 i 6 k},

其中 |Ti| 表示 Ti 的顶点数. 若 r 为奇数, 则

ecasc(T ) = ecasc(T0) +
∑
i∈I

(
ecasc(T ′

i )− 1 + χ(r > last(T ′
i ), last(T ′

i ) 为偶数),

easc(T ) = easc(ϕ(T0)) +
∑
i∈I

(
easc(ϕ(T ′

i ))− 1 + χ(r > last(ϕ(T ′
i )), last(ϕ(T ′

i )) 为偶数).

由归纳假设, 有 ecasc(T ) = easc(ϕ(T )). 同样, 我们有

eeleaf(T ) = eeleaf(T0) +
∑
i∈I

eeleaf(T ′
i ),
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eplat(ϕ(T )) = eplat(ϕ(T0)) +
∑
i∈I

eplat(ϕ(T ′
i )).

再由归纳假设, 我们有 eeleaf(T ) = eplat(ϕ(T )). 若 r 为偶数,

(a) 当 |T0| > 1 时. 容易看出

ecasc(T ) = ecasc(T0) + χ(r < first(T0)) +
∑
i∈I

(
ecasc(T ′

i )− 1 + χ(r < first(T ′
i )
)

+χ(r > last(T ′
i ), last(T ′

i ) 为偶数),

且 easc(ϕ(T )) 可由

easc(ϕ(T0)) + χ(r < first(ϕ(T0)))

+
∑
i∈I

(
easc(ϕ(T ′

i ))− 1 + χ(r > last(ϕ(T ′
i )), last(ϕ(T ′

i )) 为偶数)

得到. 由归纳假设, 有 ecasc(T ) = easc(ϕ(T )). 同样, 我们有

eeleaf(T ) = eeleaf(T0) + |[k] \ I|+
∑
i∈I

eeleaf(T ′
i ),

eplat(ϕ(T )) = eplat(ϕ(T0)) + |[k] \ I|+
∑
i∈I

eplat(ϕ(T ′
i )).

再由归纳假设, 我们有 eeleaf(T ) = eplat(ϕ(T )).
(b) 当 |T0| = 1 时. 容易看出

ecasc(T ) = 1 +
∑
i∈I

(
ecasc(T ′

i )− 1 + χ(r < first(T ′
i )
)
+ χ(r > last(T ′

i ), last(T ′
i ) 为偶数),

且 easc(ϕ(T )) 可由

1 +
∑
i∈I

(
easc(ϕ(T ′

i ))− 1 + χ(r < first(ϕ(T ′
i ))

)
+ χ(r > last(ϕ(T ′

i )), last(ϕ(T ′
i )) 为偶数)

得到. 由归纳假设, 容易检验 ecasc(T ) = easc(ϕ(T )). 同样, 我们有

eeleaf(T ) = |[k] \ I|+
∑
i∈I

eeleaf(T ′
i ),

eplat(ϕ(T )) = |[k] \ I|+
∑
i∈I

eplat(ϕ(T ′
i )).

再由归纳假设, 我们有 eeleaf(T ) = eplat(ϕ(T )).

从而完成了证明.

引理 2.3. ሯӄԱᝅⲺ T ∈ TM, T ӻऻ ( ,ڬ ڬ ) - ᗠ⧥с䲃ሯᖉъӻᖉ ϕ(T ) ӻऻ ( ,ڬ ڬ )

- с䲃ሯ.
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Proof. 由 ϕ(T ) 的构造以及引理 2.1 知, 对于任意两个不同的整数 x, y ∈ M∪{0}, 有序对 (x, y) 为

T 上的相邻对当且仅当 (x, y) 为 ϕ(T ) 上的相邻对. 所以 (x, y) 为 T 上的 (偶, 偶) - 循环下降对当
且仅当 (x, y) 为 ϕ(T ) 上的 (偶, 偶) - 下降对.

3. 仅包含 (偶，偶)-下降对 Quasi-Stirling 排列多项式的局部
γ-正性

Eu 等人证明了 [n] 上仅包含 (偶, 偶) - 下降对的排列构成的排列集 S∗
2n 的下降数多项式具有

γ - 正性, 并给出下面的展式:

定理 3.1. [3] 䇴ᧈࡍ π = π1π2 . . . π2n ∈ S∗
2n, S∗

2n Ѱӻऻ ( ,ڬ ڬ ) - с䲃ሯᧈࡍᶺᡆⲺᧈࡍ䳼,
Ԛ π0 = π2n+1 = 0, ࡏ S∗

2n Ⲻс䲃ᮦཐ亯ᕅޭᴿྸсኋᕅ:

S∗
2n(t) :=

∑
π∈∗

2n

tdes(π) =

⌊n+1
2 ⌋∑

i=1

γn,it
i(1 + t)n+1−2i,

ެѣ γn,i = #{π ∈ S∗
2n : des(π) = i,ddes(π) = 0}.

Foata 等人 [2, 5] 在证明欧拉多项式的 γ - 正性中运用群作用给出了一个有趣的组合证明. 借
用在标号树上的 FS - 作用, Yan 等人证明了 quasi-Stirling 排列集的三元多项式具有局部 γ - 正性,
并给出其组合解释.

受 Yan 等人证明的启发, 本文将 Eu 的结果推广至 quasi-Stirling 排列, 并且考虑的是更一般的
多重集上的情况. 设 EQM 为仅包含 ( 偶, 偶 ) - 下降对的 quasi-Stirling 排列集, ET M 为 TM 当

中仅包含 ( 偶, 偶 ) - 循环下降对的树的集合.

下面是本文主要结论:

定理 3.2. 䇴ж㡢ཐ䠃䳼M = {1k1 , 2k2 , . . . , (2n)k2n}, k1+k2+ · · ·+k2n = K ъ k2+k4+ · · ·+k2n =

Ke, ཐ亯ᕅݹпࡏ EQM(x, y, z) ᴿྸсኋᕅ :

EQM(x, y, z) :=
∑

π∈EQM

xeasc(π)ydes(π)zeplat(π) =

Ke−n∑
i=0

zi
⌊Ke+1−i

2 ⌋∑
j=1

γEM,i,j(xy)
j(x+ y)Ke+1−i−2j ,

ެѣ γEM,i,j = #{T ∈ ET M : cdes(T ) = j, eeleaf(T ) = i,dcdes(T ) = 0}.

为证明定理 3.2, 本文需要用到 Lin 和 Yan [6] 引入的一个映射 φ. 若 x 为排列 π 的双循环下

降位 (双循环上升位), 则 φx(π) 为将 x 沿逆时针方向 (顺时针方向) 移到第一个比 x 的后面 (前面)
得到的新排列. 如图 2, π = 154236, 则 φ4(π) = 164325.

事实上, 若 x 为偶数, 则 φx 作用在仅包含 (偶, 偶) - 下降对的 quasi-Stirling 排列后, (偶, 偶) -
下降对任为 (偶, 偶) - 下降对. 如图 3, e1, e2, e3 均为偶数, e2 为双循环下降. 容易看出, (e1, e2, e3)
变换为 (e1, e3), 变换后仍为 (偶, 偶) - 下降对, 此时 (x1, x2) 变换为 (x1, e2, x2). 同样, 若 u 为双循

环上升, 同样变换后得到 (偶, 偶) - 下降对.
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Figure 2. π = 163245, φ4(π) = 164325

图 2. π = 163245, φ4(π) = 164325

Figure 3. e2 is a double cyclic descent
图 3. e2 为双循环下降

定理 3.3. 䇴ж㡢ཐ䠃䳼M = {1k1 , 2k2 , . . . , (2n)k2n}, k1+k2+ · · ·+k2n = K ъ k2+k4+ · · ·+k2n =

Ke, ཐ亯ᕅݹпࡏ ET M(x, y, z) ᴿྸсኋᕅ :

ET M(x, y, z) :=
∑

T∈ET M

xecasc(T )ycdes(T )zeeleaf(T ) =

Ke−n∑
i=0

zi
⌊Ke+1−i

2 ⌋∑
j=1

γEM,i,j(xy)
j(x+ y)Ke+1−i−2j ,

ެѣ γEM,i,j = #{T ∈ ET M : cdes(T ) = j, eeleaf(T ) = i,dcdes(T ) = 0}.

䇷᱄. 设 T ∈ ET M, u 为 T 上一个顶点, 定义标号树 T 上的树 FS - 作用 ψu 如下:

1. 若 u = 2m− 1 (m ∈ [n]), 则 ψu(T ) = T .

2. 若 u = 2m (m ∈ [n]]),

(a) 若 u 为偶层叶子, 循环峰或者循环谷, 则 ψu(T ) = T .

(b) 若 u 为双循环上升点或双循环下降点,

i. 若 u 在奇数层, 它的父节点 v 标号为 v0. 设点 v 的孩子标号从左到右依次为

v1, v2, . . . , vl, u 的标号为 vt. 令 Tk 表示以标号为 vk 的点为根的子树 (1 6
k 6 l). ψu(T ) 为将子树 T1, T2, . . . , Tl 重排, 使其满足 CDES(φvt

(v0v1v2 . . . vl)) =

CDES(v0v
′

1v
′

2 . . . v
′

l), 其中 v
′

1, v
′

2, . . . , v
′

l 依次为点 v 在 ψu(T ) 上从左到右孩子的标号,
如图 4.
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Figure 4. The action ψu where the vertex u is circled
图 4. 群作用 ψu, 其中 u 为圈出的点

ii. 若 u 在偶数层, 它标号为 v0. 设点 u 的孩子标号从左到右依次为 v1, v2, . . . , vl. 同样
令 Tk 表示以标号为 vk 的点为根的子树 (1 6 k 6 l). ψu(T ) 为将子树 T1, T2, . . . , Tl

重排, 使其满足 CDES(φv0(v0v1v2 . . . vl)) = CDES(v0v
′

1v
′

2 . . . v
′

l), 其中 v
′

1, v
′

2, . . . , v
′

l 依

次为点 u 在 ψu(T ) 上从左到右孩子的标号, 如图 5.

Figure 5. The action ψu where the vertex u is circled
图 5. 群作用 ψu, 其中 u 为圈出的点

显然 ψu 作用后, 树 T 的 (偶, 偶) - 循环下降对仍为 (偶, 偶) - 循环下降对.

由上面分析知, 树 FS - 作用 ψu 是对合, 并且显然它又是交换的. 因此, 对任意点集 S ⊆ V (T ),
定义 ψS : ET M → ET M 为 ψS =

∏
u∈S

ψu, 其中乘积为映射的合成, 则群 ZK+1
2 通过 ψS 作用在

ET M 上. 因为在该群作用下, eeleaf(T ) 保持不变, 故对于 eeleaf(T ) = i 构成的集合 ET M,i, 其被划
分为两两不交的轨道. 对于任一 T ∈ ET M,i, 令 Orb(T ) = {g(T ) : T ∈ ZK+1

2 } 表示树 T 在该群作

用下的轨道. 注意到点 u 为 T 的双循环下降点当且仅当它为树 ψu 的双循环上升点. 那么存在唯一
一个树 T̃ ∈ Orb(T ) 有 dcdes(T̃ ) = 0. 于是, 我们有∑

T∈Orb(T̃ )

xecasc(T )ycdes(T ) = xcpeak(T̃ )ycpeak(T̃ )(x+ y)edcasc(T̃ )

= (xy)cpeak(T̃ )(x+ y)Ke+1−i−cpeak(T̃ )−cval(T̃ )

= (xy)cdes(T̃ )(x+ y)Ke+1−i−2cdes(T̃ ).

将 ET M,i 的所有轨道相加, 有∑
T∈ET M,i

xecasc(T )ycdes(T ) =
∑

T∈ẼT M,i

(xy)cdes(T )(x+ y)K+1−i−2cdes(T ),
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其中 ẼT M,i 表示 ET M,i 中满足 dcdes(T ) = 0 的标号树 T 构成的集合. 因此

∑
T∈ET M

xecasc(T )ycdes(T )zeeleaf(T ) =

Ke−n∑
i=0

zi
⌊Ke+1−i

2 ⌋∑
j=0

γEM,i,j(xy)
j(x+ y)Ke+1−i−2j ,

其中 γEM,i,j = #{T ∈ ET M : cdes(T ) = j, eeleaf(T ) = i, dcdes(T ) = 0}.

由引理 2.2和 2.3可得到定理 3.2成立. 特别地,当M = [2n]时,此时 k1 = k2 = · · · = k2n = 1,
Ke = n, 可得定理 3.1 即 Eu 的结论成立.
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