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摘  要 

数学物理方程简称数理方程，主要指的是从具体物理问题中导出的偏微分方程。数理方程作为工科相关

专业的一门专业基础课，掌握定解问题的数值求解方法对学生将来从事工程技术研究是非常必要的，而

课程教学以求问题的解析解为主要内容。本文针对这一问题，以三类典型方程构成的定解问题为例，应

用有限差分法讨论数值求解的思路和方法，以期能够作为主体教学内容的验证与拓展，起到启发解题思

路的作用。 
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Abstract 
Mathematical equations mainly refer to the partial equations derived from physical problems. As 
a professional basic course of engineering related majors, mastering the numerical solution me-
thod is necessary for students to pursue their careers. However, the main content of the course is 
the analytic method. Therefore, three kinds of typical equations are taken as examples, to discuss 
the ideas and methods of numerical solution by using the finite difference method. As verification 
and expansion of the main content of teaching, it is hoped to play an enlightening role in solving 
problems. 
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1. 引言 

数理方程这门课开设的目的在于培养学生运用数学思想和数学知识分析和解决实际问题的能力，但

由于数理方程构成的定解问题求解方法多样，计算过程复杂且对数学功底的要求很高[1]，因此在授课和

学习过程中均存在一定的难度[2]。工程实际中的绝大部分定解问题没有适定的解析解，另外工程师关注

的是某些特定点处的函数值，而非具体的解析解。因此在课堂教学过程中，适当弱化繁琐的理论求解过

程，同时重视数学建模[3]和数值求解能力的培养是非常必要的。例如 2020 年全国大学生数学建模竞赛中

的 A 题炉温曲线，其本质就是求解扩散方程构成的定解问题。但如果不具备建模和数值求解能力的话，

赛题是没办法解答的。本文针对课程教学过程中欠缺对数值求解能力培养的问题，采用有限差分方法，

以扩散方程、波动方程和场位方程构成的定解问题为例，系统阐述问题求解的思路和方法。 

2. 一维扩散方程构成的定解问题 

首先考虑扩散方程构成的定解问题： 

( ) ( )
( ) ( )

2 0
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u t u l t
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代入扩散方程并整理得 
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x
∆
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∆

， x i x= ∆ ， t j t= ∆ ， ( ), 0,1,2,i j = � ，上式可写为下标形式，即 

( ), 1 , 1, , 1,2i j i j i j i j i ju u r u u u+ + −− = − +                             (2) 

整理得 
( ) ( ), 1 , 1, 1,1 2i j i j i j i ju r u r u u+ + −= − + +                             (3) 

公式(3)即为一维扩散方程的显式差分公式，其中稳定条件是 0 1 2r≤ ≤ ，截断误差为 ( )( )2 ,O x t∆ ∆ 。

公式表明，j + 1 时间层的数据可由第 j 时间层的值确定，其中第 0 时间层的数据就是定解问题中的初始

条件 ( )xϕ 。因此基于显式差分公式，可以采用逐层向上递推的方式求解。 
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如果将扩散方程中二阶偏导项取 t t+ ∆ 时刻的差分公式计算，则可得 

( ), 1 , 1, 1 , 1 1, 12i j i j i j i j i ju u r u u u+ + + + − +− = − +                            (4) 

整理得 
( )1, 1 , 1 1, 1 ,1 2i j i j i j i jru r u ru u− + + + +− + + − =                            (5) 

公式(5)即为一维扩散方程的隐式差分公式，可以看出，第 j 时间层的数据是由第 j + 1 时间层的值表示的，

因此无法继续使用逐层递推的方法求解。但(5)式给出了相邻时间层节点间满足的关系，因此可将相关节

点间满足的关系式列出，联立求解方程组。联立得到的方程组可由以下矩阵方程简单表出 
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可以发现，系数矩阵中非零元集中分布在主对角线及相邻两对角线上，称为三对角矩阵，上述方程组也

称为三对角方程组，第 0 个时间层的数据由初始条件给出，非齐次项中的 0, 1 , 1,  j m ju u+ + 由边界条件给出。

已知系数矩阵和非齐次项，求解未知向量的过程，即由第 j 时间层求第 j + 1 时间层数据的过程。为避免

内存浪费，可以采用追赶法求解此类方程组[4]。 
如果将显示差分公式(2)和隐式差分公式(4)结合并整理得 

( ) ( )1, 1 , 1 1, 1 , 1, 1,1 1
2 2 2 2i j i j i j i j i j i j
r r r ru r u u r u u u+ + + − + + −− + + − = − + +                  (6) 

公式(6)为平均隐式差分公式，也称 Crank-Nicolson 公式，具有六点对称的格式。可以证明，基于这

个公式求解对任意步长都是稳定的。设 
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则相邻时间层节点间满足的方程组可由下述矩阵方程简单表示 

1 1j j j jAu Bu f f+ += + +                                   (7) 

由公式(7)可知，根据边界条件 jf ，已知第 j 个时间层数据 ju 的情况下，类似地也可由追赶法求得第 j + 1
个时间层的值。 
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为了方便数值计算，设定解问题中 
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在进行网格剖分时，令 1x∆ = ， 0.1t∆ = 。由分离变量法可求得此定解问题的解析解为 

( )
2 2

400
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n n n xu x t
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图 1 表示在 2.5t = 时刻函数 ( ),u x t 在不同 x 处的值。红色虚线是基于级数形式的解析解得到的，在具体

计算时选取的是前 2000 项的叠加结果。不同图形表示的离散点则是分别基于显式差分公式(3)、隐式差分

公式(5)和平均隐式差分公式(6)经过数值计算得到的。可以看出，在选定的网格剖分情况下，基于不同差

分公式求得的数值结果差别非常小，并且可以完全反映解析值。 
 

 
Figure 1. Comparison of numerical solutions based on different difference 
formulas and analytical solutions at t = 2.5 
图 1. t = 2.5 时刻，基于不同差分公式得到的数值解与解析解的对比 

3. 一维波动方程构成的定解问题 

考虑由一维波动方程构成的定解问题 
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仿照前述做法，波动方程的差分格式可写为 
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上式也可写为下标形式。整理得 
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( ) ( ), 1 1, 1, , , 12 1i j i j i j i j i ju r u u r u u+ + − −= + + − −                           (9) 

公式(9)即为一维波动方程的显式差分公式。可以看出，第 j + 1 个时间层的值由第 j 和 j − 1 个时间层

的数据共同决定。利用定解问题中给定的初始条件，设初始时刻对应 1j = ，将初位移和初速度离散化后，

得第 1 个时间层数据 ,1i iu ϕ= 。利用速度的中心差分公式得 ,0 ,2 2i i iu u tψ= − ∆ ，然后替换(9)式中的最后一  

项，整理得第 2 个时间层数据 ( ) ( ),2 1,1 1,1 ,11
2i i i i i
ru u u r u tψ+ −= + + − + ∆ 。将前两个时间层的数据作为启动值， 

向上逐层求解即可。可以证明当 1r < 时，解是稳定的；当 1r = 时，可得正确的解析解；当 1r > 时，解是

不稳定的。同样也可以导出隐式差分公式，但基于隐式差分公式的求解过程比较复杂，在此不再赘述。 
由分离变量法可知，此问题的解析解为 

( )
1
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l l

∞
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π π
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其中 ( )
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2 sin d
l

n
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l l
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= ∫ 。为了数值计算方便，设 [ ] 21,  0, 2 ,  1l t a= ∈ = 。 
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( ) ( ) 3 40.05sin 7 ,
7 7
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x x
xϕ

 π < <= 


， ( ) 0xψ =  

图 2 表示，在 4 个典型时刻 0,  0.25,  0.6,  1.0t = ，函数在不同 x 处波动状态的图像。其中绿色空心圆

代表的是基于显式差分公式(9)求得的一系列离散值，黑色虚线表示基于此问题级数形式的解析解，选取

前 1000 项求得的结果。可以发现在不同时刻，数值结果均能较好地反映解析数据规律。 
 

 
Figure 2. Comparison of wave states obtained by numerical method and analytic formula 
at t = 0, 0.25, 0.6 and 1.0 
图 2. t = 0, 0.25, 0.6, 1.0 四个时刻，数值方法和解析式得到的波动状态对比 
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4. 二维场位方程构成的定解问题 

考虑由二维场位方程构成的定解问题 

( )
( ) ( )
( ) ( )
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0, 0,  100, 0

xx yyu u x y

u x u x

u y u y
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 = =

                               (8) 

利用二阶导数的中心差分公式，可得方程的差分形式
( ) ( )

1, , 1, , 1 , , 1
2 2

2 2
0i j i j i j i j i j i ju u u u u u

x y
+ − + −− + − +

+ =
∆ ∆

取

x y h∆ = ∆ = ，即 x ih= ， y jh= ， , 0,1,2,i j = �。整理得显式差分公式 

( ), 1, 1, , 1 , 1
1
4i j i j i j i j i ju u u u u+ − + −= + + +                             (9) 

由上式可知，第 ( ),i j 格点处的值由最近邻四个格点位置处的值所确定。将所有待求格点满足的方程联立

构成方程组，原则上可以借助数学软件直接通过矩阵左除指令求解，但如果格点剖分太多，直接求解方

程组需要较大内存，因此可以采用松弛迭代法进行数值求解[5]。即随时用上一步计算得到的各点新值替

代旧值，并且每次计算新值也替换成新值与旧值的“组合”。引入松弛因子，差分公式(9)的松弛迭代公

式为 

( ) ( ), , 1, 1, , 1 , 11
4i j i j i j i j i j i ju u u u u uωω + − + −= − + + + +                       (10) 

为保证迭代过程收敛，必须要求松弛因子 0 2ω< < ，当 0 1ω< < 时称作低松弛法，1 2ω< < 时称为

超松弛法， 1ω = 时，即公式(9)称为高斯–赛德尔迭代法。在迭代开始前，首先设定待求区域内各格点处

的初始值作为迭代的启动值，然后基于式(10)逐次迭代求解。当前后两次迭代误差非常小时，即迭代收敛

时可认为求得的数据接近真实值。类似地也可推导得出二维场位方程的隐式差分公式，这里也不再赘述。 
 

 
Figure 3. In the case of different relaxation factors, the function value at x = 50 (i.e. the posi-
tion of the white dotted line in the illustration) was calculated with respect to y after 2000 ite-
rations. The inset shows the distribution of the function u(x, y) after iterative convergence 
图 3. 取不同松弛因子的情况下，迭代计算 2000 次之后 x = 50 处(即插图中白色虚线位置)
函数值随 y 的变化关系。插图表示迭代收敛时函数 u(x, y)在平面内的分布规律 
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由分离变量法可得，此定解问题的解析解为 ( )
1

sinh
100, sin

sinh 100n
n

n y
n xu x y f

n

∞

=

=

π
π

π∑ ，其中
100

0

1 sin d
5 100n

n xf xπ
= ∫ 。 

在进行数值计算时，首先按 1x y∆ = ∆ = 进行网格剖分。然后根据边界条件设定待求解区域格点的初始值

为 5，最后分别取松弛因子 0.5,  1.0,  1.5ω = 进行迭代求解。图 3 插图表示迭代收敛时函数在平面内的分

布规律。取插图中白色虚线上函数值作为对比研究对象，由于下边界设定的值为 0，上边界设定的值为

10，因此沿白色虚线由下边界至上边界函数值由 0 递增至 10。黑色虚线上的数据是取级数解中前 130 项

计算得到的，描述的正是此递增规律。图中不同形状图形描述的是取不同松弛因子时迭代 2000 次得到的

结果。可以看出当选择超松弛迭代法时，收敛速度最快，且迭代 2000 次之后已经与解析结果基本一致。

另外，除松弛因子外，初始值的选取也会影响收敛速度，在这里不再详细讨论。 

5. 总结 

本文基于有限差分法，以三类典型数理方程构成的定解问题为例，详细论述了数值化的思路，并进

一步基于差分公式讨论了数值求解的方法和步骤，最后将数值解和解析解进行对比分析，验证了数值方

法的可行性和有效性。可以发现，针对不同类型方程构成的定解问题，差分方法的基本思路都是相同的，

即将微分方程离散转化为一系列代数方程构成方程组，然后根据方程组的特点，综合考虑计算效率和计

算机内存消耗选择具体的计算方法求解。这里只选取了三类典型方程构成的简单定解问题的求解方法，

实际上，方程本身可以是非齐次的，并且定解条件也可能是其它更复杂的情形[6]。这些问题只需要依据

上述基本思路再做详细讨论即可。本文作为数学物理方程课程教学的有效补充，可以起到由理论到实际

的桥梁作用，降低学生利用理论知识解决实际问题的门槛。 
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