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摘  要 

本文主要研究具有最大密度限制的可压等熵欧拉系统二维黎曼问题弱解的不唯一性。其中，密度限制是

由奇性压强项给定的。对给定初值使得其标准解(自相似解)包含接触间断时，得到了无穷多可容许弱解

的存在性。 
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Abstract 
We investigate the uniqueness of entropy solution to 2D Riemann problem of compressible isen-
tropic Euler system with maximum density constraint. The constraint is imposed with a singular 
pressure. Given initial data for which the standard (self-similar) solution consists of contact dis-
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continuity, there exist infinitely many admissible weak solutions. 
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1. 引言 

本文研究如下二维等熵可压欧拉系统： 

( )
( ) ( ) ( )
( )
( )

( )2

0

0

div 0,
div 0,

0,
0, ,
0, ,

t x

t x x p
t x

ρ ρυ
ρυ ρυ υ ρ

ρ ρ
υ υ

∂ + =
∂ + ⊗ +∇ =    > ∈

⋅ =
 ⋅ =

                    (1) 

其中 ( ) ( ) 2, , ,t x v v t xρ ρ += ∈ = ∈  分别代表流体的密度及速度。系统中的方程则分别表示质量守恒和动

量守恒。常见的压强项为 p C γρ= 。 

众所周知，欧拉方程很难找到经典解，见[1] [2]等。因此重点考虑弱解。但弱解只有在给定一些熵条

件时才唯一。当空间维数为一维时，有较完善的理论，如：Lax熵条件，Oleinik熵条件以及熵–熵流对等

条件可以确保弱解的唯一性，见[1] [2]等。 
本文主要考虑熵不等式： 

( ) ( ) ( )
2 2

div 0
2 2t x

v v
p vρε ρ ρ ρε ρ ρ ρ

    
    ∂ + + + + ≤

        
                  (2) 

其中熵(总能)为 ( )
2

2
v

η ρε ρ ρ= + ， :ε + → 为内能且由 ( ) ( )2p r r rε ′= 给定。若在分布意义上满足此 

熵不等式，则其解被称为是可容许的。 
在空间维数为多维时，仅依靠这个熵条件并不能保证弱解的唯一性。近年来，一系列工作指出给定

合适的初值，在满足类似(2)的可容许条件时可以构造系统(1)的弱解唯一性的反例。在[3]中，Elling. V构

造了一个数值上的反例。在[4]中，基于[5]证明对一些具有紧支撑初值可以得到满足能量等式或能量不等

式(类似(2))的无穷多弱解。在文献[6]中对于空间周期情况，类似不唯一性被证明。在最近的研究[7]中，

对C∞ 初值也得到了类似的可容许弱解不唯一的结果。 
本文考虑二维黎曼问题： 

( ) ( )( ) ( )
( )

2
0 0

2

, 0,
, :

, 0,
v x

x v x
v x

ρ
ρ

ρ
− −

+ +

 <=  >
                           (3) 

其中， ( ) 2
1 2,x x x= ∈ ， ( ) 2

1 2,v v v± ± ±= ∈ ，且常数 1 2, ,v vρ +
± ± ±∈ ∈ 。对于由经典压缩波产生的初值，

在压强项 ( ) 2p ρ ρ= 的情况下[6]构造了二维黎曼问题的无穷多可容许弱解。对于更一般的压强项
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( )p C γρ ρ= 也得到了类似的不唯一性结果[8]，其中黎曼问题的标准解包含两个激波。文献[9]证明只要 

标准解包含一个激波就有可容许弱解的不唯一性结果。[10]对类似初值问题也得到了不唯一性。[11]中将

可容许弱解的不唯一性结论推广到黎曼初值包含接触间断的情况。 
本文考虑与文献[12] [13] [14]中相同的带奇性压强项 ( )p ρ  (此压强项由[15]提出)来施加最大密度限

制 

( )
( )

1 , 1.
1 1

p
γ γ

γ γ

ρ ρ
ρ γ

ρ ρ
ρ ρ

∗

∗

∗

= = ≥
− 

− 
 

                          (4) 

其中， *ρ 是最大密度。当 *ρ ρ 时，上述带奇性的压强项 ( )p ρ 类似于常见压强 

( ) , 0 , 1.p C Cγρ ρ γ= > ≥数常                              (5) 

当 *ρ ρ→ 时，此带奇性的压强项趋于无穷。文献[16]研究了具有(4)形式的最大密度限制的欧拉方程

二维黎曼问题可容许弱解不唯一，其中黎曼问题的标准解由一个可容许1-激波和一个3-激波组成，即 

1 1v v− += 且 

( ) ( ) ( )( )
2 2 .

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− < −                          (6) 

文献[17]对两种黎曼初值：一是标准解包含一个1-激波和3-稀疏波 

ρ ρ− +< 且 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 d ,

p p p r
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+

−

− + − +
+ −

− +

′− −
− < − < ∫                    (7) 

二是标准解包含一个1-激波 

ρ ρ− +< 且 

( ) ( ) ( )( )
2 2 ,

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− = −                          (8) 

得到了可容许弱解的不唯一性。 
本文主要目的是在具有最大密度限制下将弱解不唯一的结果推广到黎曼初值包含接触间断的情况。

在二维等熵欧拉系统中，其标准解包含接触间断当且仅当 1 1v v− +≠ 。 
具体来说，考虑初值：一是标准解包含一个1-激波，一个可能的2-接触间断和一个3-稀疏波 

ρ ρ− +< 且 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 d ,

p p p r
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+

−

− + − +
+ −

− +

′− −
− < − < ∫                   (9) 

二是标准解包含一个1-激波和可能的2-接触间断 

ρ ρ− +< 且 

( ) ( ) ( )( )
2 2 ,

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− = −                         (10) 
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如文献[9]中所述，关于其他涉及到一个激波的情况可以类似地用旋转坐标的方法来处理。 
类似[11]，将可容许弱解不唯一性结论推广到黎曼初值(3)包含接触间断(即 1 1v v− +≠ )，主要结论是下

面定理： 
定理1.1. 若对 , 0,ρ ρ ρ ρ+ − + −> ≠ 且 2,v v+ − ∈  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2d ,

p p p
v v

ρ

ρ

τ ρ ρ ρ ρ
τ

τ ρ ρ
+

−

+ − + −
− +

+ −

′ − −
− < − ≤∫                  (11) 

则黎曼问题(1) (3)存在无穷多可容许弱解。 
本文其余部分结构如下：第二节说明了一些需要的符号和定义及所需的引理和命题；第三节主要证

明定理结论。 

2. 定义及引理 

在本节，我们提供证明定理所需的符号定义与引理命题。 

2.1. 符号和定义 

定义2.1. (弱解，见[4]中定义3.1)对任意测试函数 ( ) [ )( )2 2, 0, ,cCψ φ ∞∈ × ∞ ×   ，若下列等式成立： 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

00

0 00

d d 0, d 0,

: div d d 0, d 0.

t x

t x x

v x t x x x

v v v D p x t x v x x x

ρ ψ ρ ψ ρ ψ

ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ

∞

∞

∂ + ⋅∇ + =

⋅∂ + ⊗ + + ⋅ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 

 

则 ( ) [ )( )2, 0,v Lρ ∞∈ × ∞ 是柯西问题(1)在 [ )2 0,× ∞ 上的弱解。 

定义2.2. (可容许弱解，见[6]中定义3.2)对任意非负测试函数 [ )( )2 0, ,cCϕ ∞∈ × ∞  ，若(1)的弱解满足 

下列不等式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

2

2

2 2

0

2
0

0 0 0

d d
2 2

0, d 0,
2

t x

v v
p v x t

v x
x x x x x

ρε ρ ρ ϕ ρε ρ ρ ρ ϕ

ρ ε ρ ρ ϕ

∞     
    + ∂ + + + ⋅∇
        

 
 + + ≥
 
 

∫ ∫

∫





 

则弱解 ( ),vρ 是柯西问题 (1) 的可容许弱解。其中，内能 :ε + → 由压强 ( ) ( )2p ρ ρ ε ρ′= 给定。 

本文主要研究二维黎曼问题，类似文献[6] [8] [9]，考虑仅依赖于时间t和空间变量 2x 的解 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

1 1 2

2 1 2

0,

0,

0,

t x

t x

t x

v

v v v

v v v

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

∂ + ∂ =
∂ + ∂ =
∂ + ∂ =

                               (12) 

初值为 

( ) ( )2 2
2 2

2 2

, 0, , 0,
0, 0,

, 0, , 0.
x v x

x v x
x v x

ρ
ρ

ρ
− −

+ +

< < 
= = > > 

                   (13) 

由于 1 2,v v 的方程可被解耦，(12)可简化为一个含有未知数 ( )2,vρ 的一维双曲守恒律方程组。该系统

的解可以像经典双曲守恒律理论一样由自相似函数给出。通过将其推广到二维情况，我们可以得到二维

黎曼问题的可容许弱解。这种可容许弱解被称为标准解(自相似解)。 
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定义2.3. (扇形分区，见[6]中定义3.3)空间 [ )2 0,× ∞ 的扇形分区由满足下列形式的有限个开集 

1, , , ,NP P P P− + 组成： 

( ){ }2, : 0 ,P x t t x tν− −= > <且                              (14) 

( ){ }1 2, : 0 ,i iiP x t t t x tν ν−= > < <且                            (15) 

( ){ }2, : 0 ,P x t t x tν+ += > >且                              (16) 

其中， 1, , , ,Nν ν ν ν− + 是任意实数且 1 Nν ν ν ν− +< < < < 。 

记所有对称无迹 2 2× 矩阵的集合为 2 2
0
× 。 

定义2.4. (扇形下解，见[6]中定义3.4)若 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0, , : 0, , ,v uρ + ×× ∞ →    满足下列条件： 

1) 对 ( )2 0,× ∞ 上的扇形分区 1, , , ,NP P P P− + ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , , , , ,
i

N

P i i i P P
i

v u v u v u v uρ ρ ρ ρ
− +− − − + + +

=

= + +∑1 1 1                  (17) 

其中 1 1 1, ,v uρ 为常数，且 1, 0ρ ρ± > ，
21

2
u v v v± ± ± ±= ⊗ − Id ； 

2) 对任意 1, 2, ,i N∈   存在一个正数 iC ，使得 

2
i

i i i
C

v v u⊗ − < Id ;                                  (18) 

3) ( ), ,v uρ 在分布意义上满足下列等式： 

( )div 0t x vρ ρ∂ + = ,                                  (19) 

( ) ( ) ( ) 21div 0
2 it x x i i P P P

i
v u p C vρ ρ ρ ρ ρ

+ −

 
 
 

 
∂ + +∇ + + = 

 
∑ 1



1 ;              (20) 

则 ( ), ,v uρ 被称为可压欧拉方程黎曼问题(1) (3)的扇形下解。 

定义2.5. (可容许扇形下解，见[6]中定义3.5)若扇形下解 ( ), ,v uρ 在分布意义上满足下列不等式： 

( )( ) ( ) ( )( )
2 2

1

div div
2 2

div 0,
2 2i i

t x t P P x P P

N
i i

t i P x i P
i

v v
p v v

C C
v

ρε ρ ρε ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

+ − + −

=

   
     ∂ + + + ∂ +     

   

   + ∂ + ≤   
   

 
 
 

∑

 

1 1

1 1

         (21) 

则其被称为可容许扇形下解。 

2.2. 引理和命题 

引理2.1. (见[9])假设 2,vρ +
± ±∈ ∈  是常数，且 1 1v v− += 。 

1) 若 

( ) ( )
2 2 0 0

d d ,
p r p r

v v r r
r r

ρ ρ− +

+ −

′ ′
− ≥ +∫ ∫                            (22) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由1-稀疏波和3-稀疏波组成。中间状态 ( )1 2, ,M M Mv vρ 是真空，即 0Mρ = 。 

2) 若 
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( ) ( ) ( )
2 2 0 0

d d d ,
p r p r p r

r v v r r
r r r

ρ ρ ρ

ρ

+ − +

−
+ −

′ ′ ′
< − < +∫ ∫ ∫                   (23) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由1-稀疏波和3-稀疏波组成。中间状态 ( )1 2, ,M M Mv vρ 由下列方程组给定： 

{ }min , ,Mρ ρ ρ− +<                                   (24) 

( ) ( )
2 2 d d ,

M M

p r p r
v v r r

r r
ρ ρ

ρ ρ

− +

+ −

′ ′
− = +∫ ∫                          (25) 

1 1 1,Mv v v− += =                                     (26) 

( )
2 2 d .

M
M

p r
v v r

r
ρ

ρ

−

−

′
= + ∫                                (27) 

3) 若 

( )
2 2d ,

p r
r v v

r
ρ

ρ

+

−
+ −

′
= −∫                                (28) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由一个稀疏波组成。更准确地说，当 ρ ρ− +> 时，这个稀疏波是1-稀疏波，

当 ρ ρ− +< 时，其为3-稀疏波。 

4) 若 ρ ρ− +> 且 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 d ,

p p p r
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

−

+

− + − +
+ −

− +

′− −
− < − < ∫                   (29) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由1-稀疏波和3-激波组成。中间状态 ( )1 2, ,M M Mv vρ 由下列方程组给定： 

,Mρ ρ ρ+ −< <                                    (30) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 d ,

M

M M

M

p r p p
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + +
+ −

+

′ − −
− = −∫                   (31) 

1 1 1,Mv v v− += =                                    (32) 

( )
2 2 d .

M
M

p r
v v r

r
ρ

ρ

−

−

′
= + ∫                                (33) 

5) 若 ρ ρ− +< 且 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 d ,

p p p r
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+

−

− + − +
+ −

− +

′− −
− < − < ∫                   (34) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由1-激波和3-稀疏波组成。中间状态 ( )1 2, ,M M Mv vρ 由下列方程组给定： 

,Mρ ρ ρ− +< <                                     (35) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 d ,

M

M M

M

p r p p
v v r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ − −
+ −

−

′ − −
− = −∫                   (36) 

1 1 1,Mv v v− += =                                     (37) 

( ) ( ) ( )( )
2 2 .M M

M
M

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− −
−

−

− −
= −                         (38) 
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6) 若 

( ) ( ) ( )( )
2 2 ,

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− = −                         (39) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由一个激波组成。更准确地说，当 ρ ρ− +< 时，这个激波是1-激波，当

ρ ρ− +> 时，其为3-激波。 

7) 若 

( ) ( ) ( )( )
2 2 ,

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− < −                         (40) 

则黎曼问题(1) (3)的标准解由1-激波和3-激波组成。中间状态 ( )1 2, ,M M Mv vρ 由下列方程组给定： 

{ }max , ,Mρ ρ ρ− +>                                   (41) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 ,M M M M

M M

p p p p
v v

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

+ + − −
+ −

+ −

− − − −
− = − −            (42) 

1 1 1,Mv v v− += =                                     (43) 

( ) ( ) ( )( )
2 2 .M M

M
M

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− −
−

−

− −
= −                           (44) 

注2.1. 在二维等熵欧拉系统中，若 1 1v v− += ，则自相似解只能由激波和稀疏波组成。若自相似解中出

现接触间断，当且仅当 1 1v v− +≠ 。 

引理2.2. (见[9]中定理2.3)若 ( ),vρ± ± 使得柯西问题(1) (3)存在一个可容许扇形下解 ( ), ,v uρ ，则存在满

足下列性质(1) (3)的无穷多可容许弱解： 
1) ρ ρ= ； 
2) 对几乎所有的 ( ),t x P P− +∈ ∪ ，有 ( ) ( ), ,v t x v t x= ； 

3) 对几乎所有的 ( ), it x P∈ ，有 ( ) 2
, iv t x C= 。 

此引理表示如果存在一个可容许扇形下解，则有无穷多可容许弱解存在。因此，无穷多可容许解的

构造归结为一个下解的构造。 
为了构造扇形下解，下面引理是不可缺少的。 
引理2.3. ([17])若给定压强项p为(4)，且 0 ρ ρ− +< < 。对任意 ρ ρ− +≠ ，下列不等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
d .

p r p p
r

r
ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+

−

− + − +

− +

′ − −
<∫                        (45) 

定理的证明也需要下面的引理。 
引理2.4. (见[9])对任意 Mρ ρ ρ− +< < ，下列不等式成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
.M M

M

p p p pρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

− − + − + −

− − +

− − − −
<                 (46) 

3. 定理证明 

此节给出两种证明办法。第一种是推广[9] [17]中定理证明方法，得到标准解包含一个接近最大密度

的激波和一个2-接触间断时弱解的不唯一性。第二种证明是推广[11]中的方法到具有最大密度限制的更一
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般情况。 

3.1. 证明方法一 

在此，考虑划分四个扇形分区 1 2, , ,P P P P− + ，即 2N = 。我们可以如[11]中一样考虑 1 1v v− +≠ 情况将扇

形下解的定义化简为方程组和不等式组(具体证明见附录)。若满足附录命题 2 中的方程组和不等式组及

1ν ν β ν− +< = < ，则存在一个可容许扇形下解。 
类似[9]中所述，选择 1 2,ρ δ 作为参数，则将 12, ,vν ν− + 和 1δ 用 1ρ 表示，继续简化附录命题2中的方程组

和不等式组如下： 
命题3.1. 若柯西问题(1) (3)存在可容许扇形下解，当且仅当常数 2

1 2,ρ δ ∈ 满足： 

1 ,ρ ρ ρ− +< <                                     (47) 

( )1 1 0,δ ρ >                                      (48) 

12 ,vν ν− +< <                                     (49) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1
12 2 1 1

1

1 12 1 2
1 1 1 12 1 2 1 1 2

1

2

,

v v p p

v v
v v

ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ
δ ρ ρ ρ δ ρ δ

ρ ρ

−
− − −

−

− −
−

−

− 
− + − 

− 
−

≤ + − +
−

                (50) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1
2 12 1 1

1

1 2 12 1
1 1 1 2 12 1 1 2

1

2

.

v v p p

v v
v v

ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ
δ ρ ρ δ ρ δ

ρ ρ

+
+ + +

+

+ +
+

+

− 
− + − 

− 
−

≤ − + − +
−

                 (51) 

其中，我们定义函数 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

12 1 2 1 2 1
1

2
2 2 1 1

1:

,

v v v

p p v v

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− − + + + −
− +

− + − + + − − + − +

= − − − −− 

 + − − − − − −




 

以及 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
1 1 2 222

1 1

2 1
2 2

1

:

.

p p
v v

p p v v

ρ ρ ρ ρ ρ
δ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

− − −
+ − +

− + − +

+
− + − + + − − +

−

− − 
= − + −− − 

− + − − − −   − 

 

函数 ( ) ( )12 1 1 1,v ρ δ ρ 在 1ρ ρ ρ− +< < 条件下及满足(9)的初值时可以定义。 

注3.1. 此引理证明与压强项p无关。因此，在最大密度约束条件下，其结果依然能够成立，证明过程 
与[9]中一样。值得注意的是引理2.3和(9)~(10)确保了 ( ) ( )12 1 1 1,v ρ δ ρ 定义中平方根下的项是非负的。 

上述命题说明不需要考虑中间界面的Rankine-Hugoniot条件和可容许条件，但在含接触间断的情况

下，为了定义一个下解，我们还需要保证中间界面的速度满足 

12 .vν ν− +< <  

由附录命题2中Rankine-Hugoniot条件和可容许条件计算可得： 
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( ) ( ) ( )( ) ( )22 2 1
2 2

1

1 ,
v v p p v vρ ρ ρ ρ

ν ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− − + + +
− − + − + + − − +

− + − + −

 − −
= + − − − −

− − −       (52) 

( ) ( ) ( )( ) ( )22 2 1
2 2

1

1 .
v v p p v vρ ρ ρ ρ

ν ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− − + + −
+ − + − + + − − +

− + − + +

 − −
= − − − − −

− − −       (53) 

由上述两式： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

12 2 2
1 1 1

2
2 2 1 1

12 2 2
1 1 1

2
2 2 1 1

,

.

v v v

p p v v

v v v

p p v v

ρ ρ ρ
ν

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
ν

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− + −
− − +

+ − − + −

− + − + + − − + + −

− + −
+ − +

+ − + + −

− + − + + − − + + −

− = − +
− − −

 × − − − − − − 

− = − − +
− − −

 × − − − − − − 

 

则要使 12vν− < ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 1 1 1 2 2 .p p v v v vρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + + − − + + − + − − +

 − − − − − − > − − −   

类似地，对于 12v ν+< ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 1 1 1 2 2 .p p v v v vρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + + − − + + − + + − +

 − − − − − − > − −   

由于这两个条件很难同时满足，为此，类似于[9]，我们考虑引入一个辅助状态，来得到满足

12vν ν− +< < 的下解。 
定义3.1. (见文献[9])考虑三维相空间 2+= × S 。记中心为 ( ),M M MU vρ= ∈

  S ，半径为 0r > 的二 

维球： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1: , | , , , .r M M M MB U v v v v v rρ ρ ρ= ∈ = − <

 S  

以下暂时不考虑给定的初始状态 ( ) ( ), , ,U v U vρ ρ− − − + + += = 。 

引理3.1. 若 ( ),U vρ− − −= ∈

  S 是任意给定的状态，且状态 ( ),M M MU vρ= ∈

  S 与U−
 由1-激波连接，则

存在正常数 *ρ ρ< ，使得当 Mρ ρ> 时，对一个半径 0r > 有下列性质成立：如果状态 ( ),U vρ+ + += ∈

  S 满

足 
1) Mρ ρ+ >  ， 

2) ( )r MU B U+ ∈  ， 

3) 当 ,U U− +
  作为初始状态时，黎曼问题(1) (3)的标准解由1-激波、可能有的2-接触间断和3-稀疏波组

成， 
那么以 ,U U− +

  为初始状态的黎曼问题(1) (3)存在一个可容许扇形下解。 
证明. 与[9]不同的是，在含接触间断时要定义一个下解还需证明上述附加条件 12vν ν− +< < 。主要考

虑找到能满足此附加条件的 1,ρ ρ+ 等。 
在本定理条件下，此附加条件可等价于 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 1 1 1 2 2 ,p p v v v vρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + + − − + + − + − − +

 − − − − − − > − − −                 (54) 
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以及 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 1 1 1 2 2 .p p v v v vρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + + − − + + − + + − +

 − − − − − − > − −                  (55) 

由于 Mρ 与 ρ− 由1-激波连接，则 

( ) ( ) ( )( )
2 2 0.M M

M
M

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− −
−

−

− −
− = >

   

 

 

 

又注意到 1ρ ρ ρ− +< <  ，则当 *Mρ ρ→ 时，对有界的 2 2Mv v+ −  ，(54)能够满足。 

(55)的一个充分条件是 

( ) ( ) ( )( ) ( )21
2 2

1

1 .
p p

v v
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
− + − + + +

− +
+ − − −

− −  −
> + − − 

   

  

 

   

 

方便起见，记 

* * 1 * *, , , .Mx y z wρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− += − = − = − = −                         (56) 

则考虑 *Mρ ρ→ 的极限时， , , 0x w y → ，此时 

( )( )*
2
*2 2

2 2
*

1

~ ,
M

M

M
M

xz x
z zv v x x

γ
γ

γ γγ

ρρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

−

− −

−
− −

   − −     − =







 

  

 

其中， ~a b 表示
0

lim 1
x

b
a→
= 。 

同样可得 

( ) ( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 ,M M

M M M
M

p p
v v v v v v v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− −
− + − + +

−

− −
− = − + − = + −

   

       

 

 

其中 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
* 2

*

2
*

*

2 21
2 2 2 2

1

~ .

~ ,

1 1 .

M M

M

p p z x

p p z w

y wv v v v
z y

γγ

γ
γ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

−− −

− −

− + − + −

+ − −

+ + +
− + − +

− − −

− −

− −

   − −
+ − = + −   − −   

   

  

   

  

   

   

  

 

由 Mρ ρ+ >  ，有 x w> 。那么当 *Mρ ρ→ ，即 0x → 时， 0w → ，且由[17]中定理1.2的证明可知 0y → ，

则 

0,y w
z y

ρ
ρ
+

−

−
→

−




 

从而(55)式成立。 
因此，在 *Mρ ρ→ 时，可以满足附加条件成立的充分条件，即能够定义一个扇形下解，从而由连续

性得到结论。 
类似[9]，构造黎曼问题∼和∧，其中对黎曼问题应用引理3.1，则可以得到定理1.1结论在标准自相似
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解包含一个接近最大密度的激波时成立。 
对于初值(9)，存在一个状态 MU ，其与状态U−可通过接近最大密度的1-激波连接。在状态U−和 MU 由

1-激波连接的情况下，我们可以应用引理3.1来得到具有以下性质的状态 2U ： 2Mρ ρ ρ+< < 且

( )2 r MU B U∈ ，其中 2, ,Mρ ρ ρ+ 分别是 2, ,MU U U+ 的密度。因此，问题(1) (3)的解可由两个黎曼问题的解

结合得到，其中两个黎曼问题为：左状态U−右状态 MU 的问题∼及左状态 2U 和右状态U+ 的问题∧。问题 
∼存在一个扇形下解，则有无穷多解，而问题∧的标准解仅包含3-稀疏波。 

对于初值(10)，同样将引理3.1应用于由接近最大密度的1-激波连接的状态 MU 和U−，我们可以得到

具有以下性质的状态 2U ： 2ρ ρ+ < 且 ( )2 r MU B U∈ 。因此，问题(1) (3)的解可由两个黎曼问题的解结合得

到，其中两个黎曼问题为：左状态U−右状态 2U 的问题∼及左状态 2U 和右状态U+ 的问题∧。类似于前一

种初值的情况，问题∼存在一个扇形下解，则有无穷多解存在。问题∧的标准解仅包含3-稀疏波。 

3.2. 证明方法二 

下面我们给出第二个证明以移除1-激波右状态密度接近最大密度的限制。 
为了证明定理1.1，首先推广文献[10]中定理1。 

引理3.2. 令 ( ) 1

1 1
p γρ

ρ ρ∗

=
 

− 
 

， 1γ > 。若给定 , 0,ρ ρ ρ ρ+ − + −> ≠ ， 2v+ ∈，则存在 

( )
( ) ( ) ( )( )

2, , , ,
p p

V V v
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ γ
ρ ρ

+ − + −
− + +

+ −

− −
= <  

使得对所有 2v− 满足 

( ) ( ) ( )( )
2 2 ,

p p
V v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ − + −
− +

+ −

− −
< − ≤  

黎曼问题(1) (3)存在无穷多可容许弱解。 
其与[10]中的证明相同，但其证明过程对理解扇形下解的构造十分重要，在此进行简要引述。 
选取参数 1ρ ，并用参数 1ρ 以及初值来表示函数 ( )1, ,ν β ε ρ± 。方便起见，定义下列函数： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2
2 2

2 2
2 2

,
,

,
,

.

E
J v v

T v v p p
u v v

Q J ET u p p

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− +

− − + +

− − + + − +

+ −

− + + − + −

= −
= −

= − + −

= −

= − = − − −

 

由此文考虑的初值(9) (10)，得到 0Q ≤ 。对于E需要考虑两种情况 0E = 和 0E ≠ 。此节主要考虑 

( )0Eρ ρ− +< < 的情况，其他情况类似可证。 
结合(52) (53)的 ,ν ν− +值，并由附录中的(82)式求出 β 后将其代入Rankine-Hugoniot条件和可容许条件

可计算得到： 

( ) ( ) ( )
2

1
1 1

1 1 1 1

1 1 .
p p Q u

E E
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

δ ρ
ρ ρ ρ ρ

+ + − − +
 − −

= − − − −  − 
                (57) 

类似文献[10]，有下列重要引理： 
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引理3.3. (见[10])存在唯一的 ρ 使得 

( )
( )

1 1

1 1

0, , ,

0, , .

δ ρ ρ ρ

δ ρ ρ ρ
−

+

> ∈

< ∈
 

此外，当
( ) ( ) ( )( )

1

p p
u

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ − + −

+

− −
→ − 时，有 ρ ρ+→ 。 

其中 ρ 是 ( )1 1δ ρ 在区间 ( ),ρ ρ+ 上的唯一零点。 

证明. 由于其证明与[10]中一致，在此简要说明。 
分别将 1 1,ρ ρ ρ ρ− −= = 代入 ( )1 1δ ρ ，由初值可得 ( )1 0δ ρ− > ， ( )1 0δ ρ+ < 。 

记 ρ 为 ( )1 1δ ρ 中的下列式子的零点： 

1 1

1 1,
Q u
E E

ρ ρ ρ
ρ ρ
− − +−

− − −
−

 

则显然有 ( )1 0δ ρ > 。 

易见， ( )1 1δ ρ 在 ( ),ρ ρ+ 上单调递减，则 1δ 在 ( ),ρ ρ+ 上存在唯一零点 ρ 。 

记 

( ) ( ) ( )( )
1

.
p p

D
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
+ − + −

+

− −
=  

当 u D→ − 时，可以得到 0Q → 以及 ( )1 0δ ρ+ → 。并且，由于 ρ ρ ρ+< < ，若 ρ ρ+→ ，有 ρ ρ+→ 。

因此证得第二个结论。 
又计算 ( ) ( )1 1 1 1 1δ ρ ρ δ ρ= 的二阶导数可得其在区间 ( ),ρ ρ−  上是凹函数。因此， ( )1 1δ ρ 在上没有零点，

即 ( )1 1δ ρ 在 ( ),ρ ρ−  上没有零点。 

如此证明引理的第一个结论。 
由(57)我们得到 

( ) ( ) ( )2
1 1

1 1 2 2
1 1

lim .
u D

p p D
E

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
δ δ

ρ ρ
+ + − +

→−

− −
= = −  

应用引理3.3就有 ( ) ( )1 1 0δ ρ δ ρ− += = 以及对所有 ( )1 ,ρ ρ ρ− +∈ 有 1 0δ > 。 

下面验证附录中命题的可容许条件(86) (87)，其中依旧考虑 u D→ − 。将其代入前文(52) (53)中的

,ν ν− +值，可以得到ν ν− +< 并且当 u D→ − 时ν− 和ν+的极限相同。 

若记 lim
u D

β β
→−

= ，则下面由附录命题中Rankine-Hugoniot条件(82)可以得到 

( )1
2

1

.
D

v
E

ρ ρ ρ
β

ρ
− +

+

−
= +  

下面考虑 2vβ −− 和 2v β+ − 的符号。由于 ρ ρ− +< ，则上式可被重写为 

( )

( )

1
2

1

1
2

1

,

.

D
v

E

D
v

E

ρ ρ ρ
β

ρ

ρ ρ ρ
β

ρ

− +
+

+ −
+

−
− = −

−
− = −
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因此，对于u D→ − ，当 ε 充分小时，有 2 0vβ −− < 在区间 ( ),ρ ε ρ− ++ 上成立以及 2 0v β+ − < 在 

( ),ρ ρ ε− + − 上成立。那么基于附录命题中Rankine-Hugoniot条件(80) (82)可得至少在 

( ) ( ) ( )( )p pρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ − + −

+ −

− −
的一个小邻域上要保证ν β ν− +< < 。 

考虑(86) (87)可得 

( ) ( ) ( ) ( )11 2 1
2 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1

2 : ,
vp p M
v

ε ρ ε ρρ ρ β ρ ρ
δ ρ ρ ρ ρ δ ρ δ

ρ ρ ρ ρ β ρ ρ
−− − −

− −
− − − −

− − + −
≤ + − − − = 

− − 
 

( ) ( ) ( ) ( )11 2 1
2 1 1 1 1 1 2

1 1 2 1

2 : .
vp p M
v

ε ρ ε ρρ ρ β ρ ρ
δ ρ ρ ρ ρ δ ρ δ

ρ ρ ρ ρ β ρ ρ
−+ + +

− −
+ − + +

− − + −
≥ − + − − − = 

− − 
 

为了满足下解条件中的 2 0δ > ，需要满足下列引理。 
引理3.4. [10]若 lim , 1,2i i

u D
M M i

→−
= = ，则对所有 ( )1 ,ρ ρ ρ− +∈ 有 

1 2 .M M>  

此外，存在 ( ),s ρ ρ− +∈ 使得 1M 在 1 sρ = 处取值为正。 

证明. 取u D→ − ，其中 1 1lim :
u D

δ δ
→−

= 已经给定。代入上面两不等式可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 2
2 1 1 1

1 1

2
2 2 ,

Evp p M
D

ε ρ ε ρρ ρ δ ρ
δ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
−− +

− − − +
− − − +

− −  
≤ + − − − + =   −   

 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 2
2 1 1 2

1 1

2
2 .

Evp p M
D

ε ρ ε ρρ ρ δ ρ
δ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
++ +

+ + −
+ − − +

− −  
≥ − + − − + =   −   

 

将上述两式作差，容易发现 1 2M M> 。 
最后，因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1

1

2 0,M p p
ε ρ ε ρρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

++ −
+ + +

+ − −

− −
= + − > 

− 
 

我们总能找到 s ρ+< 使得 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1

1

2 .M p p
ε ρ ε ρρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

++ −
+ +

+ − −

− −
> + − 

− 
 

采用类似[9]中的方法构造初始状态，形成两个新的黎曼问题，将两个黎曼问题的解结合起来，以此

证明在初值在包含接触间断的情况下也有无穷多可容许弱解。 
对于此文考虑的初值(9) (10)，构造一个辅助状态 ( ),M M MU vρ= 产生两个新的黎曼问题∼，∧： 

,
~

,M

U U
U U

− −

+

 =


=





问题  

以及 
ˆ ,
ˆ ,

MU U

U U
−

+ +

 =∧ 
=

问题  

其中问题∼中的状态 ( ),vρ− − 和 ( ),M Mvρ 满足引理3.2中的假设。因此，黎曼问题∼存在无穷多可容许
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下解。对于原初值为(9)的情况，问题∧由一个激波构成。对于原初值为(10)的情况，问题∧由一个稀疏

波构成。 
将黎曼问题∼和∧的解结合起来，得到了可容许弱解的不唯一性。定理1.1得证。 
因此，将无穷多可容许弱解不唯一的结论推广到了具有压强(4)的欧拉系统(1) (3)自相似解包含接触

间断的情况。 
并且由于状态 ( ),vρ− − 和 ( ),M Mvρ 满足引理3.2中的假设，则有 Mρ ρ ρ− +< < 。因此，只需要初值中压

强项有界，解的各中间状态对应压强项也有界。 

4. 总结 

对比这两种证明方法：证明方法一较简便，但其只适用于标准解包含一个接近最大密度的激波的特

殊情况；证明方法二可以移除证明方法一中关于接近最大密度的限制，因此其更适用于一般情况。 
综合两种证明，我们可以得出结论：在最大密度限制下，对于黎曼初值(9) (10)包含接触间断的情况，

欧拉系统存在无穷多可容许弱解。 
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附录 
在此节中，考虑划分四个扇形分区 1 2, , ,P P P P− + ，将扇形下解的定义化简为如下方程组和不等式组： 

命题1. (见[11]) 给定 2, , ,v vρ ρ− + − +∈ ∈   (见初值(3))。常数 1 2,C C +∈ ， 1, ,ν ν ν− + ∈， 1 2,ρ ρ +∈ ， 

1 11 122 2 2
0

2 12 11

, ,i i i
i i

i i i

v u u
v u

v u u
×   

= ∈ = ∈   −   
   

定义了柯西问题(1) (3)的一个可容许扇形下解，当且仅当下列代数方程组和不等式组成立： 
1) 左界面Rankine-Hugoniot条件 

( )1 2 1 12 ,v vν ρ ρ ρ ρ− − − −− = −                               (58) 

( )1 1 11 1 2 1 112 ,v v v v uν ρ ρ ρ ρ− − − − − −− = −                            (59) 

( ) ( ) ( )2 1
2 1 12 2 1 111 1 1 ;

2
Cv v v u p pν ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − − − − −− = + + − −                   (60) 

2) 中间界面Rankine-Hugoniot条件 

( )1 1 2 1 12 2 22 ,v vν ρ ρ ρ ρ− = −                                (61) 

( )1 1 11 2 21 1 112 2 212 ,v v u uν ρ ρ ρ ρ− = −                             (62) 

( ) ( ) ( ) 1 2
1 1 12 2 22 1 111 2 211 1 2 1 2 ;

2 2
C Cv v u u p pν ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− = − + + − + −               (63) 

3) 右界面Rankine-Hugoniot条件 

( )2 2 22 2 ,v vν ρ ρ ρ ρ+ + + +− = −                               (64) 

( )2 21 1 2 212 1 2 ,v v u v vν ρ ρ ρ ρ+ + + + + +− = −                            (65) 

( ) ( ) ( )2 2
2 22 2 2 211 2 2 2 ;

2
Cv v u v p pν ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ + + + + +− = − − + − +                  (66) 

4) 下解条件 
2 2
11 12 1,v v C+ <                                      (67) 

2 2
21 22 1,v v C+ <                                      (68) 

( )22 21 1
11 111 12 111 112 11 12 0,

2 2
C Cv u v u u v v  − + − − − − >  

  
                      (69) 

( )22 22 2
21 211 22 211 212 21 22 0;

2 2
C Cv u v u u v v  − + − − − − >  

  
                     (70) 

5) 左界面可容许条件 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
1

1 1 1

2
1

2 1 1 1 12 2 1 12

2 2

;
2 2

v C

v Cp v p v v v

ν ρ ε ρ ρ ε ρ ν ρ ρ

ρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ ρ ρ

−
− − − − −

−
− − − − − −

 
 − + −
 
 

≤ + − + + −

              (71) 

6) 中间界面可容许条件 
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( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 12 2 2 2 22 1 22 2 22

2 2

;
2 2

C C

C Cp v p v v v

ν ρ ε ρ ρ ε ρ ν ρ ρ

ρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ ρ ρ

− −
 − + − 
 

≤ + − + + −

             (72) 

7) 右界面可容许条件 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
2

2 2 2

2
2

2 2 2 22 2 2 22 2

2 2

.
2 2

vC

vCp v p v v v

ν ρ ε ρ ρ ε ρ ν ρ ρ

ρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ ρ ρ

+
+ + + + +

+
+ + + + + +

 
 − + −
 
 

≤ + − + + −

            (73) 

类似[8]假设： 

11 1 21 1 1 2 12 22, , , : .v v v v v vρ ρ β− += = = = =  

由(61) (63)，我们可以得到 

1 2
111 211 .

2 2
C Cu u− = −                                   (74) 

此外，结合(58) (59)，有 112 11u v β= 。类似地结合(64) (65)可得 212 21u v β= 。将这两个式子代入(62)则
有 1ν β= 。最后，可以看到中间界面的可容许条件自然成立。 

因此，根据上述假设以及(74)我们可以将其下解条件简化为[11]： 
2 2
1 1,v Cβ− + <                                      (75) 

2 2
1 2 ,v Cβ+ + <                                      (76) 

2 21 1
1 111 111 0,

2 2
C Cv u uβ−

  − + − − >  
  

                           (77) 

2 22 1
1 211 111 0.

2 2
C Cv u uβ+

  − + − − >  
  

                           (78) 

则下解条件(75)~ (78)成立当且仅当 

21
111 .

2
C u β− >  

若记 

21
1 111

2 2 21
2 111 1 1 1 1

2 2 22
2 211 1 2 1 1

,
2

,
2

,
2

C u

C u v C v

C u v C v

δ β

δ β δ

δ β δ

− −

+ +

− −

= + − = − − −

′ = − − = − − −

=

 

则下解条件(75)~ (78)等价于 1 20, 0δ δ> > 以及 2 0δ ′ > 。 
不妨设 2 2δ δ ′= ，即 

2 2
1 1 2 1.C v C v− +− = −                                   (79) 

因此，代入新变量 1 2,δ δ 及利用(74) (79)，我们可以将引命题1中的方程组和不等式继续化简为： 
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命题2. ([11]) 
1) 左界面Rankine-Hugoniot条件： 

( )1 2 1 ,vν ρ ρ ρ ρ β− − − −− = −                                (80) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 1 1 1 ;v v p pν ρ ρ β ρ ρ β δ ρ ρ− − − − − −− = − + + −                   (81) 

2) 右界面Rankine-Hugoniot条件： 

( )1 1 2 ,vν ρ ρ ρ β ρ+ + + +− = −                                (82) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 1 ;v v p pν ρ β ρ ρ β δ ρ ρ ρ+ + + + + +− = + − + −                   (83) 

3) 下解条件： 

1 0,δ >                                        (84) 

2 0;δ >                                        (85) 

4) 左界面可容许条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
2 1 1 1 1 2 1 2

1 1

2 ;
v

v p p v
ε ρ ε ρ ρ ρ β

β ρ ρ ρ ρ δ ρ β δ δ
ρ ρ ρ ρ
− − −

− − − −
− −

− − 
− + − ≤ + − + 

− − 
    (86) 

5) 右界面可容许条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
2 1 1 1 1 2 1 2

1 1

2 .
v

v p p v
ε ρ ε ρ ρ ρ β

β ρ ρ ρ ρ δ ρ β δ δ
ρ ρ ρ ρ

+ + +
+ + + +

+ +

− − 
− + − ≤ − + + + 

− − 
    (87) 
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