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摘  要 

本文主要研究了一类具有轨道翻转的三点异维环分支问题。在未扰动异维环Γ的小管状邻域内，通过构

建局部活动坐标架，建立Poincaré映射得到后继函数。再通过对分支方程的分析，得到了三点异维环Γ
的小邻域内“∞”型双异维环、双同宿环的存在性和双异维环与1-周期轨、2重周期轨的共存性。另外，

我们还得到了轨道的存在区域和分支曲面的表达式。 
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Abstract 
In this paper, bifurcation of three-point heterodimensional cycles with orbit flip is studied in a 
three-dimensional vector field. By establishing local moving frame systems in a small tubular 
neighborhood of unperturbed heterodimensional cycles, we build a Poincaré return map and ob-
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tain succeed functions. Based on analysis of the bifurcation equations, the existence of “∞” type 
double heterodimensional cycles, homoclinic loops, and the coexistence of hetrodimensional cycle 
with 1-periodic orbit or 2-fold periodic orbit near Γ are received. Moreover, we give the existence 
regions of the above orbits and the expression of bifurcation surfaces. 
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1. 引言 

同宿轨和异宿轨及其分支是分支结构不稳定性和动力系统复杂性研究的重要问题之一，在生物学、

物理学、金融等领域有重要的应用，得到了众多学者的关注，目前已获得丰富的结果，参见[1] [2] [3] [4] 
[5]。 

作为异宿轨的一种特殊形式—异维环，它在整个异宿轨的理论研究中占有重要地位。1973 年，

Newhouse 和 Palis 在文献[6]中第一次研究了异维环的分支，通过采用固有值作为分支值得到了 2 重周期

轨数量的下界。此后有关异维环的分支问题得到广泛的关注(参考文献[6]-[18])。 
在文献[10]中，作者研究了四维系统中具有倾斜翻转的两点异维环分支问题，利用[9]中给出的方法

得到了分支方程，并通过对分支方程的分析，证明了同宿轨、周期轨和异宿轨的存在性和共存性以及由

倾斜翻转产生的异维环与同宿环共存的结论；文献[11]则考虑了在轨道翻转和倾斜翻转的条件下两点异维

环的分支问题，得到了周期轨与同宿轨的存在性和在异维环保存的情况下与周期轨的共存性的结论，同

时也给出了奇异轨存在性和共存性的范围。此外文献[12]将异维环的分支问题提升到了高维系统，给出了

微小扰动下，同宿轨、周期轨与异宿环不共存性的条件。 
然而，现有的绝大多数论文仅限于研究连接两个奇点的异维环的分支，对三点异维环分支的讨论比

较少(例如[16]、[17]和[18])。本文在文献[16] [17] [18]研究的基础上，考虑非对称系统具有轨道翻转时的

异维环分支。主要分为以下几个部分：在第二部分，我们给出本文的假设条件；在第三部分构造新的活

动坐标架和 Poincaré 映射，利用后继函数得到分支方程；在第四部分，对得到的分支方程进行分析，讨

论三点异维环 Γ 的小邻域内“∞”型双异维环、双同宿环的存在性和双异维环与周期轨、同宿轨的共存

性以及存在区域和平面分支图。 

2. 假设条件 

考虑 rC 系统及其未扰系统 

( ) ( ),z f z g z µ= +                                  (2.1) 

( )z f z=                                      (2.2) 

其中 3r ≥ ， 3z∈ ， lµ∈ ， 5l ≥ ， 0 1µ≤  ， ( ),0 0g z = 。假设 ( ) 0if p = ， ( ), 0ig p µ = ， 1,2,3i = 。

,f g 是 r 级可微连续。 

再做如下假设： 
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(A1) 系统(2.2)具有三个双曲平衡点 1p ， 2p ， 3p 。并且对应的线性化矩阵 ( )1Df p 有单特征值 1
1ρ− ，

1
1λ ， 2

1λ 满足 1 1 2
1 1 10ρ λ λ− < < < ； ( )2Df p 有单特征值 1

2ρ− ， 1
2λ ， 2

2λ 满足 1 1 2
2 2 20ρ λ λ− < < < ； ( )3Df p 有单特

征值 1
3ρ− ， 2

3ρ− ， 1
3λ 满足 2 1 1

3 3 30ρ ρ λ− < − < < 。 

(A2) 1 2 3 4Γ = Γ Γ Γ Γ   是 系 统 (2.2) 的 异 维 环 ， 其 中 ( ){ }:k kz r t t RΓ = = ∈ ， 1,2,3,4k = 。

( ) ( )1 2 1r r p−∞ = +∞ = ， ( ) ( )1 2 2r r p+∞ = −∞ = ， ( ) ( )3 4 2r r p−∞ = +∞ = ， ( ) ( )3 4 3r r p+∞ = −∞ =  (见图 1)。 

(A3) (非退化条件) ( ) ( )( )2 33 3
dim 1u ss

p pr t r tT W T W = 。 

(A4) 定义
( )
( )

lim k
k t

k

r t
e

r t
±

→ ∞
=







， 1,2,3,4k = 。且
1 11

u
p pe T W+ ∈ ，

2 22 3, u
p pe e T W+ + ∈ ，

3 34
u

p pe T W+ ∈ ，
2 21 4, s

p pe e T W− − ∈ ，

1 12
s

p pe T W− ∈ ，
3 33

ss
p pe T W− ∈ ，分别是 1

1λ ， 1
2λ ， 1

3λ ， 1
2ρ− ， 1

1ρ− ， 2
3ρ− 的单位特征向量，其中 2 3e e+ += − ， 1 4e e− −= −

(见图 1)。 
(A5) 令 ( ) { }11 1lim ,u

p vr tt
T W span e e− +

→+∞
= ， ( ) { }21 1lim s

pr tt
T W span e+

→−∞
= ， ( ) { }22 2 1lim ,u

pr tt
T W span e e− +

→+∞
= ， 

( ) { }12 2lim s
pr tt

T W span e+

→−∞
= ， ( ) { }23 3lim ,u

p yr tt
T W span e e− −

→+∞
= ， ( ) { }33 3lim ,s

p vr tt
T W span e e+ +

→−∞
= ， 

( ) { }34 4lim u
pr tt

T W span e−

→+∞
= ， ( ) { }24 4lim s

pr tt
T W span e+

→−∞
= ，其中 ve+ ， ye− 分别是 2

2λ ， 1
3ρ− 的单位特征向量。 

(A6) 
1 1 1
3 2 1
1 1 1
3 2 1

1λ λ λ
ρ ρ ρ

> > > 。 

 

 
Figure 1. Heterodimensional cycle 1 2 3 4Γ = Γ Γ Γ Γ    
图 1. 异维环 1 2 3 4Γ = Γ Γ Γ Γ    

3. Poincaré 映射和分支方程 

这一部分，我们给出系统(2.1)的规范型，并且利用局部活动坐标架，在异维环 Γ 附近建立 Poincaré
映射，并给出分支方程。 

首先假设 iU 是奇点 ( )1,2,3ip i = 充分小邻域，则可通过适当的平移和线性变换，将系统(2.1)在 1U 内

化成如下的形式： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
1

1
1

2
1

2

2

2

x x O

y y O

u u O

λ µ

ρ µ

λ µ

 = +
 = − +


= +







                                (3.1) 

在 2U 内化为： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

2
2

2

2

2

x x O

y y O

v v O

λ µ

ρ µ

λ µ

 = +
 = − +


= +







                                (3.2) 
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在 3U 内化为： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
3

1
3

2
3

2

2

2

x x O

y y O

w w O

λ µ

ρ µ

ρ µ

 = +
 = − +
 = − +







                                (3.3) 

根据文献[19]以及流形的不变性，我们在小邻域 iU 内拉直平衡点 ip 的局部稳定流形和局部不稳定流

形、局部强稳定流形和局部强不稳定流形，系统(2.1)在 1U 内进一步可表示为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1

1
1

2
1

1

1

1

x o x O u O y

y o y

u o u O x O y

λ µ

ρ µ

λ µ

 = + +

 = − +


= + +







                           (3.4) 

在 2U 内为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1
2

1
2

2
2

1

1

1

x o x O v O y

y o y

v o v O x O y

λ µ

ρ µ

λ µ

 = + +

 = − +


= + +







                           (3.5) 

在 3U 内为： 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1
3

1
3

2
3

1

1

1

x o x

y o y O w O x

w o w O x O y

λ µ

ρ µ

ρ µ

 = +

 = − + +


= − + +







                          (3.6) 

系统(3.4)~(3.6)至少为
2rC −
的。 

选取时间 1kT  ， 1,2,3,4k = 。且 ( ) ( )1 1 2 2 1,r T r T U− ⊂ ， ( ) ( )1 1 2 2 2,r T r T U− ⊂ ， ( ) ( )3 3 4 4 2,r T r T U− ⊂ ，

( ) ( )3 3 4 4 3,r T r T U− ⊂ 满足 ( ) ( ),0,0k kr T σ ∗− = ， 1,3,4k = 。 ( ) ( )2 2 ,0,0r T σ ∗− = − ； ( ) ( )0, ,0k kr T σ ∗= ， 2,4k = 。

( ) ( )1 1 0, ,0r T σ ∗= − ， ( ) ( )3 3 0, ,0r T σ ∗= 。这里∗表示转置， 0 1σ<  是充分小正常数，并且使得如下范围

成立 

( ){ } 1, , , , 2x y u x y u Uσ∗ < ⊂ , 

( ){ } 2, , , , 2x y v x y v Uσ∗ < ⊂ , 

( ){ } 3, , , , 2x y w x y w Uσ∗ < ⊂ . 

考虑系统(2.2)的线性变分系统 

( )( )kz Df r t z=                                     (3.7) 

和其伴随系统 

( )( )( )kDf r tψ ψ
∗

= −                                  (3.8) 

1,2,3,4k = 。 
在假设条件(A1)~(A5)成立的前提下，则 
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1) 当 1k = 时，变分系统(3.7)存在基解矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
1 1 1 1, ,Z t z t z t z t= ，定义 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 21 1

11
1

1 1

u s
p pr t r t

r t
z t T W T W

r T
= ∈

−







, ( ) ( )( )1

2
1 1

c

r tz t T∈ Γ , ( ) ( )( ) ( )( )21 1

3
1 1

c cs
pr t r tz t T T W∈ Γ  , 

使得 

( ) ( )

12
1

22 21 22
1 1 1 1 1 1 1

32 32
1 1

1 0 0 0 0
0 0 ,  0
0 1 0 1

Z T Z T
ω

ω ω ω
ω ω

  
  − = =   

      

, 

其中 21
1 0ω < ， 22

1 0ω ≠ 。 

2) 当 2k = 时，变分系统(3.7)存在基解矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
2 2 2 2, ,Z t z t z t z t= ，定义： 

( ) ( ) ( )2 12 2

1 2
2

2 2

( )
( )

u s
p pr t r t

r tz t T W T W
r T

= ∈
−






, ( ) ( ) ( )( )2

2 3
2 2 2,

c

r tz t z t T∈ Γ , 

使得 

( ) ( )

12
2

21 22
2 2 1 1 2 2

32
2

1 0 0 0 1
0 1 0 ,  0
0 0 1 0 0

Z T Z T
ω

ω ω
ω

  
  − = =   

      

, 

其中 21
2 0ω < 。 

3) 当 3k = 时，变分系统(3.7)存在基解矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
3 3 3 3, ,Z t z t z t z t= ，定义： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 33 3

31
3

3 3

u ss
p pr t r t

r t
z t T W T W

r T
= ∈

−







, ( ) ( )( )3

2
3 3

c

r tz t T∈ Γ , ( ) ( )( ) ( ) 33 3

3
3 3

c s
pr t r tz t T T W∈ Γ  , 

使得 

( ) ( )

12
3
22

3 3 3 3 3
32 31 31 33
3 3 3 3

1 0 0 0 0
0 1 0 ,  0 1
0 1

Z T Z T
ω
ω

ω ω ω ω

  
  − = =   

      

, 

其中 31
3 0ω < 。 

4) 当 4k = 时，变分系统(3.7)存在基解矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
4 4 4 4, ,Z t z t z t z t= ，我们选择： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )3 24 4

41
4

4 4

u s
p pr t r t

r t
z t T W T W

r T
= ∈

−







, ( ) ( ) ( )( )34 4

2
4 4

cs
pr t r tz t T W T∈ Γ , 

( ) ( )( ) ( )( )34 4

3
4 4

c cu
pr t r tz t T W T∈ Γ , 

使得 

( ) ( )

12 13
4 4

23 21 22 23
1 1 4 1 1 4 4 4

32 33
4 4

1 0 0 0
0 1 ,  
0 0 1 0

Z T Z T
ω ω

ω ω ω ω
ω ω

  
  − = =   

      

, 

其中 21
4 0ω < ，

12 13
4 4
32 33
4 4

0
ω ω

ω
ω ω

= ≠ 。 
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我们选择 ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,k k kz t z t z t 作为沿 ( )1,2,3,4k kΓ = 的局部活动坐标架，并记 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 1, ,k k k k kt t t t Z tψ ψ ψ
∗−Ψ = = , 

其中 ( )k tΨ 表示伴随系统(3.8)的基解矩阵。 

在 kΓ 的邻域内引入新的坐标变换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ],  ,k k k k k kz t h t r t Z t N t t T T= + ∈ −  

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 30, , 1,2,3,4k k iN t n t n t k
∗

= = 。 

轨道 kΓ 在 kt T= − 及 kt T= 时，我们构造八个与系统轨线 Γ 横截的截面(见图 2)： 

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

0 1
1 1 1 1 1 1
0 1
2 2 2 2 2 2
0 1
3 3 3 3 3 3
0 1
4 4 4 4 4 4

: , , , : , , ,

: , , , : , , ,

: , , , : , , ,

: , , , : , , .

S z h T x y u S z h T x y v

S z h T x y v S z h T x y v

S z h T x y v S z h T x y w

S z h T x y w S z h T x y v

σ δ σ δ

σ δ σ δ

σ δ σ δ

σ δ σ δ

= = − − < = = − <

= = − − < = = − <

= = − − < = = − <

= = − − < = = − <

 

这里 0 δ σ<  。 
 

 
Figure 2. The sections and Poincaré map 
图 2. 轨线 Γ 横截的八个截面、Poincaré 映射 

 
在新的坐标变换下，系统(2.1)具有形式为 ( ) ( ) ( ) ( )k k kZ t r t Z t N t= + 的解，通过计算整理可得： 

( ) ( ) ( )( ),0 . . .k k kN t t g r t h o tµ µ∗= Ψ +                           (3.9) 

再通过对上式两端同时积分，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ),0 d . . .k

k

T
k k k k k kT

N T N T t g r t t h o tµ µ∗

−
= − + Ψ +∫                  (3.10) 

接着我们建立 Poincaré 映射。 

1) 构建正则映射： ( )1 0 1  1,2,3,4k k kF S S k→ =: 。其中 ( ) ( )1 0,2 0,3 1,2 1,30, , 0, ,k k k k kF n n n n
∗ ∗
= 。 

由(3.9)，(3.10)得： 
1, 0, . . .j j j
k k kn n h o tµ= +Μ +                              (3.11) 

这里 ( )( ) ( )( ),0 dk

k

Tj j
k k kT

t g r t tµψ
∗

−
Μ = ∫ ， 2,3j = 。 

2) 建立奇异映射： ( )0 1,2,3,4kF k = ，其中 0 1 1 0 0
1 2 2 1 1:F q S q S∈ → ∈ ， 0 1 1 0 0

2 1 1 2 2:F q S q S∈ → ∈ ， 
0 1 1 0 0

3 4 4 3 3:F q S q S∈ → ∈ ， 0 1 1 0 0
4 3 3 4 4:F q S q S∈ → ∈  (见图 2)。 

定义 1 2 3 4, , ,τ τ τ τ 分别表示从 1
2q 到 0

1q ， 1
1q 到 0

2q ， 1
4q 到 0

3q ， 1
3q 到 0

4q 的飞行时间函数，根据假设条件(A6)
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成立，我们可以取相应的 Shilnikov 时间为 
( )1

1 1
1 es ρ µ τ−= , ( )1

2 2
2 es ρ µ τ−= , ( )1

2 3
3 es ρ µ τ−= , ( )1

3 4
4 es ρ µ τ−= . 

3) 建立新旧坐标之间的关系 

这里旧坐标为 ( )0 0 0 0
1 1 1 1, ,q x y u

∗
， ( )1 1 1 1

1 1 1 1, ,q x y v
∗
， ( )0 0 0 0

2 2 2 2, ,q x y v
∗
， ( )1 1 1 1

2 2 2 2, ,q x y u
∗
， ( )0 0 0 0

3 3 3 3, ,q x y v
∗
，

( )1 1 1 1
3 3 3 3, ,q x y w

∗
， ( )0 0 0 0

4 4 4 4, ,q x y w
∗
， ( )1 1 1 1

4 4 4 4, ,q x y v
∗
；新坐标为 ( ),2 ,30, ,j j j

k k kq n n ( )1,2,3,4; 0,1k j= = 。 

接下来利用变换 ( ) ( ) ( ) ( )k k k kh t r t Z t N t= + 我们可知 

( ) ( ) ( )0
k k k k k k kq r T Z T N T= − + − − , ( ) ( ) ( )1

k k k k k k kq r T Z T N T= + , 

其中 ( ) ( )0,2 0,30, ,k k k kN T n n
∗

− = ， ( ) ( )1,2 1,30, ,k k k kN T n n
∗

= ( )1,2,3,4k = 。 

将 ( )k kZ T− ， ( )k kZ T 和 ( )k kr T− ， ( )k kr T 的表达式代入 0
kq ， 1

kq 的等式中，我们可得： 

( ) ( )
( ) ( )

1 10,2 22 0 0,3 0 32 22 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 11,2 12 1 1,3 1 32 12 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

, ,

, ,

n y n u y x

n x n v x y

ω ω ω σ

ω ω ω σ

− −

− −

 = = − =

 = = − ≈ −

                    (3.12) 

( ) ( )

0,2 0 0,3 0 0
2 2 2 2 2

1 11,2 32 1 1,3 1 12 32 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,

, ,

n y n v x

n u n x u y

σ

ω ω ω σ
− −

 = = = −


= = − ≈
                     (3.13) 

( ) ( )

0,2 0 0,3 0 32 0 0
3 3 3 3 3 3 3

1 11,2 12 1 1,3 1 22 12 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3

, ,

, ,

n y n v y x

n x n y x w

ω σ

ω ω ω σ
− −

 = = − =


= = − ≈
                     (3.14) 

( ) ( ) ( ) ( )
0,2 0 23 0 0,3 0 0
4 4 4 4 4 4 4

1 11,2 33 1 13 1 1,3 12 1 32 1 1
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

, ,

, ,

n y w n w x

n x v n v x y

ω σ

ω ω ω ω ω ω σ− −

 = − = =


= − = − ≈
               (3.15) 

则根据系统(2.1)的规范型(3.4)~(3.6)并且忽略高阶项，我们可得： 

( ) ( )0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1: , , , ,F q x y u S q x y u S∈ → ∈ ,  

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2
1 1
1 1
1 11 0 1 0

2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1, ,x x T s y y T s u u T u s
λ µ λ µ

ρ µ ρ µσ τ σ= ≈ = + ≈ = ≈ , 

( ) ( )0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2: , , , ,F q x y v S q x y v S∈ → ∈ , 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2
2 2
1 1
2 21 0 1 0

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2, ,x x T s y y T s v v T v s
λ µ λ µ

ρ µ ρ µσ τ σ= ≈ − = + ≈ − = ≈ , 

( ) ( )0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3: , , , ,F q x y v S q x y v S∈ → ∈ , 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2
2 2
1 1
2 21 0 1 0

4 4 3 3 4 3 3 4 4 3 3, ,x x T s y y T s v v T v s
λ µ λ µ

ρ µ ρ µσ τ σ= ≈ = + ≈ = ≈ , 

( ) ( )0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
4 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4: , , , ,F q x y w S q x y w S∈ → ∈ , 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2
3 3
1 1
3 31 0 1 0

3 3 4 4 3 4 3 4 4 3 4 4, ,x x T s y y T y s w w T s
λ µ ρ µ

ρ µ ρ µσ τ τ σ= ≈ = + ≈ = + ≈ . 

综上，我们可得 Poincaré 映射： 1 0
k k kF F F=  ， 1,2,3,4k = ，如下 
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( )
( )

( )
( )

2
3
1
3

11,2 22 2
1 1 1 1

11,3 0 32 22 3
1 1 1 1 1 1

1,2 2
2 2 2
1,3 0 3
2 2 2
1,2 2
3 3 3
1,3 0 32 3
3 3 3 3 3

1,2 1 23 2
4 3 4 4 4 4

. . .,

. . .,

. . .,

. . .,

. . .,

. . .,

. . .

n s h o t

n u s h o t

n s h o t

n v h o t

n s h o t

n v s h o t

n y s s h o t
ρ µ

ρ µ

ω σ µ

ω ω σ µ

σ µ

µ

σ µ

ω σ µ

ω σ µ

−

−

= +Μ +

= − +Μ +

= − +Μ +

= +Μ +

= +Μ +

= − +Μ +

= − +Μ +
( )
( )

2
3
1
31,3 3

4 4 4

,

. . ..n s h o t
ρ µ

ρ µσ µ


















= +Μ +

                       (3.16) 

令 1, 1,j j j
k k kG n n= − ( )1,2,3,4; 2,3k j= = ，为方便起见使得 ( )j j

i iλ µ λ= ， ( )3 3
j jρ µ ρ= ， ( )1 1

i iρ µ ρ= ，

, 1,2i j = ； ( )1 1
3 3λ µ λ= 。则由(3.12)~(3.16)可得后继函数如下所示： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1
2
1
2

2 1
2 2
1 1
2 2

2
1
1
1

1 2
1 1
1 1
1 1

1 12 22 12 2
1 1 1 1 2 1

1 13 0 32 22 0 32 12 3
1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1

12 32 0 2
2 2 2 1 1 2

13 0 12 32 0 3
2 2 1 2 2 1 1 2

. . .,

. . .,

. . .,

. . .,

G s s h o t

G u s v s s h o t

G s u s h o t

G v s u s h o t

G

λ

ρ

λ λ

ρ ρ

λ

ρ

λ λ

ρ ρ

ω σ ω σ µ

ω ω σ ω ω σ µ

σ ω µ

σ ω ω µ

− −

− −

−

−

= + +Μ +

= − − − +Μ +

= − − +Μ +

= − + +Μ +

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1
3
1
3

1
3
1
3

2 1 2
3 2 2
1 1 1
3 2 2

2 2
3 2
1 1
3 2

12 12 2
3 3 3 4 3

13 0 32 1 22 12 3
3 3 3 3 3 3 3 4 3

1 12 1 23 33 13 0 2
4 3 4 4 4 4 3 4 3 3 4

1 13 12 0 32
4 4 4 3 3 4

. . .,

. . .,

. . .,

s s h o t

G v s y s h o t

G y s s s v s h o t

G s v s

λ

ρ

λ

ρ

ρ λ λ

ρ ρ ρ

ρ λ

ρ ρ

σ ω σ µ

ω σ ω ω σ µ

ω σ ω ω σ ω ω µ

σ ω ω ω ω

−

−

− −

− −

= − +Μ +

= − − + +Μ +

= − − + + +Μ +

= − +

1
2
1
2 3

3 4 . . ..s h o t
λ

ρσ µ


























+Μ +

           (3.17) 

要分析轨道 Γ 附近的分支情况，我们首先要考虑分支方程 

( )2 3 2 3 2 3 2 3
1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , , 0G G G G G G G G G G= =  

解的情况。由分支方程(3.17)第二，四和六式知方程 ( )3 3 3
1 2 3, , 0G G G = 有解 

( ) ( )
1
2
1
2

1 10 32 22 32 12 3
1 1 1 1 1 1 2 1 . . .u s s h o t

λ
ρω ω σ ω ω σ µ

− −
= + −Μ + , 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2
1 1 2 1
1 1 1 1
1 1 2 1

2
1
1
1

11 1 1 10 12 32 32 22 12 32 32 12
2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2

112 32 3 3
2 2 1 1 2 . . .,

v s s s

s h o t

λ λ λ λ

ρ ρ ρ ρ

λ

ρ

σ ω ω ω ω σ ω ω ω ω σ

ω ω µ µ

+ +− − − −

−

= − −

+ Μ −Μ +
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( )
1
3
1
3

10 32 1 22 12 3
3 3 3 3 3 3 4 3 . . .v s y s h o t

λ

ρω σ ω ω σ µ
−

= + − −Μ + . 

将上述解代入方程 ( )2 2 2 2 3
1 2 3 4 4, , , , 0G G G G G = ，可得 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

1
2
1
2

2
1
1
1

1
3
1
3

2 1 2
3 2 2
1 1 1
3 2 2

2
3
1
3

1 122 12 2
1 1 1 2 1

132 0 2
2 2 1 1 2

112 2
3 3 4 3

1 11 23 33 13 0 2
3 4 4 4 4 3 4 3 3 4

1 12
4 4

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

s s h o t

s u s h o t

s s h o t

y s s s v s h o t

s v

λ

ρ

λ

ρ

λ

ρ

ρ λ λ

ρ ρ ρ

ρ

ρ

ω σ ω σ µ

σ ω µ

σ ω σ µ

ω σ ω ω σ ω ω µ

σ ω ω

− −

−

−

− −

−

+ +Μ + =

− − +Μ + =

− +Μ + =

− − + + +Μ + =

− ( )
2 1
2 2
1 1
2 210 32 3

3 3 4 3 4 . . . 0.s s h o t
λ λ

ρ ρω ω σ µ−
















+ +Μ + =

            (3.18) 

下面分析分支方程(3.18)，在这里我们仅考虑 13 12
4 40, 0ω ω= ≠ 情况，其他情况 

13 12 13 12
4 4 4 40, 0; 0, 0ω ω ω ω≠ ≠ ≠ = 可类似讨论。 

当 13 12
4 40, 0ω ω= ≠ 时，我们可得如下分支的表达式： 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )

1
2
1
2

2
1
1
1

1
3
1
3

2 1
3 2
1 1
3 2

2
3
1
3

1 122 12 2
1 1 1 2 1

1 132 32 22 3 2
2 2 1 1 1 1 1 2

112 2
3 3 4 3

11 23 33 2
3 4 4 4 4 3 4

1 12 32
4 4 3

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

s s h o t

s s s h o t

s s h o t

y s s s h o t

s s

λ

ρ

λ

ρ

λ

ρ

ρ λ

ρ ρ

ρ

ρ

ω σ ω σ µ

σ ω ω ω σ µ µ

σ ω σ µ

ω σ ω ω σ µ

σ ω ω ω σ

− −

− −

−

−

−

+ +Μ + =

− − −Μ +Μ + =

− +Μ + =

− − +Μ + =

− ( ) ( ) ( )

( ) ( )

12 2 2
32 2 2
11 1 1
32 2 2

2 1
2 2
1 1
2 2

1 11 112 1 12 22 12
3 4 3 3 4 3 3 4 3

1 112 3 32 3
4 3 3 4 3 4 . . . 0.

y s s s

s s h o t

λλ λ λ

ρρ ρ ρ

λ λ

ρ ρ

ω ω ω ω ω ω σ

ω ω µ ω ω σ µ

+ −− −

− −















 − +


+ Μ + +Μ + =

         (3.19) 

4. 主要结果 

要研究系统(2.1)“∞”型双异维环、双同宿环的存在性和双异维环与其他奇异轨的共存性，则需要分

析分支方程(3.19)是否有满足 0, 1,2,3,4ks k= = ； 1 4 2 3, 0, 0s s s s> = = 的解。通过分析以上的情况，我们给

出以下定理。 
定理 4.1 在(A1)~(A6)的假设下，如果 ( )2 2 2 2 3

1 2 3 4 4, , , , 5Rank Μ Μ Μ Μ Μ = ，则存在一个 ( )5l − 维的曲面 

{ }2 2 2 2 3
14 1 2 3 4 4: . . . . . . . . . . . . . . . 0L h o t h o t h o t h o t h o tµ µ µ µ µ µ= Μ + = Μ + = Μ + = Μ + = Μ + =  

此曲面在 0µ = 时，它具有法平面 { }2 2 2 2 3
14 1 2 3 4 4, , , ,spanΣ = Μ Μ Μ Μ Μ 。并且当 14Lµ∈ ， 0 1µ<  且

1
3 1y  时，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内具有一个连接 1p ， 2p 和 3p 的“∞”型异维环 1 2 3 4

µ µ µ µ µΓ = Γ Γ Γ Γ     

(见图 3)。 
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Figure 3. The “∞” type double heterodimensional 
cycle 1 2 3 4

µ µ µ µ µΓ = Γ Γ Γ Γ    

图 3. “∞”型异维环 1 2 3 4
µ µ µ µ µΓ = Γ Γ Γ Γ    

 
证明：考虑分支方程(3.19)具有足够小的非负解 0, 1,2,3,4ks k= = 时，对应系统(2.1)存在“∞”型双

异维环，当 0, 1,2,3,4ks k= = 时，分支方程(3.19)可以写为形式 
2

3
4

. . . 0, 1, 2,3, 4

. . . 0,
k h o t k

h o t

µ

µ

Μ + = =

Μ + =

                             (4.1) 

又因为 ( )2 2 2 2 3
1 2 3 4 4, , , , 5Rank Μ Μ Μ Μ Μ = ，则由(4.1)可定义一个 ( )5l − 维的曲面 

{ }2 2 2 2 3
14 1 2 3 4 4: . . . . . . . . . . . . . . . 0L h o t h o t h o t h o t h o tµ µ µ µ µ µ= Μ + =Μ + =Μ + =Μ + =Μ + = , 

对 14Lµ∈ ，0 1µ<  和 1
3 1y  ，分支方程(3.19)有解 0ks = ， 1,2,3,4k = 。于是，系统(2.1)在 Γ 的小

邻域内具有一个连接 1p ， 2p 和 3p 的“∞”型异维环 1 2 3 4
µ µ µ µ µΓ = Γ Γ Γ Γ    (见图 3)，并且在 0µ = 时，

14L 的法平面由 ( )2 3
4, 1,2,3,4k kΜ Μ = 组成。 

定理 4.2 如果假设条件(A1)~(A6)成立， ( )2 2 2 2 3
1 2 3 4 4, , , , 3Rank Μ Μ Μ Μ Μ ≥ ，并且满足 22 2

1 1 0ω µΜ < ，

12 2
3 3 0ω µΜ > ， 1

3 1y  ，则存在分支曲面 

( ) ( ){ }1 1 1 1
23 2 3 3 3: 0, , 0, 0L yµ µ µ= Η = Η = Η = , 

使得当 23Lµ∈ ， 0 1µ<  时，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在一个连接 2p 的“∞”型双同宿环(见图

4)，并且在 0µ = 处曲面 23L 与 14L 相切。这里 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1
1
1

1 2
3 3
1 1
3 3

2
3
1
3

11 32 32 2 3 22 1 2 2
2 2 1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 12 2 23 1 12 2 2
3 3 3 3 3 4 3 3 4

1 1 12 2 3
3 3 3 4

. . .,

, . . .,

. . ..

h o t

y y h o t

h o t

λ
ρ

ρ ρ
λ λ

ρ
λ

µ ω ω µ µ ω σ µ µ

µ σ ω µ ω σ σ ω µ µ

µ σ σ ω µ µ

− −

− −

−

Η Μ +Μ − Μ +Μ +

Η Μ − Μ +Μ +

Η Μ +Μ +







 

 

 
Figure 4. Double homoclinic loop 
图 4. “∞”型双同宿环 
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证明：为了分析系统(2.1)存在“∞”型双同宿环，我们只需要证明分支方程(3.19)存在解 

1 4 2 3, 0, 0s s s s> = = ，将 2 3 0s s= = 代入(3.19)中，我们可得： 

( )

( ) ( )( )
( )

2
1
1
1

1
3
1
3

2
3
1
3

2
3
1
3

122 2
1 1 1

1 132 32 22 3 2
2 1 1 1 1 1 2

112 2
3 4 3

1 23 2
3 4 4 4 4

3
4 4

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0.

s h o t

s s h o t

s h o t

y s s h o t

s h o t

λ

ρ

λ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ω σ µ

ω ω ω σ µ µ

ω σ µ

ω σ µ

σ µ

−

− −

−

 +Μ + =


− −Μ +Μ + =


− +Μ + =


 − +Μ + =

 +Μ + =

                  (4.2) 

由(4.2)第一个方程可得: 22 1 2
1 1 1 . . .s h o tω σ µ−= − Μ + 。若 22 2

1 1 0ω µΜ < ，则 11 0s > ，将 1s 代入(4.2)中第二 

个方程，可得： 

( ) ( ) ( )( )
2
1
1
1

11 32 32 2 3 22 1 2 2
2 2 1 1 1 1 1 2 . . .h o t

λ
ρµ ω ω µ µ ω σ µ µ

− −Η Μ +Μ − Μ +Μ +  

由(4.2)第三个方程可得： ( )
1
3
1
3

1 12 2
4 3 3 . . .s h o t

ρ
λσ ω µ−= Μ + 。对 12 2

3 3 0ω µΜ > ，则有 40 1s<  ，将 4s 代入(4.2) 

中第四和第五个方程中，可得分支曲面 

( ) ( ){ }1 1 1 1
23 2 3 3 3: 0, , 0, 0L yµ µ µ= Η = Η = Η = , 

这里 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2
3 3
1 1
3 3

2
3
1
3

1 1 1 1 12 2 23 1 12 2 2
3 3 3 3 3 4 3 3 4

1 1 12 2 3
3 3 3 4

, . . .,

. . .,

y y h o t

h o t

ρ ρ
λ λ

ρ
λ

µ σ ω µ ω σ σ ω µ µ

µ σ σ ω µ µ

− −

−

Η Μ − Μ +Μ +

Η Μ +Μ +





 

曲面 23L 在 0µ = 处的法向量为 2 2 3
2 4 4 14, ,Μ Μ Μ ∈Σ ，因此当 0µ = 时，曲面 23L 与 14L 相切。 

定理 4.3 假设(A1)~(A6)成立， ( )2 2 2 2 3
1 2 3 4 4, , , , 5Rank Μ Μ Μ Μ Μ = ，再假设

22 2
32 2

1 1 1
2 3 2

1ρλ λ
ρ λ ρ

< < + ，
11
32

1 1
2 3

1ρλ
ρ λ

− > ，

则当 µ 满足: 14Lµ∈ ， 32 3
2 1 0ω µΜ > ， 12 3

4 3 0ωω µΜ < ，0 1µ<  ;并且 12 22
1 1 0ω ω > ， 32 32 22

2 1 1 0ω ω ω > ， 12
3 0ω > ，

32
4 0ωω > ， 1

3 1y  时，以下结论成立： 

1) 若 1 20, 0ℵ = ℵ = ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在两个 2 重周期轨与异宿环 µΓ 共存(见图 5)。 

2) 若 1 20, 0ℵ > ℵ > ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在两个 1-周期轨与异宿环 µΓ 共存(见图 6)。 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2
1
2

2 2
3 3
1 1
3 3

1 1 1 1 1132 32 22 1 32 32 22 1 32 3 12 22
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1

1
1 112 1 1 12 12 3 32

2 3 3 4 3 4

1 . . .,

1 . . ..

h o t

h o t

ρα
α λ

β
βρ ρ

λ λ

ω ω ω σ α α ω ω ω σ ω µ σ ω ω

σ ω β β σ ω ω ω µ σ ω ω

− − − − −−− −

−
− − −− −

ℵ = − − Μ − +

 
 ℵ = − − − Μ − +
 
 
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Figure 5. 1 20, 0ℵ = ℵ =  
图 5. 1 20, 0ℵ = ℵ =  

 

 
Figure 6. 1 20, 0ℵ > ℵ >  
图 6. 1 20, 0ℵ > ℵ >  

 
证明：当 14Lµ∈ ， 0 1µ<  时，分支方程(3.19)可以写为形式： 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

1
2
1
2

2
1
1
1

1
3
1
3

2 1
3 2
1 1
3 2

2 2
3 2
1 1
3 2

1 122 12
1 1 1 2

1 132 32 22 3
2 2 1 1 1 1 1

112
3 3 4

11 23 33
3 4 4 4 4 3

1
1 112 32 12 1

4 4 3 3 4 3

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

. . . 0,

s s h o t

s s s h o t

s s h o t

y s s s h o t

s s y

λ

ρ

λ

ρ

λ

ρ

ρ λ

ρ ρ

ρ λ

ρ ρ

ω σ ω σ

σ ω ω ω σ µ

σ ω σ

ω σ ω ω σ

σ ω ω ω σ ω ω

− −

− −

−

−

+
− −

+ + =

− − −Μ + =

− + =

− − + =

− − ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2
1 1
2 2

1 2 1
3 2 2
1 1 1
3 2 2

1 12 3
3 4 3 3

11 112 22 12 32
4 3 3 4 3 4 3 . . . 0.

s s

s s s h o t

λ λ

ρ ρ

λ λ λ

ρ ρ ρ

ω ω µ

ω ω ω ω σ ω ω σ

−

−− −















 + Μ

+ + + =

               (4.3) 

首先我们对分支方程(4.3)前两个方程进行分析 
1) 对于(4.3)第一个方程，我们可知 

( )
1
2
1
2

112 22
2 1 1 1 . . .s s h o t
λ

ρ ω ω
−

= +  

当 1 0s = 时， 2 0s = ，则系统(2.1)在 1 2Γ Γ 的小邻域内不存在同宿环与异宿环 1 2
µ µΓ Γ 共存；当

12 22
1 1 0ω ω < 时，由 1 0s > 有 2 0s < ，则系统(2.1)在 1 2Γ Γ 的小邻域内不存在周期轨与异宿环 1 2

µ µΓ Γ 共存；

当 12 22
1 1 0ω ω > 时，由 10 1s<  有 20 1s<  ，将(4.3)中第一个方程代入第二个方程中，可得 

( )( ) ( ) ( )( )
1 2
2 1
1 1
2 1

1 1 112 22 32 32 22 3
1 1 1 2 1 1 1 1 1 . . . 0,s s s h o t

ρ λ
λ ρσ ω ω ω ω ω σ µ

− − −
− − −Μ + =              (4.4) 
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通过整理，上式可以重写为下面的形式 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1
2 1 2 1 2
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2

11 1 1 112 22 32 32 22 32 3
1 1 2 1 1 1 2 1 1 . . . 0,s s h o t

ρ λ ρ λ ρ
λ ρ λ ρ λσ ω ω ω ω ω σ ω µ

+ − −− − − −
− − + Μ + =         (4.5) 

我们记 
2 1

1 2
1 1
1 2

1 1
1 2

1 2 1 1 1
1 2 1 2

, 1 ,t s
λ ρ
ρ λ ρ λα

λ λ ρ ρ

−

= = +
−

 

由式(4.5)可令 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1
2
1
2

1 132 3 12 22
2 1 1 1

1 132 32 22
2 1 1

. . .,

. . ..

L t t h o t

N t t h o t

ρ
λ

α

ω µ σ ω ω

ω ω ω σ

− −

− −

= Μ − +

= +

                      (4.6) 

不妨我们考虑 32 3
2 1 0ω µΜ > ， 12 22

1 1 0ω ω > ， 32 32 22
2 1 1 0ω ω ω > ，由 ( ) ( )L t N t′ ′= 可得 

( )( )
1

1 11 32 22 1 3
1 1 1 . . .t h o tαα ω ω σ µ

− −− −= Μ +                           (4.7) 

定义直线 ( ) ( ) ( ) ( )132 3
2 1L t t t N tω µ

−
= Μ − +

  ，则该直线与曲线 ( )N t 在 t t= 处相切并且平行于 ( )L t 。现

在我们可以看出 ( ) ( ) ( )132 3
2 10L t N tω µ

−
= − Μ +

  ，由(4.6)和(4.7)可得 ( ) ( ) 10 0L L= −ℵ ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
2
1
2

1 1 1 1 132 32 22 1 32 32 22 1 32 3
2 1 1 2 1 1 2 1

112 22
1 1

0 1 . . .,

0 . . .,

L h o t

L h o t

α
α

ρ
λ

ω ω ω σ α α ω ω ω σ ω µ

σ ω ω

− − − − −− −

−

= − Μ +

= − +



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1
2
1
2

1 1 1 1 1132 32 22 1 32 32 22 1 32 3 12 22
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 11 . . .h o t

ρα
α λω ω ω σ α α ω ω ω σ ω µ σ ω ω

− − − − −−− −ℵ = − − Μ − + . 

情况 1：对于 1 0ℵ < ，由于 ( ) ( ) 10 0 0L L− = −ℵ > ，我们可知直线 ( )L t 与曲线 ( )N t 无交点，即方程(4.5)

无解，从而系统(2.1)在 1 2Γ Γ 小邻域内不存在周期轨与异宿环 1 2
µ µΓ Γ 共存； 

情况 2：对于 1 0ℵ = ，由于 ( ) ( ) 10 0 0L L− = −ℵ = ，我们可知直线 ( )L t 与曲线 ( )N t 有唯一的交点 t t∗ = ，

且 0 1t∗<  ，满足 ( ) ( ) ( ) ( ),L t N t L t N t∗ ∗ ∗ ∗′ ′= = ，回代可得 

( )

( )( )
1
2
1
2

11 1 32 22 3
1 1 1 1

11 1 32 22 3
2 1 1 1

0 . . . 1,

0 . . 1,

s h o t

s h o t
ρ
λ

σ α ω ω µ

σ α ω ω µ

−∗ − −

−∗ − −

< = Μ +

< = Μ +





 

从而系统(2.1)在 1 2Γ Γ 小邻域内存在一个 2 重周期轨与异宿环 1 2
µ µΓ Γ 共存； 

情况 3：对于 1 0ℵ > ，即 ( ) ( ) ( )ˆ0 0 0 0L L L< < = ，这里定义 

( ) ( ) 132 3
2 1

ˆ . . .L t t h o tω µ
−

= Μ +  

则直线 ( )L̂ t 与曲线 ( )N t 只有一个交点满足 ˆ0 1t t< <   
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( ) ( )( )
1

1 1 132 32 22 1 32 3
2 1 1 2 1

ˆ . . .t h o tαω ω ω σ ω µ
− − −−= Μ +  

通过计算，我们可知 ( ) ( )L̂ t L t>  ， ( ) ( )L t N t=

  ， ( ) ( ) ( ) ( ) 10 0 0L t L t L L− = − =ℵ > 

  ，则可得 

( ) ( ) ( ) ( )L̂ t L t L t N t> > =

    ，又因为 ( ) ( ) ( ) ( )L̂ t N t L t L t= > >     ，故直线 ( )L t 与曲线 ( )N t 有一个交点 t∗∗ 满

足 ˆ0 1t t t∗∗< < <

 。从而存在 

( )( )
1 1 1
1 2 2

2 1 1 1 1
1 2 1 2 2

112 22
1 2 1 1 10 . . . 1,0 . . . 1.s t h o t s s h o t

ρ λ ρ
λ λ ρ ρ λω ω

−−∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗< = + < = +   

因此，系统(2.1)在 1 2Γ Γ 小邻域内存在一个 1-周期轨与异宿环 1 2
µ µΓ Γ 共存。 

接着我们对分支方程(4.3)后三个方程进行分析。 
2) 由(4.3)第三个方程可得： 

( )
1
3
1
3

12
4 3 3 . . .s s h o t

ρ
λω= +  

若 12
3 0ω > ， 3 0s ≥ ，则 4 0s ≥ ，当且仅当 3 4 0s s= = 。故系统(2.1)在 3 4Γ Γ 的小邻域内不存在同宿轨

与异宿轨 3 4
µ µΓ Γ 共存。将(4.3)第三个方程代入第四个方程可得： 

( ) ( )
112 1 323 3 1 11 1 2 33 3

11 23 12 33
3 4 3 3 4 3 . . .y s s h o t

ρλρ ρ
ρ λλ λω σ ω ω ω σ

−− −= + +  

将(4.3)第三个方程以及上式代入第五个方程，并且限制
22 2
32 2

1 1 1
2 3 2

1ρλ λ
ρ λ ρ

< < + ，
11
32

1 1
2 3

1ρλ
ρ λ

− > ，再通过化简 

整理可得： 

( ) ( ) ( )
2 1 2 12 3 2 2 23 1 1 1 11 3 2 2 23

1 112 12 3 32
3 3 4 3 3 4 . . . 0s s h o t

ρ λ λ λρ
λ ρ ρ ρλσ ω ω ω µ ω ω σ

− −
− −+ Μ + + =                 (4.8) 

记 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2
3
1
3

1 112 3 32
1 4 3 4

12
1 3

. . .,

. . .,

L s s h o t

N s s h o t
ρ

βλ

ω ω µ ω ω σ

σ ω

− −= − Μ − +

= +
 

其中

2 1
2 2

1
2

2 1 1 1
3 2 2 3

3 2 1 1 1
2 3 2 3

,s s
λ λ
ρ ρ ρ λ λβ

λ λ λ λ

−
−

= =
−

。显然 1β > 。 

我们在这里限制 12
3 0ω > ， 12 3

4 3 0ωω µΜ < ， 32
4 0ωω > ，接下来对(4.8)式的分析与前面(1)中对式(4.5)的 

分析方法相似，在这里我们将省略不再赘述，通过分析我们有： 
情况 1：对于 2 0ℵ < ，系统(2.1)在 3 4Γ Γ 小邻域内不存在周期轨与异宿环 3 4

µ µΓ Γ 共存； 

情况 2：对于 2 0ℵ = ，系统(2.1)在 3 4Γ Γ 小邻域内存在一个 2 重周期轨与异宿环 3 4
µ µΓ Γ 共存； 

情况 3：对于 2 0ℵ > ，系统(2.1)在 3 4Γ Γ 小邻域内存在一个 1-周期轨与异宿环 3 4
µ µΓ Γ 共存。 

这里 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
3 3
1 1
3 3

1
1 112 1 1 12 12 3 32

2 3 3 4 3 41 . . .h o t

β
βρ ρ

λ λσ ω β β σ ω ω ω µ σ ω ω
−

− − −− −
 
 ℵ = − − − Μ − +
 
 

 

综上，若 1 20, 0ℵ = ℵ = ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在两个 2 重周期轨与异维环 µΓ 共存(见图 5)；若
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1 20, 0ℵ > ℵ > ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在两个 1-周期轨与异维环 µΓ 共存(见图 6)。 
注 1 在定理 4.3 的条件下，还存在以下结论 
1) 若 1 20, 0ℵ = ℵ > 或 1 20, 0ℵ > ℵ = ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内存在一个 2 重周期轨和一个 1-周期轨

与异宿环 µΓ 共存(见图 7，图 8)。 
2) 若 1 0ℵ < ，或 2 0ℵ < ，系统(2.1)在 Γ 的小邻域内不存在周期轨与异宿环 µΓ 共存。 
3) 系统(2.1)在 Γ 的小邻域内不存在同宿轨与异宿环 µΓ 共存。 

 

 
Figure 7. 1 20, 0ℵ = ℵ >  
图 7. 1 20, 0ℵ = ℵ >  

 

 
Figure 8. 1 20, 0ℵ > ℵ =  
图 8. 1 20, 0ℵ > ℵ =  

5. 总结 

异维环分支因为在实际问题中较为普遍存在，且可以产生复杂动力学行为，由于其高余维性以及余

维分布的不对称性，研究难度非常大，目前所得结果比较少。本文在利用文[9]的方法基础上，讨论了具

有轨道翻转的三点异维环“∞”型奇异轨分支，得到了连接 1p ， 2p 和 3p 的“∞”型双异维环 µΓ 、同宿

于 2p 的“∞”型双同宿环的存在性，以及双异维环 µΓ 与 2 重周期轨、1-周期轨的共存性与同宿轨的不共

存性，并给出了相应分支曲面，从理论上完善了三点异维环的分支结果。但在讨论过程中，还有一些问

题亟待解决，如系统具有共振特征值，轨道翻转，轨道倾斜以及几种情况交叉发生，可以今后进一步研

究。 
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