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摘  要 

以采用有限推力的航天器轨道机动问题为研究对象，根据航天器的运动模型，构建了轨道转移的两点边

值问题，给出了发动机开关函数，设计了开关逻辑，应用非线性规划求解两点边值问题，得到了精确的

发动机开关时刻和推力方向。最后，用仿真算例验证了本文方法的有效性。 
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Abstract 
Taking the orbit maneuver problem of spacecraft with finite thrust as the research object, the 
two-point boundary value problem of orbit transfer is constructed according to the motion model 
of spacecraft. The engine switching function is given and the switching logic is designed. Then, the 
two-point boundary value problem is solved by nonlinear programming, and the accurate engine 
switching time and thrust direction are obtained. Finally, a simulation example is given to verify 
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the effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

卫星轨道机动可采用脉冲轨道机动[1] [2]和有限推力轨道机动[3]-[8]两种方式。有限推力轨道机动问

题可归结为求解非线性两点边值问题，只要解出两点边值问题，即可得到发动机开关逻辑和推力方向的

变化规律。为了避开困难的两点边值问题，一些学者用直接法或混合法对最优轨道转移问题进行求解，

文献[3]用分段多项式来表示整个轨道的状态和控制向量，将最优控制问题转化为非线性规划问题，文献

[4]采用改进的遗传算法得到了远程导引变轨策略，文献[5]在选定变轨策略基础上，以燃料消耗最小为目

标，优化给出了GEO卫星快速入轨定点标称轨迹，文献[6]采用脉冲式匀速和有限推力式变速直线制导律，

获得了燃料最省的制导条件。文献[7]将两点边值问题转化为针对协状态初值等的参数优化问题，把开关

机时刻作为未知参数去优化，最后应用非线性规划方法求解形成的参数优化问题。文献[8]基于任务规划

分析，在变轨时间固定、连续变推力的情况下，以总冲最小、满足终端位置和速度约束为指标，对推力

大小和方向进行优化。本文在文献[7]的基础上，应用非线性规划求解异面最优轨道转移中的两点边值问

题，特点在于能得到精确的开关函数，进而确定最优的开关机逻辑，对于有限推力下最优轨道转移问题

提供了一种较为有效的方法。 

2. 运动模型 

航天器的运动，可以通过位置矢量(三个分量)、速度矢量(三个分量)共六个参数描述，也可用六个轨

道根素来描述。为避免经典轨道根素的更新在轨道倾角为零或偏心率为零时存在奇异的问题，本文采用

改进春分点根素。定义经典轨道根素：a 为半长轴；e 为偏心率；i 为轨道倾角；ω 为近地点幅角；Ω为

升交点赤经；v 为真近点角。经典轨道根素向改进春分点根素的转化如下： 

( )21p a e= − ; ( )cosf e ω= +Ω ; ( )sing e ω= +Ω ; 

( )tan 2 cosh i= Ω ; ( )tan 2 sink i= Ω ; L vω= Ω+ + . 

不考虑地球非球形引力、空气阻力和太阳光压等摄动力，以改进春分点根素表示的运动模型可描述

为： 
T
m

= +X Bd D                                      (1) 

其中， [ ]Tp f g h k L=X 为改进春分点根素状态向量；T 为发动机推力；m 为飞行器质量；

[ ]Tr n td d d=d 为推力方向单位矢量，满足 1=d ， rd 从地心指向飞行器， nd 沿密切轨道角动量方向，

td 在密切轨道面内与 rd 、 nd 构成右手定则； [ ]T0 0 0 0 0 D=D ， ( )2D p w pµ= ；B 的形式如下： 
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其中， 14 3 23.986012 10 m sµ = × 为地球引力系数； 1 cos sinw f L g L= + + ， 2 2 21s h k= + + 为中间变量。 

有限推力交会变轨过程中，质量的变化是必须考虑的，为此，引入质量变化方程： 

0sp

Tm
I g

= −                                       (2) 

其中： spI 为发动机比冲， 0g 为海平面处地球重力加速度。 

3. 两点边值问题 

对于有限推力作用下的轨道优化问题，要解决的问题就是给出某一性能指标，确定喷气发动机何时

进行开机关机操作及发动机开机时的喷气方向(最优推力方向)。 

3.1. 性能指标 

定义交会初始时刻为 0t ，终端时刻为 ft 。在轨道优化问题中，性能指标常见为燃料消耗最少或交会

变轨时间最短，本文选取燃料消耗最少为性能指标： 

( )fJ m t= −                                      (3) 

进行轨道优化的目标就是使 J 取得极小值，即明确初始时刻与终端时刻的约束条件，以发动机的开

关时刻和喷气方向为待优化参数，求解优化问题 ( )min J 。由于开关逻辑的不确定， ( )min J 的直接求解

是非常困难的，可以引入协状态概念，构建哈密顿函数，设计开关逻辑，在改进春分点根素的运动方程

上增加协状态的运动方程构成正则方程，形成两点边值问题，通过以协状态为待优化参数求解两点边值

问题，得到协状态初始值，进而得到喷气发动机的开关时刻和喷气方向。 

3.2. 协状态的运动方程 

定义
T

p f g h k Lλ λ λ λ λ λ =  λ 为改进春分点根素的协状态， mλ 为对应于质量的协状态。构建 

系统哈密顿函数为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.113113


王亚锋 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.113113 1047 应用数学进展 
 

T

0
L m

sp

T TH D
m I g

λ λ= + −Bdλ                               (4) 

轨道优化的目标要使 H 取得极小值，最优推力方向矢量应取如下形式： 

( )TT
*

T
= −

B
d

B

λ

λ
                                     (5) 

对于有限推力交会变轨，推力 T 应使 H 取极小值，由(4)可知，H 关于 T 是线性的： 

T

0

1
m
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H
T m I g

λ∂
= − −

∂

Bλ
                                 (6) 

取发动机开关函数 S 为： 

T

0

1
m

sp

S
m I g

λ= +
Bλ

                                   (7) 

发动机的开关逻辑可设计为： 
1) 若： 0S < ，则： 0T = ； 
2) 若： 0S > ，则： maxT T= ； 
3) 若： 0S = ，则： 0T = 。 
其中： maxT 为推力最大值。 
此开关逻辑的物理意思在于：当 0S < 时，令 0T = ，使得 H 保持当前值不增大；当 0S > 时，令 maxT T= ，

使得 H 往小的方向变化；当 0S = 时，T 的变化对 H 没有影响，为节省能量，可取 0T = 。 
协状态的变化方程为： 
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至此，得到了系统的正则方程组(1)、(2)和(8)、(9)。 

3.3. 边值约束 

优化问题的始端状态约束直接由交会变轨的起始状态决定，终端状态约束为追踪航天器与目标航天

器的末端状态一致，即 

( ) ( ) 0f obj ft t− =X X ,                                 (10) 

其中： ( )ftX 为追踪航天器末端状态； ( )obj ftX 为目标航天器末端状态。 

协状态无明确物理意思，初始值为两点边值问题的待优化参数，终端约束可由横截条件计算得出，

具体过程此处不再详述，只给出结果： 

( ) ( ) ( ) [ ]
T T0 1 0L f m f ft t H tλ λ  = −  .                        (11) 

4. 两点边值问题的求解 

上述内容将有限推力作用下最优轨道转移问题转变为两点边值问题，下面进一步将其整理为可以使

用非线性规划方法求解的形式。 
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待优化参数为七个协状态初值和终端时刻： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ,p f g h k L m ft t t t t t t tλ λ λ λ λ λ λ . 

优化目标为最小化性能指标函数： ( )fJ m t= − 。 

参数的约束条件为：满足 0 maxft t t< < ， maxt 为完成轨道转移的最大时限；满足正则方程(1)、(2)和(8)、(9)。 
边界条件为：满足式(10)和(11)。 
两点边值问题转化为非线性规划问题之后，就可以选择合适的非线性规划算法对其进行求解。非线

性规划算法有很多，本文采用内点算法，求解得到七个协状态初值和终端时刻 ft 等参数后，根据追踪航

天器的初始条件，就可对正则方程组(1)、(2)和(8)、(9)进行数值积分，由开关函数(7)控制发动机的开关

机操作，由推力矢量控制逻辑控制其推力方向，从而得到各个状态和协状态的时间历程。 
至此，我们就将有限推力交会变轨的整个优化控制过程给出，下面将结合某一算例对此优化控制作

仿真验证。 

5. 仿真算例 

假定追踪航天器和被动航天器的初始经典轨道根素如表 1 所示，追踪航天器的初始推重比为 0.05，
发动机比冲为 2000s，初始时刻为 0 0t = ，性能指标为燃料最省。各单位量均用长度单位 1 DU = 6578.145 
km 与时间单位 1 TU = 806.8119 s 进行无量纲化处理。仿真平台为配置 2.90 GHz CPU 和 8.00 GB RAM
的 DESKTOP-MP3FGKJ PC，仿真软件为 matlab2016b。 
 
Table 1. Initial classical orbital elements of tracking spacecraft and passive spacecraft 
表 1. 追踪航天器和被动航天器的初始经典轨道根素 

初始轨道根素 追踪航天器 被动航天器 
a  (DU) 1.00000000 1.12153000 

e  (1)  0.01000000 0.00100000 
i  (deg) 1.00000000 65.00000000 
ω  (deg) 10.01000000 350.00000000 
Ω  (deg) 30.01000000 20.00000000 
v  (deg) 10.01000000 30.00000000 

 

整个交会过程耗时 27.3492 TU，得到的仿真结果如下： 
 

 
Figure 1. Changing curve of Hamiltonian function 
图 1. 哈密顿函数变化曲线 
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Figure 2. Changing curve of switching function 
图 2. 开关函数变化曲线 

 

 
Figure 3. Switching curve of thrust 
图 3. 推力切换曲线 

 

 
Figure 4. Changing curve of thrust direction 
图 4. 推力方向变化曲线 
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Figure 5. Rendezvous curve of two spacecrafts 
图 5. 两航天器交会曲线 

 
由图 1 可以看出，哈密顿函数在轨道转移末端时刻收敛到零，因为末端时刻不再喷气且协状态

( ) 0L ftλ = 。从图 2 和图 3 可以看出，当开关函数值大于零时，才有推力作用，推力方向由图 4 确定。图

5 显示了交会变轨过程中，追踪航天器和目标航天器的运行轨迹。 
 
Table 2. Relative position error of two spacecraft at the end of rendezvous 
表 2. 交会结束时两航天器相对位置误差 

位置矢量 追踪航天器 目标航天器 相对误差 

X 轴 5827.70 km 5826.34 km 1.36 km 

Y 轴 −123.76 km −120.49 km 3.27 km 

Z 轴 4519.10 km 4518.86 km 0.24 km 
 

表 2 给出了交会结束时追踪航天器和目标航天器的相对位置误差，可以看出，追踪航天器逼近被动

航天器的精度较高。 

6. 结论 

研究了一种应用非线性规化求解有限推力作用下异面最优轨道转移问题的方法。采用改进春分点根

素形式的运动模型，将有限推力作用下异面最优轨道转移问题转化为两点边值问题。在考虑边界条件、

横截条件及开关函数的前提下，将两点边值问题转化为针对协状态初值等的参数优化问题，最后应用非

线性规划方法求解形成的参数优化问题。本方法特点是能得到开关函数从而得到最优发动机开关机逻辑，

无需对发动机开关机做事先假设。 
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