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摘  要 

本文研究了分数阶Hartree型方程负解的对称性。我们采用的方法是移动平面法，首先我们对方程的解

作Kelvin变换。然后，我们证明了无穷远处衰减性定理，移动平面可以由此起步。最后，通过狭窄区域

定理，我们证明了方程的解具有径向对称性。 
 
关键词 

分数阶Hartree方程，移动平面法，无穷远处衰减性定理，狭窄区域定理 

 
 

Symmetry of Negative Solutions of 
Fractional Hartree Equations 

Fangqi Ye 
Department of Mathematics, Zhejiang Normal University, Jinhua Zhejiang 
 
Received: Feb. 11th, 2022; accepted: Mar. 7th, 2022; published: Mar. 14th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we study the symmetry of negative solutions of fractional Hartree type equations. 
The method we adopted was the moving plane method. First, we performed Kelvin transformation 
on the solution of the equation. Then, we prove the decay theorem at infinity, from which the 
moving plane can start. Finally, by the narrow region theorem, we prove that the solution of the 
equation has radial symmetry. 
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1. 引言 

在本文中，我们主要考虑下列分数阶静态 Hartree 方程 
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分数阶拉普拉斯算子定义为(见[1] [2]) 

( ) ( ) ( ) ( )
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−
∫
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                           (2) 

Hartree 型方程在非相对论玻色子原子和分子大系统的量子理论中有许多有趣的应用，事实上，Hartree
型方程是在研究这类系统的平均场极限时产生的，即在玻色子数量非常大，但它们之间的相互作用很弱

的情况下，因此，通过数学方法研究 Hartree 型方程有重要意义，参见文献[3]-[8]及其引用的参考文献。

近几年来，许多学者都对 Hartree 型方程产生兴趣并得到一系列结果。例如，当 1s = ， 2p = ， 4q = ， 1σ =

时，刘书茂[9]通过方程(1)的等价积分形式对正解进行了分类。当 0 1s< < ， 2p = ， 4q s= ， 1σ = 时，

戴蔚等人[10]使用积分形式的移动平面法对于方程(1)的正 ( )s nH  弱解进行了分类。后来，戴蔚等人[11]
通过直接移动平面法对于方程(1)的正解进行了分类，并且给出了解的具体形式。 

本文我们扩展了戴蔚等人的系数范围 0 1s< < ， 2p = ， 4q s= ， 1σ = ，通过直接移动平面法来研究

当 ( ) 0u x < ，0 1s< < ，0 4q s≤ ≤ ， { }max 2 ,n s q> ，
2

2
n qp

n s
−

=
−

，
21

2
n s q

n s
σ + −

≤ ≤
−

，σ 为奇数时方程(1) 

的负解的对称性。首先，我们通过证明无穷远处的衰减性定理来确保移动平面可以起步。然后，我们将

平面移到极限位置，通过狭窄区域定理，我们可以得到方程(1)的负解是关于某点径向对称的。 

2. 主要结果 

本文关于静态 Hartree 方程的主要结论如下： 

定理 2.1 设 0 1s< < ，0 4q s≤ ≤ ， { }max 2 ,n s q> ，
2

2
n qp

n s
−

=
−

，
21

2
n s q

n s
σ + −

≤ ≤
−

，σ 为奇数。若 u

是方程(1)的负解，且存在某点 0 nx ∈ 使得 ( )0

20lim
n s

x x
x x u x

−

− →∞
− = ∞，则 u 关于点 0x 径向对称。 

3. 证明 

由方程(1)可以得到
( )

0
dn

p

q

u x
x

x x
< ∞

−
∫


，我们先对 u 关于点 0x 作 Kelvin 变换 
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由于方程(1)在旋转下是不变的，所以我们任意选一个方向作为 1x 方向，并沿着 1x 轴进行移动平面的

过程。方便起见，我们进行如下定义： 
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Step 1. 从 1x = −∞附近开始移动平面，我们通过反证法证明 

.λ
−Σ = ∅                                         (3) 

假设(3)式不成立，那么 λ
−Σ ≠ ∅且 wλ 在 λΣ 中存在负值，对于任意 x λ

−∈Σ ，我们有 
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引理 3.1 [11]设 u 是方程(1)的正解，则 u 满足积分方程 
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对于本文中的负解 u，我们令 *u u= − ，再应用引理 3.1 可以得到 u 满足同样的结论。 
由引理 3.1 可得 
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由引理 3.1，当 x 充分大时，有 
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因此，对于充分小的 ε ，当 ( ) { }0 0\x B x xε∈ 时，有 ( )
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当 λ 充分负且 ( )( ) ( ){ }0 0\x B x x
λ λ

ε∈ 时， ( )
2
Cv x > − ，故此时 ( ) ( ) ( ) 0

2
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现在我们需要下列定理： 
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另一方面，由(4)我们可以得出 
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下面我们需要估计 ( )c x 的范围，当 x 充分大时，我们有如下估计： 
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以及 
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因此，由(8)和(9)我们可以得出 

( ) 41 01 20

0 ,s
n s

p

C Cc x
x xx x

 
− + 

 

< ≤ +
−−

                           (10) 

联合(6) (7) (10)三式，我们有 
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当 0
0x̂ x R− > ， 0R 充分大时，此不等式不成立，因此导出矛盾假设错误，故定理得证。 

通过定理 3.2 我们可以得到当 λ 充分负且 0
1 0x Rλ − < − 的时候，(3)式成立。 

Step 2. 将平面Tλ 向 1x 轴正方向移动并保持 ( ) ( ){ }00, \w x x x
λ

λ λ≥ ∈Σ 成立至极限位置。令 
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λ

λ

− + − −

−

− + − −

−

− + − −

− −Σ

= −

= −
− −

− −
−−

 
 = − − − − −  

−
−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 





( ) ( )
0 0

2 20 d
n s q n s

v y y x y
σλ λσ − + − −


− 


 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

0

0 0

0

0

0

0 0

0 0

2 20
, 2 2

2 20
, 2 2

1 1

d d d d

1 1

1 1

n n

n s q n s

n s n s n s

p p

q q

n s q n s

n s n s n s

p

q q

R y x
x y x y

v z v z
zv y y zv y y

y z y z

R y x
x y x y

v y v z v z
y z y z

λ

λ

λ

σλ

λ

λσ σ

λ

σλ

λ

λσ

λ

− + − −

− −Σ

− + − −

− −Σ

Σ

 
 ≥ − − − − 

 
 × − − − 

 
 = − − − − 

 
 × − − − − 

∫

∫ ∫

∫

∫

 

( )

( )
( ) ( )( )

0

0

0

d

d dn

p

p

q

z

v z
z v y v y y

y z
λσ σ

λ


     



+ −
− 

∫


 

( )
( )

( )
( ) ( )( )

0
*

0

0

0

2 20
, 2 2

1 1

d d

0.

n

n s q n s

n s n s n sB x

p

q

R y x
x y x y

v z
z v y v y y

y z

δ

σλ

λ

λσ σ

λ

− + − −

− −

 
 ≥ − − − − 

× −
−

>

∫

∫


                  (12) 

我们可由(12)得到存在 0
0 10 xη λ< < − 充分小，使得 

( ) ( )( ) ( ){ }0 0

0

0 00, \ .w x C x B x x
λ λ

λ η≥ > ∈                          (13) 

这等价于 

( ) ( ) ( ) { }0 0 00, \ .v x v x C x B x xλ
η− ≥ > ∈  

又因为 v 在 ( )( )0

0
0 1

0

2

x
B x

λ

λ
η

−
+

内是一致连续的，所以存在

0
0 1

10
4

xλ
ε

−
< < 充分小，使得对于任意的
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[ )0 0 1,λ λ λ ε∈ + ，有 

( ) ( ) ( ) { }0 00, \ .
2
Cv x v x x B x xλ

η− ≥ > ∈  

这等价于 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }0 00, \ .
2
Cw x v x v x x B x x

λ λλ
λ η= − ≥ > ∈  

因此，对任意 [ )0 0 1,λ λ λ ε∈ + ，有 ( )( )0Σ B x
λ

λ η
− = ∅ ，故 ( ) ( )1,1 n

loc sw C Lλ λ
−∈ Σ   并且 

(F)若 λ
−Σ ≠ ∅，则 wλ 负最小值在 ( ){ }0\ x

λ

λΣ 内部达到。 

由此结合定理 3.2，我们可以推导出对于任意 [ )0 0 1,λ λ λ ε∈ + ，有 

(H) wλ 的负最小值不可能在 ( )( ) ( ){ }0

0 0\c
R x xB

λ

λΣ  内取到。 

现在，我们需要下列定理 

定理 3.3 (狭窄区域定理)设 Ω 为 { } ( ){ }0 0
1 1| \nx x x x

λ
λ λ∈ − < < < 中的狭窄区域， l 充分小，

( ) ( )1,1 n
loc sw C Lλ ∈ Ω   且满足 

(a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1

2 20

1

1 1 d

d ,n

ps
qn s n s q

p

q

w x pv x v y w y y
x yx x

v y
y v x w x x

x y

λ

σ
λ λσλ

σ
λ λ

λ
σ

−

−

+ − − − Σ

− −


−∆ ≥ − −− 


+ ∈Ω Σ
− 

∫

∫




； 

(b) 若 λ
−Σ ≠ ∅，则 wλ 负最小值在 ( ){ }0\ x

λ

λΣ 内部达到； 

(c) wλ 负最小值不在 ( ){ }0\ \x
λ

λ
 Σ Ω 
 

内部达到； 

则存在 0l 充分小(关于 λ 连续)，使得对于任意 00 l l< ≤ ，任意 x∈Ω，有 ( ) 0w xλ ≥ 。 

证明：反设对任意 0l 充分小，存在 00 l l< ≤ ，存在 x ∈Ω，使得 ( )
( )

( )
0\

min 0
x

w x w xλ
λ

λ λ 
Σ  

 

= < 。 

一方面，类似[1]中式子 22 的计算步骤我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
*

, 2 2

22 dc
s

n s n s s

w x Cw x C y w x
lx yλ

λ
λ λ+Σ

−∆ ≤ ≤
−

∫                      (14) 

另一方面，由(a)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1

2 20

1

1 1 d

d ,n

ps
qn s n s q

p

q

w x pv x v y y
x yx x

v y
y v x w x

x y

λ

σ
λ σλ

σ
λ

λ
σ

−

−

+ − − − Σ

−


−∆ ≥ − −− 


+
− 

∫

∫


             (15) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )1 1
2 20

1 1 d dn

p
p

q qn s n s q

v y
h x pv x v y y y v x

x y x yx x λ

σ σ
σλ

σ−

− −
+ − − − Σ

 
 = − +
 − −−  

∫ ∫


。 
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下面我们需要估计 ( )h x 的范围，类似(8) (9)的过程，我们可以得到对于任意 Ωx∈ 有如下估计： 

( ) ( ) ( )

( )

0 0
1 1

0
0
1

2 2

40 0
1 1

d d d

max ,

n

p pp

q q qx x
x y x y

p

n qx x
x

v y v yv y
y y y

x y x yx y

C Cu x
x x

λ λ

λ λλ

λλ λ

− −
− < − ≥

− ≤
−

≤ +
− −−

≤ +
− −

∫ ∫ ∫


                 (16) 

以及 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
1 10

1
0 0
1 10 0

0 0
0 0
1 1

1

1 1 1

2 2
2

2 2

1 1
4 220 001 11

1 d

1 1 1d d d

max max ,

p

q

p p p
x x

q q qx x y x y
x y

x x
y x y x

p p

s n sx x x xq
px x

v y y
x y

v y y v y y v y y
x y x y x y

C C Cu x u x
x xx

λ

λ λ
λ

λ λ

λ λλ λλ

−

−

Σ

− − −
− −

− − > − >
− <

− −
− < − ≥

− −

− ≤ − ≤−
− −

−

≤ + +
− − −

≤ + +
− −−

∫

∫ ∫ ∫     (17) 

故当 x∈Ω时，由(16)和(17)可得 

( )0 ,h x Cλ< ≤                                     (18) 

其中 

( ) ( )

( )

0 0
0 0
1 1

0
0
1

1
4 441 02 10 1

1

1
440

1

max max

max .

p

s n qx x x xs n
x xp

s x x
x

C CC u x u x
xx

C u x
x

σ σ
λ

λ λ

σ

λ

λλ

λ

+ −

+ −  − ≤ − ≤+ −  − − 

−

− ≤
−

= +
−−

+
−

 

因此存在 ( )0l λ 充分小使得 * 2
0

sC l Cλ
− = ，联合(14) (15) (18)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* *

2
0
2

2 2 0ˆ 2 .s
s s

C CC w x h x w x w w x w x C w x
l l

xλ λ λ λ λ λ λ λ≤ ≤ −∆ ≤ ≤ = <  

此不等式矛盾，故假设错误，定理得证。 
现在我们定义 

[ ] ( )
0 0 10 0,: min 0,l lλ λ λ ε λ∈ += >                                (19) 

给定 0 00 lδ< < 充分小，联合(12)(13)可以得到 ( ) ( ) ( ){ }0

0 0 0 0

0 0
20, \Rw x C x B x x

λ

λ λ δ−≥ > ∈Σ  ， 

这等价于 

( ) ( )( ) { }
0

0
0 0 0

0 0
2( ) 0, \ ,Rv x v x C x B x x

λ
λ

λ δ−− ≥ > ∈ Σ   

其中 ( )( ) 0

0 0 0

0
2RB x

λ

λ δ−Σ  表示 ( )0 0 0

0
2RB xλ δ−Σ  关于超平面

0
Tλ 的反射。因为 v 在闭区域 ( )0 0 0

0
2RB xλ δ−Σ 

内一致连续，故存在 ( ) 0
2 00

2
δ

ε δ< < 充分小，对于任意 [ )0 0 2,λ λ λ ε∈ + ，有 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.113105


叶方琪 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.113105 989 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )( ) { }
0

0 0 0

0 0
20, \ ,

2 R
Cv x v x x B x x

λ
λ

λ δ−− ≥ > ∈ Σ   

这等价于 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }0

0 0 0

0 0
20, \ ,

2 R
Cw x v x v x x B x x

λλ λλ
λ λ δ−

 
= − ≥ > ∈ Σ 

 
  

容易验证 ( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ }0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
2 2\ \R RB x x B x x

λλλ λ

λ δ λ δ− −
 

Σ ⊂ Σ 
 

  。 

因此，对于任意 [ )0 0 2,λ λ λ ε∈ + ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0

0 0
20, \ .

2 R
Cw x v x v x x B x x

λλ
λ λ δ−= − ≥ > ∈Σ                   (20) 

定义 { }1 2: min , 0ε ε ε= > ，我们结合(H)以及(20)可以得到，对于任意 [ )0 0,λ λ λ ε∈ + ， 

(G) wλ 负最小值不能在 ( ){ }0 0

0\ x
λ

λ δ−Σ 内取到。 

令
0 0

\λ λ δ
−

−Ω = Σ Σ ，当给定 0 00 lδ< < 时，联合(4) (F) (19) (G)以及定理 3.3，我们可以证明对任意

[ )0 0,λ λ λ ε∈ + ，有 ( ) 0w xλ ≥ ， ( ){ }0\x x
λ

λ∈Σ ，这与(11)矛盾，因此我们得到 0
0 1xλ = ， 

( ) ( ){ }0

0 0

00, \w x x x
λ

λ λ≥ ∈Σ 。 

同样的方法，我们将平面从 1x 轴充分正的地方向 1x 轴负方向移动平面。因此我们可以得到 0
0 1xλ = ，

( ) ( ){ }0

0 0

00, \w x x x
λ

λ λ≡ ∈Σ 。因为方程(1)是旋转不变的，因此我们得到定理 2.1。 

4. 总结 

本文通过使用[12]中的移动平面法，增加了新的条件，即存在某点 0 nx ∈ 使得式子 

( )0

20lim
n s

x x
x x u x

−

− →∞
− = ∞成立，考虑了方程(1)的负解，同时将[12]中的系数范围 0 1s< < ， 2p = ，

4q s= ， 1σ = 推广到了 0 1s< < ， 0 4q s≤ ≤ ， { }max 2 ,n s q> ，
2

2
n qp

n s
−

=
−

，
21

2
n s q

n s
σ + −

≤ ≤
−

，且σ 为 

奇数。最后也得到了解的径向对称性的结论。 
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