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摘  要 

本文给出了带阻尼项的新MHD方程在三维空间中弱解的存在性。我们通过标准Galerkin近似方法、

Hölder不等式、Gromwall不等式、Schwartz不等式等基本不等式以及Parseval等式、先验估计和Fourier
变换等得到弱解的存在性。 
 
关键词 

新MHD方程，阻尼项，弱解 

 
 

The Existence of Weak Solutions for  
the New MHD Equations with Damping  
in the Three Dimensional Space 

Yue Song 
School of Mathematics, Liaoning Normal University, Dalian Liaoning 
 
Received: May 29th, 2022; accepted: Jun. 21st, 2022; published: Jun. 30th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we show the existence of weak solutions for the new MHD equations with damping 
in the three dimensional space. The existence of the weak solutions is proved by standard Galerkin 
approximation method, Hölder inequality, Gromwall inequality, Schwartz inequality and Parseval 
equality, prior estimation and Fourier transform. 
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1. 介绍 

本文考虑三维空间中带有阻尼项的新 MHD 方程 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3

0 0
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3
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0 0 0
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0, 0, , 0, ,
0, , 0, , 0, , ,

0, 0,

e

e

t

u u u u u u P u curlA f x x t R T
t

A A u x t R T
t
u A x t R T

u x x A x x A x x x R
u A x

β ρ
α ν

ρ ρ

ρ
ε µ ε

ϕ ψ η

−∂ + ⋅∇ + = ∆ − ∇ + × + ∈ × ∂
∂

= ∆ + −∇Φ ∈ ×
∂

∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∈ ×
= = = ∈

 → → →∞ 当

       (1.1) 

其中 0T > 是时间， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,u x t u x t u x t u x t= ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,A x t A x t A x t A x t= ， ( ),p x t 分别

表示速度场、磁势和压强函数， 0A
t

∂
Φ =

∂
代表带有标量电磁势 0A 的时间变化率。常数 0 0 0, , , ,eν ρ ρ ε µ 分别

表示运动粘性系数、质量密度、等效电荷密度、介电常数和自由空间磁导率。在阻尼项中，是 ,α β 两个

常数且 1β ≥ ， 0α > 。 

不可压缩新 MHD 方程是一个混合模型，结合了 Navier-Stokes 方程和双曲型方程，Liu 和 Yang 在[1]
中基于牛顿第二定律和 Maxwell 电磁场方程的基本物理原理，提出了一种新的三维不可压缩磁流体动力

学模型。该模型描述了移动导电流体流动与电磁场之间的相互作用，并利用 Galerkin 技术和能量估计，

得到了有界边界情况下三维 MHD 模型初值问题的整体弱解。Chandrasekhar [2]建立了 N 维( 2N ≥ )古典

MHD 模型，并且关于解的存在性已经有了大量的数学研究。之后 Duvaut 和 Loins [3]构造了在有界边界

情况下三维古典 MHD 模型初值问题的整体弱解和局部强解。[4]中研究了在有界边界情况下二维新 MHD

模型初值问题的整体强解的存在性和正则性。关于更多 Navier-Stokes 方程和 MHD 方程的研究，请读者

参考[5]-[12]。 

接下来我们将介绍一些函数空间的符号。当1 p≤ ≤ ∞时， ( )3pL R 表示标量函数和向量值函数的

Lebesgue 空间，其范数为
p⋅ 。 ( )3

0,C Rσ
∞ 表示C∞ 实向量值函数 ( )1 2 3, ,u u u u= 的集合，在 3R 中具有紧支

集，使得 div 0u = 。当1 p< < ∞时，我们定义函数空间 ( )3pL Rσ 是 ( )3
0,C Rσ
∞ 在 ( )3pL R 上的闭包，其范数

为
p⋅ 。 ( ), 3k pW R 是 Sobolev 空间，通常范数是

,k p⋅ ，并且 ( ),
0,
k pW σ Ω 是 ( )0,C σ

∞ Ω 关于
,k p⋅ 的闭包。当 2p =

时，我们用 ( )3kH R 来表示 ( ),2 3kW R 。当1 p≤ ≤ ∞时，X 是 Banach 空间，我们用 ( )0, ;pL T X 表示，其范

数为
X⋅ 。 

我们的主要结论为如下定理： 

定理 1 假设 1β ≥ 并且 ( )2 3
0u L Rσ∈ ， ( )2 3

0tA L Rσ∈ ， ( )1,2 3
0 0,A W Rσ∈ 。那么对于任意的 0T > ，问题(1.1)
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存在弱解 ( ),u A ，使得 
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∞ + +
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∈

∈ ∈

 
                (1.2) 

此时 

( ) ( )
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2 2 2 1 2

0 0
0 0

2 2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

12 d 2 d

10 0 0 d d
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T Te
t t
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βν τ α τ
ε µ
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τ τ τ τ

ε µ ε µ

−+ + ∇ + + ∇

≤ + + ∇ + +

∫ ∫

∫ ∫
            (1.3) 

我们给出带有阻尼项的新 MHD 方程在 R3 中弱解的存在性，主要定义及引理如下。 

2. 准备知识 

本节主要介绍了带有阻尼项新 MHD 方程弱解的定义以及在证明中用到的重要引理。 
定义 2.1 

1) 
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
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∈

∈ ∈

 

 
2) 对于任意的 [ ]( )3

0, 0,C T Rσφ ∞∈ × ，其中 ( ), 0Tφ ⋅ = ，我们有 

( ) ( )

( )

3 3 3

3

1

0 0 0 0

0 00
0

, d : d d d d d d

d d , ,

T T T T
t R R R

T e
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u t u x t u u x t u u x t

u curlA x t u

βφ ν φ φ α φ

ρ
φ φ

ρ

−− + ∇ ∇ − ⋅∇ +

− × ⋅ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
           (2.1) 

( ) ( )3 0 00 0
0 0 0 0

1, d d d ,
T T e

t t tR
A t A u x t A

ρ
φ φ φ φ

ε ρ ε ρ
 

− + ∇ ⋅∇ − ⋅ = 
 

∫ ∫ ∫                (2.2) 

3) ( ) 0iv ,d u x t = ， ( ) 0iv ,d A x t = 对几乎处处的 ( ) [ )3, 0,x t R T∈ × 。 

引理 2.2 设 0 ,X X 是 Hilbert 空间并且满足 0X 紧嵌入到 X 中。设 0 1γ< ≤ 且 ( ) 1j j
υ

∞

=
是一个属于

( )2
0;L R X 的序列，满足 

0

2 22 ˆsup d , sup d ,j jX Xj j
t γυ τ υ τ

∞ ∞

−∞ −∞

   
< ∞ < ∞   

   
∫ ∫

 

此时 ( ) ( ) ( )ˆ exp 2 dt i t tυ τ υ τ
+∞

−∞

π= −∫ 是 ( )tυ 关于时间变量上的傅里叶变换。那么对于 ( )2 ;L R Xυ ∈ 就会存在

一个序列 ( ) 1j j
υ

∞

=
在 ( )2 ;L R X 上强收敛。 

引理 2.3 假设 1β ≥ 并且 ( )2 3
0u L Rσ∈ ， ( )2 3

0tA L Rσ∈ ， ( )1,2 3
0 0,A W Rσ∈ 。那么对于任意的 0T > ，我们

有 
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3. 弱解存在性的证明 

在本节中我们将证明定理 1。 
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证明：我们利用 Galerkin 近似来证明这个定理。因为 1,2
0,W σ 是可分的， 0,C σ

∞ 在 1,2
0,W σ 中稠密，因此存在 0,C σ

∞

的元素序列 1 2, , , mω ω ω 。对于每个 m 我们定义近似解 ,m mu A 如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,
m m

m im i m im i
i i

u g t x A h t xω ω
= =

= =∑ ∑  

和 
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 

        (2.3) 

( )( ) ( )( ) ( )( )e

0 0 0 0

1, , , 0,m j m j m jA t A t u t
ρ

ω ω ω
ε µ ε µ

′′ + ∇ ∇ − =                 (2.4) 

其中 [ ]0,t T∈ ， 1,2, ,j m=  ，并且在 2Lσ 中当 m →∞时 0 0mu u→ ， t0 0m tA A→ 。 
我们对近似解 ,m mu A 有如下先验估计。 

将(2.3)，(2.4)的两端分别乘以 ( ) ( ),im imt tg h′ ，对于 1, ,j m=  求和有 

2 2
2 2 1

1

1 d 0,
2 d m m mL Lu u u

t
β

β
ν α +

+
+ ∇ + ≤                          (2.5) 

2 2 3

2 2

0 0 0 0

1 d 1 d ,
2 d

e
m m m mL L R

A A u A x
t

ρ
ε µ ε µ

 
′ ′+ ∇ ≤ ⋅ 

 
∫                      (2.6) 
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将(2.5)和(2.6)相加，得 
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利用 Hölder 不等式，我们得到 
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显然地是 

( ) ( ) ( )0 , 0 , 0m m m m m mu A Aϕ ϕ η η ψ ψ′= ≤ = ≤ ∇ = ∇ ≤ ∇  
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利用 Gromwall 不等式，我们得到以下估计 
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φ η ψ

φ η ψ
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+

+

+
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+
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∫
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上式为(2.7)左半部分，所以等式成立，则引理 2.3 证明完毕。 
利用标准方法和引理 2.4，我们得到了近似解的整体存在性： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 3 2 1,2 3 1 1 3
0,

1,2 3 2 3
0,

0, ; 0, ; 0, ; ,

0, ; , 0, ;
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A L T W R A L T L R

β β
σ σ

σ σ

∞ + +

∞ ∞

∈

′∈ ∈

 
 

然后，我们将利用引理 2.3 证明 mu 在 [ ]( )2 0,L L Tβ ×Ω 上强收敛且 3RΩ∈ 。为此，我们用 mu 和 mA 来

表示从 R 到 1,2
0,W σ 的函数，等于 mu 在 [ ]0,T 上和在这个区间的补集上为零。相似地，我们定义将 ( )img t 和

( )imh t 分别延拓到 R，其中在 [ ]\ 0,t R T∈ 上定义 ( ) 0img t = ， ( ) 0imh t = 。 mu 和 ( )img t ， mA 和 ( )imh t 关于

时间变量的 Fourier 变换分别用 ˆ
mu 和 ( )ˆ

img t ，
ˆ

mA 和 ( )ˆ
imh t 来表示。 

近似解 mu 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

0 0
0

1
0 0

d , , , ,
d

, , ,

, , , , , 1, 2, ,

m j m j m m j m m j

e
m m j m j m j T

j m m j m j m j T

u u t u t u t u u t
t

u t curlA u u T

f u u t u u T j m

β

β

ω ν ω ω α ω

ρ
ω ω δ ω δ

ρ

ω α ω ω δ ω δ

+

+

= ∇ ∇ + ⋅∇ +

 
+ × + − 
 

≡ + + − =

     







 


   (2.8) 

其中的 0δ 和 Tδ 分别是 0 和 T 处的 Dirichlet 函数分布，并且 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

, , , , ,e
m j m j m m j m m jf u t u t u u t curlA

ρ
ω ν ω ω ω

ρ
 

= ∇ ∇ + ⋅∇ + × 
 

 

   

 

对时间变量进行 Fourier 变换，(2.8)给出 

( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
0

ˆˆ2 , , , , , exp 2 ,m j m j m m j m j m ji u f u u t u u T iTβτ ω ω α ω ω ω τ−= + + − −π π

        (2.9) 

其中
ˆ
mf 表示 mf 的 Fourier 变换。将(2.9)的两端同乘 ( )ˆ

jmg τ ，得到 

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 1

02

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 , , , , exp 2 ,m m m m m m m m m mi u f u u u u u u u T u iTβτ τ τ α τ τ+= + + − −π π

         (2.10) 

对任意的 ( ) ( )2 1 1 1
00, ; 0, ;v L T H L T Lβ β+ +∈  ，我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,m m m m m mf t v u v u u v u curlA v= ∇ ∇ + ⋅∇ + ×  

其中 

( ) 2 12 2, ,m m mL HL Lu v u v C u v∇ ∇ = ∇ ⋅ ∇ ≤ ∇  

( ) ( )

( )
2 22 4

1 12 2 2 2

2

2 2

, :

,

m m m m m m mL LL L

m m m mH HL L L L

u u v u u v u u v u v

C u u v C u u v

⋅∇ = ⊗ ∇ = ⊗ ∇ ≤ ∇

≤ ∇ ≤ + ∇
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( )

( )
4 14 2 2 2

12 2
2 2

,m m m m m mL HL L L L

m m HL L

u curlA v u A v C u A v

C u A v

× ≤ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇ + ∇

 

所以可得 

( )( ) ( ) 1
2 2 2

2 2 2 2
,m m m m m Hf t v C u u u A v≤ + ∇ + ∇ + ∇  

因此对于任何给定的 0T > ，有 

( ) ( ) ( )1
2 2 2

2 2 2 2
0 0

d d ,
T T

m m m m mH
f t t C u u u A t C T− ≤ + ∇ + ∇ + ∇ ≤∫ ∫  

因此 

( ) ( ) ( )1
1

0

ˆsup d
T

m m HR H
f f t t C T

τ
τ −

−∈
≤ ≤∫

 

此外，从引理 2.3 可以得出 

( )1
1 1

0 0

d d ,
T T

m m mu u t u t C Tβ β
β β
β

−
+ +

≤ ≤∫ ∫
 

这意味着 

 ( ) ( )1

1
sup m

R
u u C Tβ

βτ
β

τ−

+∈
≤ 

 

从引理 2.2 中，我们知道 

( ) ( )
2 2

0 ,m mu C u T C≤ ≤                              (2.11) 

我们从(2.6)~(2.9)可以推导出 

( ) ( ) ( )( )1

2

2 1
ˆ ˆ ˆ

m m mH
u C u u

β
τ τ τ τ

+
≤ +  

 

对于任意固定的 γ ，
10
4

γ< < ，我们可以得到
2

1 2

1

1
Cγ

γ

τ
τ

τ −

+
≤

+
， Rτ∀ ∈ 。因此 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1

2 22
1 22 2

2 1
1 2 1 22

1ˆ ˆd d
1

ˆˆ
ˆ d d d

1 1

m m

mm H
m

u C u

uu
C u C C

γ
γ

β
γ γ

τ
τ τ τ τ τ

τ

ττ
τ τ τ τ

τ τ

+∞ +∞

−
−∞ −∞

+∞ +∞ +∞
+

− −
−∞ −∞ −∞

+
≤

+

≤ + +
+ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 




        (2.12) 

由于 Parseval 等式和引理 2.3，(2.12)右边的第一个积分一致有界于 m。 
通过 Schwartz 不等式、Parseval 等式和引理 2.3，我们有 

( )

( )
( ) ( )1

1

1
12
22

1 2 21 2
0

ˆ dd d ,
1 1

Tm H
m H

u
u C Tγ γ

τ ττ τ τ
τ τ

+∞ +∞

− −
−∞ −∞

 
  

≤ ≤  
+  + 

 

∫ ∫ ∫


               (2.13) 

其中
10
4

γ< < ，类似地，当
( )

10
2 1

γ
β

< <
+

时，我们有 
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( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

1 1
111

1 2 11 2

1
11 111

1 1
0

ˆ
d ˆd d

1 1

d d

m

m

T

m m

u
u

C u CT u

β
β

β
β

β
β

βββ
γ βγ

β
ββ βββ

β β

τ ττ τ τ
τ τ

τ τ τ τ

+

+

+
+∞ +∞ +∞ +++

− +−−∞ −∞ −∞

−+∞ + +++
+ +

−∞

 
   

≤    
+    + 

 

   
≤ ≤   

   

∫ ∫ ∫

∫ ∫






            (2.14) 

从(2.12)中可以得到 

( ) ( )
22

2
ˆ dmu C Tγτ τ τ

+∞

−∞

≤∫                                    (2.15) 

由于引理 2.2 存在一个函数 ( ),u x t ，使得 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 1,2 3 1 1 3
0,0, ; 0, ; 0, ;u L T L R L T W R L T L Rβ β

σ σ
∞ + +∈                  (2.16) 

并且存在一个可以由自己表示的序列 { } 1m m
u ∞

=
，使得在 ( )( )2 30, ;L T L Rσ

∞ 上 mu 弱*收敛于 u；在

( )( )2 1,2 3
0,0, ;L T W Rσ 上 mu 弱收敛于 u 并且在 ( )( )1 1 30, ;L T L Rβ β+ + 上 mu 收敛于 u。我们选择有光滑边界的

1 2 3Ω ⊂ Ω ⊂ Ω ⊂，且满足 3
1 ii

R∞

=
Ω =



。对于任意固定的 1,2,i = ，在引理 2.2 中我们取 ( )1,2
0 0 iX W= Ω ，

( )2
iX L= Ω ，然而对于引理 2.2，引理 2.3 以及(2.15)，我们得到存在一个可以由自己表示的序列{ } 1m m

u ∞

=
，

使得在 ( )( )2 20, ; iL T L Ω 上 mu 强收敛于 u。通过对角线原则，因此在 ( )( )30, ;p p
locL T L R 上存在{ } 1m m

u ∞

=
的一

个子序列 { } 1mj j
u

∞

=
，使得在 ( )( )2 20, ; iL T L Ω 上 mju 强收敛于 u，其中对于任意的 1,2,i =  。由于

3

1

0
d d

T
mR

u x t C
β +

≤∫ ∫ ，我们得到如果 1β > 且 2 1p β≤ < + ，那么在 ( )( )30, ;p p
locL T L R 上 mju 强收敛于 u。这

些收敛保证了 ( ),u x t 是问题(1.1)1 的弱解。 
近似解 mA 满足  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0
0 0 0 0

0 0

d 1, , , ,
d

, , , , , 1, 2, ,

e
m j m j m j m j

m j T j m j m j T

A A t u t A
t

A T l A A T j m

ρ
ω ω ω ω δ

ε µ ε µ

ω δ ω ω δ ω δ

′ ′= ∇ ∇ − +

′ ′ ′− ≡ + − =

 







         (2.17) 

其中 ( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0

1, , ,e
m j m j m jl A t u t

ρ
ω ω ω

ε µ ε µ
= ∇ ∇ − 

 。 

对时间变量进行 Fourier 变换，(2.17)给出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0
ˆˆ2 , , , , exp 2 ,m j j m j m ji A l A A T iTτ ω ω ω ω τ′ ′π π′= + − −              (2.18) 

其中
ˆ
ml 表示 ml 的 Fourier 变换。将(2.18)的两端同乘 ( )ˆ

jmh τ′ ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0
2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 , , , exp 2 ,m m m m m m mi A l A A A A T A iTτ τ τ′ ′ ′ ′ ′ ′= +π π− −                (2.19) 

对任意的
( )2 1

00, ;v L T H∈
，我们有

( )( ) ( ) ( ), , , ,m m ml t v A v u v= ∇ ∇ −  

其中 

( ) 2 12 2, ,m m mL HL LA v A v C A v∇ ∇ = ∇ ⋅ ∇ ≤ ∇  

( ) 2 12 2,m m mL HL Lu v u v C u v= ≤
 

所以可得 ( )( ) ( ) 12 2
,m m m Hl t v C A u v≤ ∇ + 。 
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因此对于任何给定的 0T > ，有 

( ) ( ) ( )1 2 2
0 0

d d ,
T T

m m mH
l t t C A u t C T− ≤ ∇ + ≤∫ ∫

 
因此 

( ) ( ) ( )1
1

0

ˆsup d
T

m m HR H
l t l t t C T

τ
−

−∈
≤ ≤∫                          (2.20) 

从引理 2.3 中，我们知道 

( ) ( )
2 2

0 ,m mA C A T C′ ′≤ ≤                             (2.21) 

我们从(2.19)~(2.21)可以推导出 ( ) ( )
1

2

2

ˆ ˆ
m m

H
A C Aτ τ τ′ ′≤  。 

对于任意固定的 γ ， 0 1
4

γ< < ，我们可以得到
2

1 2

1

1
Cγ

γ

τ
τ

τ −

+
≤

+
， Rτ∀ ∈ 。 

因此 

( ) ( ) ( )
( )

1
2 2 2

2
1 2 1 2

2 2 2

ˆ
1ˆ ˆ ˆd d d d

1 1

m
H

m m m

A
A C A C A Cγ

γ γ

ττ
τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ

+∞ +∞ +∞ +∞

− −
−∞ −∞ −∞ −∞

′+
′ ′ ′≤ ≤ +

+ +
∫ ∫ ∫ ∫


        (2.22)

 

由于 Parseval 等式和引理 2.4，(2.22)右边的第一个积分一致有界于 m。 

通过 Schwartz 不等式、Parseval 等式和引理 2.3，我们有 

( )

( )
( ) ( )1

1

1
12

2 2

1 2 21 2
0

ˆ
d ˆd d

1 1

Tm
H

m
H

A
A C Tγ γ

τ ττ τ τ
τ τ

+∞ +∞

− −
−∞ −∞

 ′    ′≤ ≤  
+  + 

 

∫ ∫ ∫


               (2.23) 

其中
10
4

γ< < 。从(2.22)中可以得到 

( ) ( )
2

2

2

ˆ dmA C Tγτ τ τ
+∞

−∞

′ ≤∫                             (2.24) 

由于引理 2.3 存在一个函数 ( ),tA x t ，使得 

( )( ) ( )( )1,2 3 2 3
0,0, ; , 0, ;tA L T W R A L T L Rσ σ

∞ ∞∈ ∈                     (2.25) 

由于本文过于基础，所以弱解的收敛性不予证明。 
定理 1 证明完毕。 
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