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摘  要 

在求解函数极限的过程中，选择正确的方法可以事半功倍，避免计算过程的繁琐，而利用等价无穷小是

一种具有代表性的途径，具有快速、简便、适用性强等优点。因此，有必要探讨如何在函数极限中运用

等价无穷小从而简化运算。本文主要基于函数极限知识和常用的等价无穷小，对等价无穷小的比较、代

换定理及等价关系进行介绍，探究其在不同函数极限中的应用，并且辅以例题举证。 
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Abstract 
In the process of solving the function limit, the method of selecting pairs can get twice the result 
with half the effort, avoiding the complicated calculation process. Equivalence infinitesimal is a 
kind of representative algorithm with its advantages of quickness, simplicity and strong applica-
bility. It can be used to solve the limit problems that are difficult to be solved by other methods, so 
as to simplify the complexity and make the difficulty easy. The basic method is to replace some in-
finitesimal factors with its equivalent infinitesimal in the process of finding the limit, so as to 
achieve the purpose of simplifying the operation. Therefore, it is necessary to explore the applica-
tion of equivalent infinitesimal in finding function limit. Based on the knowledge of function limit 
and equivalent infinitesimal in common use, this paper introduces the comparison of equivalent 
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infinitesimal, substitution theorem and equivalent relation, explores its application in different 
function limit, and verifies it with examples. 
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1. 绪论 

1.1. 研究背景及意义 

极限理论是数学分析中一个非常重要的组成部分，而函数极限理论也是连续、可导、级数等理论的

基础，因此，学会计算函数极限是学习好数学分析的基础和关键。在数学分析的学习过程中，我们常用

的函数极限计算方法有：等价无穷小法、点导数法、变量代换法、两个重要的极限公式、极限存在准则、

洛必达法则、Taylor 公式等。 
在寻找函数极限的过程中，选择合适的方法可以省去繁琐的计算过程，而等价无穷小法便以便捷、

简单、适用范围广等优点而突出，它可以快速解决其他求解方法难以解决的极限问题，将复杂的问题简

单化。因此，学会正确使用等价无穷小的方法计算函数极限是非常重要的。其基本方法：在求极限的过

程中，用函数中的无穷小量替换成其等价无穷小量，从而简化运算。本文基于函数极限知识和常用的等

价无穷小，对等价无穷小的比较、代换定理及等价关系进行介绍，并探究其在函数极限中的应用。 

1.2. 研究思路 

笔者在做函数极限的计算题时发现在计算一些函数极限时灵活应用等价无穷小替代法则可以使得计

算量大幅度降低，相反这些题如果使用其他求函数极限的方法却容易把问题复杂化，甚至可能解不出来，

于是笔者查阅资料，探究等价无穷小的替代法则是否在任何情况都适用，然而事实并非如此，于是笔者

在查阅大量文献之后发现尽管有大量关于等价无穷小在函数极限中的应用的文献，但却很少完整地总结

这些方法。于是笔者得到启发，对其进行归类分析总结，力求为有关的读者提供一个更为详尽全面的指

引与参考。 
第一部分是导论，这是本文的开头，它的主要功能是引导全文。绪论主要介绍了本课题的研究背景

及意义、研究思路、研究背景及文献综述、研究方法，再就本文的创新之处及不足之处展开了详尽地论

述，这一部分为本研究作详尽的铺垫，引出文章主要内容。 
第二部分引入正文，对本文一大角色——等价无穷小量进行介绍，从定义、性质入手，总结了常见

的等价无穷小量及等价无穷小量的等价关系、性质，最后对等价无穷小量的代换定理中的规则进行了归

纳介绍，分别有乘除规则及和差规则，在引出定理的同时，本文辅以例题举证，从而方便读者学习和使

用代换定理。 
第三部分介绍函数极限，主要参考华东师范大学《数学分析》第四版教材，归纳总结函数极限的三

个等价定义及其基本性质，为求为解函数极限的方法提供了理论基础。 
第四部分基于第二、三部分所做的理论准备进行应用，通过给出一些例题的解题思路，验证等价无
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穷小在函数极限中具有重大作用。 
第五部分对等价无穷小在求函数极限中的应用进行更加详尽的推广，探究在不同函数中等价无穷小

的灵活运用，具体包括不定式极限函数、积分函数、幂指数函数、函数增量与自变量增量的比值、无穷

小乘以无穷大及复合函数。等价无穷小在不同的函数中有不同的性质，笔者将其一一列出并举例。 
第六部分是结论与建议，在撰写完本文后，笔者发现等价无穷小在计算函数极限中有着非比寻常的

地位，方法使用对了，便可以事半功倍，然而笔者也发现文章的一些不足之处，期待后续看到本文的读

者对其进行延续和补充。 

1.3. 文献综述 

张辉，李应岐，敬斌等[1]讨论了用等价无穷小求得分子或分母为两个无穷小之差时函数的极限的方

法，并举出例题加以应用。 
祝安[2]讨论了在实际情况下时如何运用等价无穷小来求解函数极限，并推广至等价无穷小在更复杂

的函数极限运算中的使用。 
陈大桥[3]给出了等价无穷小的普遍应用及初学者易犯错误，并对等价无穷小代换在复合函数、变上

限积分函数上的应用作了推广，最后，结合等价无穷小和其他求函数极限的方法举出具体例题进行举证。 
马艳丽，聂东明[4]进一步挖掘了等价无穷小代换法则在计算函数的极限应用。其主要结论是，在易

于验证的条件下，等价无穷小代换的应用扩展到未定式极限和变上限积分函数极限的情况。在求解变上

限积分函数极限情况中，扩大了等价无穷小代换的范围。 
张辉，李应岐，方晓峰[5]探讨论了运用等价无穷小进行函数极限求解的四种情况：无穷小与无穷小

之差、无穷小与无穷大之积、幂指函数以及函数增量与自变量增量的比值。 
杨子兰，李睿，杨惠娟[6]讨论了等价无穷小量替换法则在一些复合函数极限中的定理及其应用，同

时与使用 Lobida 法则求解的情况相对比，验证了恰当使用等价无穷小在求解函数极限中的简便性。 
陈飞翔[7]探讨了等价无穷小的基本概念、性质，应用其求解函数的极限，并研究了无穷小在变上限

积分函数及和差代换规则上的推广且辅以例题举证。 
关鈺淋[8]给出并证明了在加法、减法、乘法、除法等基本运算下使用等价无穷小代换的条件，以及

复合函数中代换规则的条件。同时，列举了利用这些定理求极限的几个例子。 
楼向东[9]罗列出一些常用的等价无穷小，并举出了几个利用等价无穷小求极限的实例。 
金亚东，朱鹏[10]给出了等价无穷小的常见应用，利用无穷小与幂函数的等价关系，探讨计算函数极

限时可进行等价无穷小加减代换的充分条件并加以证明。 
肖志涛[11]探究了自变量为等价无穷小的情况下，函数也同样为等价无穷小关系的充分条件之一，并

利用等价无穷小运算性质给出函数等价无穷小代换的一些结论，举例说明并使用常见错误例子对结论重

点及易错点进行挖掘。 
杨凤[12]探讨了幂指数函数主要是 00 ， 0∞ ，1∞ 型幂指数函数在求极限中利用等价无穷小代换的问题，

并提出了相关定理且给出证明和举例分析。 
孙玉海[13]研究了等价无穷小在求复合函数的极限中的运用，根据一些相关引理，得出求极限过程中

两等价无穷小在复合函数中依旧可以相互代换的定理并给出证明及相关的实际例子中的应用。 
目前，国内研究已总结了常见的等价无穷小及其应用。近年来，国内学者把在求解函数极限中如何

运用等价无穷小，研究地很透彻。比如等价无穷小代换法则，并对其进行了不同范围的推广。例如，等

价无穷小代换定理的条件推广，以及等价无穷小在不同函数极限中的推广：在不定式极限函数、变上限

积分函数、幂指数函数、函数增量与自变量增量的比值、复合函数等函数中的应用。 
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1.4. 研究方法 

本文通过对各类文献的参考学习，将等价无穷小在求各类函数极限的应用归纳总结，并给出典型例

题、习题解析，部分例题给出了错题分析，以便读者更好的理解掌握。 

1.5. 本文的创新之处 

1) 关于等价无穷小在函数极限中的应用的相关论文较多，但很少完整地总结这些方法。本文则对其

进行归类分析总结，力求为有关的读者提供一个更为详尽全面的指引与参考。 
2) 本文在探讨研究常用的等价无穷小的各种应用之外，还给出了代换定理及不同函数极限下，等价

无穷小的应用和推广。 
3) 通过具体例子，部分给出错误解答及其错误分析，方便读者识别不同情况下等价无穷小在函数极

限中的用法及条件。 

1.6. 本文的不足之处 

虽然本文归纳总结了等价无穷小代换定理在不同函数极限中的应用，但在研究中也遇到了一些瓶颈。

由于笔者能力有限，无法对等价无穷小在函数极限中的应用进行更加深入地推广，只能停留在对代换定

理及前人推广做一些详尽的总结和运用，并以此来解决有关的问题。 

2. 无穷小量 

2.1. 无穷小量的定义与性质 

• 定义([14], P 61) 
设 f 在某 ( )0U x°

上有定义，若 

( )
0

lim 0
x x

f x
→

=  

则称 f 为当 0x x→ 时的无穷小量。 
若函数 g 在某 ( )0U x°

上有界，则称 g 为当 0x x→ 时的有界量。 
类似地定义当 0x x+→ ， 0x x−→ ， x →+∞， x →−∞以及 x →∞的无穷小量和有界量。 

• 性质([14], P 61) 
1) 有限个(相同类型的)无穷小量相加、相减、相乘仍为无穷小量。 
2) 有界量与有限个无穷小量的相乘仍为无穷小量。 
3) ( ) ( )

0
limx x f x A f x A→ = ⇔ − 是当 0x x→ 时的无穷小量。 

4) 无穷小量不是一个数，它是一个变量。 
5) 无穷小量(不为零)的倒数为无穷大量，而无穷大量的倒数为无穷小量。 
6) 无穷小量与常数的乘积也为无穷小量。 
7) 无穷小量与其自变量的趋势相关。 
8) 零可作为无穷小量的唯一常量。 
9) 若函数 ( )xα 在某 0x 的空心领域内有界，则称α 为当 0x x→ 时的有界量，特别地，任何无穷小量

必定是有界量。 

2.2. 无穷小量阶的比较 

由无穷小量的定义可知，它们都是以 0 为极限的函数，但我们知道，往往不同的无穷小量收敛于 0
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的速度是各不相同的，为此，探究两个无穷小量的比值，从而对二者的收敛速度作比较是至关重要的。 
• 高阶无穷小量 

若
( )
( )0

lim 0x x

x
x

α
β→ = ，则称当 0x x→ 时， ( )xα 为 ( )xβ 的高阶无穷小量。 

• 低阶无穷小量 

若
( )
( )0

limx x

x
x

α
β→ = ∞，则称 ( )xα 为 ( )xβ 的低阶无穷小量，记作 ( ) ( )( )( )0x o x x xα β= → 。 

特别地，当α 为当 0x x→ 时的无穷小量，记作 ( ) ( )( )01x o x xα = → 。 
• 同阶无穷小量 

假设存在 , 0A B > ，使得在 ( )0U x°
上，有 

( )
( )
x

A B
x

α
β

≤ ≤  

则称当 x 趋近于 0x 时 ( )xα 与 ( )xβ 为同阶无穷小量，特别地，当 

( )
( )0

lim 0
x x

x
c

x
α
β→

= ≠  

时， ( )xα 与 ( )xβ 一定为同阶无穷小量。 

如：当 0x → 时， arcsin ~x x ， 11 1 ~
2

x x+ − 。 

0 0
arcsinlim lim 2

11 1
2

x x
x x

x x
→ →= =

+ −
. 

因此， arcsin x与 1 1x+ − 为同阶无穷小量。 
• 等价无穷小量 

若
( )
( )0

lim 1x x

x
x

α
β→ = ，则称 ( )xα 与 ( )xβ 是当 0x x→ 时当等价无穷小量，记作 ( ) ( )( )0~x x x xα β → 。 

例如， arcsin x和 x 为等价无穷小。 
• k 阶无穷小量 

如果
( )
( )

( )
0

lim 0x x k

x
c c

x

α

β
→ = ≠ ，则称 ( )xα 为 ( )xβ 的 k 阶无穷小量。 

2.3. 常用的等价无穷小 

当 0x → 时，有(其中 0a > ， 1a ≠ ， 0α ≠ ) 
 

sin ~x x  tan ~x x  
2

1 cos ~
2
xx−  

e 1 ~x x−  ( )ln 1 ~x x+  arcsin ~x x  

1 ~ lnxa x a−  31sin ~
6

x x x−  ( ) 21ln 1 ~
2

x x x− +  
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Continued  

arctan ~x x  ( )1 1 ~ , , IRbx bx bα α α+ − ∈  
3

tan sin ~
2
xx x−  

31arcsin ~
6

x x x−  31arctan ~
3

x x x−  31tan ~
3

x x x−  

( )log 1 ~
lna

xx
a

+  ( )2ln 1 ~x x x+ +  
2

e 1 ~
2

x xx− −  

2.4. 等价无穷小等价性质 

1) 自反性： ~α α 。 
2) 对称性：若 ,α β 自变量在同一变化过程中，且 ~α β ，则 ~β α 。 
3) 传递性：若 , ,α β γ 自变量在同一变化过程中，且 ~α β ， ~β γ ，则 ~α γ 。 

如：求极限
( )2

0 2 3

arcsin arctan cos
lim

5 9x

x x

x x→ +
。 

解：已知 2 2arctan ~x x ， arcsin ~x x，由等价无穷小的传递性可知 ( )2 2 2arcsin arctan ~ arcsin ~x x x 。 

故原式
2

0 02 3

cos cos 1lim lim
5 9 55 9x x

x x x
xx x→ →= = =

++
。 

2.5. 等价无穷小的代换定理 

• 乘除代换规则 
设 ( )xα ， ( )xβ 为 0x x→ 时的等价无穷小，则 
1) 若 ( ) ( )0limx x x Aα ϕ→ = ，则 ( ) ( )0limx x x Aβ ϕ→ = 。 

2) 若
( )
( )0limx

x
A

x
ϕ
α→ = ，则

( )
( )0limx

x
A

x
ϕ
β→ = 。 

3) 等价替换定理：假设在自变量 x 的同一变化过程中， ( )1 xα ， ( )2 xα ， ( )1 xβ ， ( )2 xβ 都是无穷小

量，而且 ( ) ( )1 1~x xα β ， ( ) ( )2 2~x xα β 。 

若
( )
( )0

1

1

limx x

x
A

x
α
β→ = ，则 

( )
( )

( )
( )0 0

2 1

2 1

lim limx x x x

x x
A

x x
α α
β β→ →= = . 

说明：设对同一变化过程， ( )xα ， ( )xβ 为无穷小量，由无穷小量的性质，可得简化某些极限运算

的规则。 
• 和差代换规则 

1) 和差取大规则 
若 ( ) ( )( )x o xβ α= ，即 ( )xα 是 ( )xβ 的高阶无穷小量，则 ~α β α± 。 

例 2.5.1 求解 0 3

sinlim
3x
x

x x→ +
。 

解：由于 0 03 2

3 3lim lim 0x x
x

x x→ →= = ，因此 3x 是 3x 的高阶无穷小量， 

由和差取大规则知， 33 ~ 3x x x+ ，故 0 0 03

sin sin 1lim lim lim
3 3 33x x x

x x x
x xx x→ → →= = =

+
。 
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2) 和差代替规则[15] 
若 ( ) ( )~x xα α′ ， ( ) ( )~x xβ β ′ ，且 ( )xα 和 ( )xβ 不等价，则 ~α β α β′ ′− − 。 

若
( )
( )

lim 1
x

k
x

α
β

= ≠ − ，则 ~α β α β′ ′+ +  

设 , , , , ,α α β β γ γ′ ′ ′自变量在同一变化过程中的无穷小量， ~α α′， ~β β ′， ~γ γ ′，其中 ,α β 不等价，

且 limα β
γ
′ ′±
′

存在， lim 1kα
β
′
= ≠ ±

′
，则 limα β

γ
±

也存在，且 lim limα β α β
γ γ

′ ′± ±
=

′
。 

例 2.5.2 求解 0
tan 2 sinlim

1 1x
x x

x→
−

+ −
。 

解：由于 tan 2 ~ 2 ,sin ~x x x x 且
( ) ( )0 0 02 2

tan 2 2 tan 2lim lim lim 2 1
sin 1 tan sin 1 tan cosx x x

x x
x x x x x→ → →= = = ≠

− −
，

即 tan 2x 与 sin x 不等价。 

由和差代替规则可知， 0 0 0 0
tan 2 sin 2lim lim lim lim 1 1 2

1 1 1 1 1 1x x x x
x x x x x x

x x x→ → → →
− −

= = = + + =
+ − + − + −

。 

这里需要注意，如果 ~α β ，结论未必成立。 

例 2.5.3 求解 0 3

tan sinlim
sinx
x x

x→
−

。 

错误解法： 0 03 3

tan sinlim lim 0
sin sinx x
x x x x

x x→ →
− −

= = 。 

正确解法：由于 tan ~ sinx x ，因此不能使用和差代替规则。 
( )

0 03 3

tan 1 costan sinlim lim
sin sinx x

x xx x
x x→ →

−−
= . 

因为 tan ~x x ， 211 cos ~
2

x x− ， 3 3sin ~x x ，由代换定理 

( )
2

0 0 03 3 3

1
tan 1 costan sin 12lim lim lim

2sin sinx x x

x xx xx x
x x x→ → →

⋅−−
= = = . 

3) 因式代替规则 
若 ~α β 且 ( )xϕ 极限存在或有界，则 ( ) ( ) ( ) ( )0 0lim limx xx x x xα ϕ β ϕ→ →= 。 

例 2.5.4 求解 0
1lim arcsin sinx x
x→ ⋅ 。 

解：由于 arcsin ~x x ，且
1sin
x
有界。 

故 0 0
1 1lim arcsin sin lim sin 0x xx x
x x→ →⋅ = ⋅ = 。 

3. 函数极限 

3.1. 函数极限的定义 

• 定义 1 ([14], P 46) 
设函数 [ ),f a∈ +∞ ，A 为定数。若对 0ε∀ > ， ( )0M a∃ > ≥ ，s.t.当 x M> 时， 

( )f x A ε− <  

则称当 x → +∞时， ( )f x 以 A 为极限，记作 
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( )limx f x A→+∞ = 或 ( ) ( )f x A x→ → +∞ . 

• 定义 2 ([14], P 46)：( ε δ− 定义) 
设函数 f 在点 0x 的 ( )0 ;U x δ° ′ 内有定义，A 为定数。若对 0ε∀ > ， ( )0δ δ ′∃ > < ，s.t.当 00 x x δ< − <

时，有 

( )f x A ε− <  

则称当 x 趋近于 0x 时， ( )f x 以 A 为极限，记作 

( )
0

limx x f x A→ = 或 ( ) ( )0f x A x x→ → . 

• 定义 3 ([14], P 46) 
设函数 f 在 ( )0 ;U x δ°

+ ′  (或 ( )0 ;U x δ°
− ′ )上有定义，A 为定数，若对 0ε∀ > ， ( )0δ δ ′∃ > < ，s.t.当

0 0x x x δ< < +  (或 0 0x x xδ− < < )时，有 

( )f x A ε− <  

则称 A 为函数 f 当 0x x+→  (或 0x− )时的右(左)极限，记作 

( )
0

lim
x x

f x A+→
=  ( ( )

0
lim

x x
f x A−→

= )或 ( ) ( )0f x A x x+→ →  ( ( ) ( )0f x A x x−→ → )。 

3.2. 函数极限的基本性质 

1) 唯一性：若 ( )
0

limx x f x→ 存在，则该极限唯一。 
2) 局部有界性：若函数极限 ( )

0
limx x f x→ 存在，则 f 在 ( )0U x°

内有界。 
3) 局部保号性：若函数极限 ( )

0
lim 0x x f x A→ = >  (或者<0)，则对任意正数 r A<  (或 r A< − )，存在

( )0U x°
，使得对一切 ( )0x U x°∈ ，有 ( ) 0f x r> > 或 ( ) 0f x r< − < 。 

4) 函数极限与数列极限之间的关系：若 ( )
0

limx x f x A→ = 存在，设{ }nx 为函数 ( )f x 的定义域内，任

意以 0x 为极限的数列，且满足 0nx x≠ ，则函数值数列 ( ){ }nf x 必收敛，且 ( ) ( )
0 0

lim limx x n x xf x f x→ →= 。 
注：上述函数极限的性质对 0x x+→ ， 0x x−→ ， x →±∞均成立。 

4. 等价无穷小在求函数极限中的应用 

例 4.1 求解
( )0 2

1 2 tan 1 2sinlim
ln 1x

x x
x x x→

+ − +
+ −

。 

( )

( )

( )

0

0

0

tan sin 12 lim
ln 1 1 2 tan 1 2sin

1sin 1
1cos2lim

ln 1 1 2 tan 1 2sin
sin 1 1 coslim

cos ln 1

x

x

x

x x
x x x x x

x
x

x x x x x
x x

x x x x

→

→

→

−
= ⋅ ⋅

+ −  + + + 
 − 
 = ⋅
+ −  + + + 

−
= ⋅ ⋅

+ −

：解 原式

。

 

由于当 0x → ，有 sin ~x x ， 211 cos ~
2

x x− ， ( ) 21ln 1 ~
2

x x x+ − − ， 

( )1 1 1 1= ⋅ ⋅ − = −故原式 。 
解题思路：含有根式函数的极限，求导较为复杂的情况下，可考虑先有限化，然后再用四则运算，

等价无穷小及洛必达法则求极限。 
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例 4.2 求解
tan

0 3

e elim
arcsin

x x

x x→
−

。 

解：原式
( )tan tan 2 2

0 0 0 03 3 2 2

e e 1 tan 1 sec tan 1lim lim lim lim
33 3

x x x

x x x x
x x x x

x x x x

−

→ → → →

− − −
= = = = − = − 。 

解题思路：此题是
0
0
型，但不适合直接用洛必达法则，而是先将分子提出非重心因子，再通过无穷

小等价，简化后用洛必达法则计算。 

例 4.3 求解
( )

4

0
1 4 1lim

ln 3 2cos sinx
x
x x→

+ −
− +

。 

解：当 0x → ， 4 1 4 1 ~x x+ − ， 
( ) ( )ln 3 2cos sin ln 1 2 2cos sin ~ 2 2cos sin ~ sin ~x x x x x x x x− + = + − + − +   ， 

故原式 0lim 1x
x
x→= = 。 

解题思路：用等价无穷小简化计算。 

例 4.4 求解

( )2

2
2

0 2

1 1
2lim

cos e sin
x x

x x

x x
→

+ − +

−
。 

解：由于 ( )
1

2 2 2 42 1 11 1 ~ 1
2 8

x x x x+ = + + − ，
2

cos ~ 1
2
xx − ，

2 2e ~ 1x x+ ， 2 2sin ~x x  

故

( )2

2
42

0 2 2 2

11 1 182lim
3 12cos e sin
2

x x

x xx

x x x x
→

+ − +
= = −

− − ⋅
。 

解题思路：将式子拆分称若干个等价无穷小的和差，再用等价无穷小替换规则求函数极限。 

例 4.5 求解
( ) ( )

2

0
0 2

e cos d
2lim

tan ln 1

x t

x

xt t x

x x x x
→

− −

− + +

∫
。 

解：由于当 0x → 时， ( )2ln 1 ~x x x+ + ，且该项为乘积因子，因此这里可以使用等价无穷小替换，

将原式化成
( )

2

0
0

e cos d
2lim

tan

x t

x

xt t x

x x x→

− −

−

∫
，然而题目中并没有其他有关的常见等价无穷小，此时我们使用洛

必达法则。 

原式
( )0 0 22

e cos 1 e cos 1lim lim
tan tantan 1 sec

x x

x x
x x x x

x x x xx x x x→ →
− − − −

=
− −− + −

=  

由于 2 2tan ~x x ，且
( )2 2

0 0 0 02 3 2 2

1 1 tantan tan tan 1lim lim lim lim 1
3tan 3 3x x x x

xx x x x x
x x x x x→ → → →

− +− − −
= = = = − ≠ ， 

即 tanx x− 与 2tan x 不等价，由和差取代规则 
( ) ( )

( ) ( )

0 0 03 2 2 2 2

0 02

e cos sin 1 e cos sin 1e cos 1lim lim lim
tan 1 sec 3 tan 3

e cos sin 1 e 2sin 1lim lim
8 44

x xx

x x x

x x

x x

x x x xx x
x x x x x x x

x x x
xx

→ → →

→ →

− − − −− −
= = =

− − − − − −
− − −

= = =
−−

故原式

。
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解题思路：等价无穷小替换法则在求解函数极限的时候是非常方便有效的，但是很多题目并不一定

完全适用，因此，有时我们会将其同其他求函数极限的方法联合使用，例如我们最熟悉的洛必达法则。 

5. 等价无穷小在求不同函数极限中的应用 

5.1. 不定式极限函数 

• 
0
0
，

∞
∞

型不定式极限函数 

定理 1 [15]：假设在同一极限的过程中，α 和 β 是无穷小量，且 ~α α′ ， ~β β ′，则能够得到

lim limα α
β β

′
=

′
。这个定理可以证明对于

0
0
未定式能够进行等价无穷小替换来求极限值。 

注：这样的替换只有在分子或分母只含函数的乘积的情况下，方可使用乘积因子的等价无穷小来替

换各个乘积因子，在分子或分母是代数和的情况下不能轻易使用等价无穷小替换。 

例 5.1.1 求解
2

0
1 1lim
1 cosx

x
x→

+ −
−

。 

解：因为 2
0lim 1 1 0x x→ + − = ， ( )0lim 1 cos 0x x→ − = ，故此极限为

0
0
型。 

由于当 0x → 时， 2 211 1 ~
2

x x+ − ，且 211 cos ~
2

x x−  

故原式

2

0
2

1
2lim 1
1
2

x

x

x
→= = 。 

• 00型不定式极限函数 

引理[12]：设 0α > ， 0α′ > 为某变化过程中的无穷小。若 ~α α′，则
1 1~

ln lnα α′
。 

定理 2 [12]：设 0α > ， 0α′ > 和 β ，β ′均为某变化过程中的无穷小。若 ~α α′， ~β β ′且 lim Aβα ′′ = ，

则有 lim lim Aβ βα α ′′= = 。 
这说明，当 lim Aβα ′′ = 时， lim βα ′′ 中的 ,α β 可代换为等价无穷小 ,α β′ ′。 
例 5.1.2 求解 ( )sin

0
lim 2 2cos x

x
x+→

− 。 

解：由于 22 2cos ~x x− ， sin ~x x ，故本题为 00 型。 

原式

( )
0

ln
lim

1
2 2 ln 02

0 0
lim lim e e e 1

x

x

x x x x
x x

x

+→

+ +

′

′ 
 ⋅  

→ →
= = = = = 。 

• ∞0 型不定式极限函数 

0∞ 型的极限可以写成
1 1lim lim

β

βα α
  = 
 

，其中 0α > 和 β 均为某变化过程中的无穷小。 

定理 3 [12]：设 0α > ， 0α′ > 和 β ， β ′均为某变化过程中的无穷小。若 ~α α′ ， ~β β ′，且

1lim A
β

α

′
  = ′ 

，则
1 1lim lim A

β β

α α

′
   = =   ′   

。 

这说明当
1lim A

β

α

′
  = ′ 

时，
1lim

β

α

′
 
 ′ 

中的 ,α β 可代换为等价无穷小 ,α β′ ′。 

例 5.1.3 求解
( )ln 1

0
1lim

sin

x

x x

+

→
 
 
 

。 
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解：由 0x → 时，
1

sin x
→∞， ( )ln 1 0x + → ，此题为 0∞ 型。 

当 0x → ， sin ~x x ， ( )ln 1 ~x x+  

故
( )

0
ln 1 1lim ln 0

0 0
1 1lim lim e e 1

sin
x

x x
x

x
x xx x

→
+

→ →
   = = = =   
   

。 

• ∞1 型不定式极限函数 

1∞ 型的极限可写成 ( )
1

lim 1 βα+ ，其中α 和 β 均为某变化过程中的无穷小。 

引理 [12]：设α 和 β 均为某变化过程中的无穷小。若 lim Aα
β
= ，则有 ( )

1 lim
lim 1 e eA

α
ββα+ = = 。 

定理 4 [12]：设 , , ,α α β β′ ′均为某变化过程中的无穷小。若 ~α α′， ~β β ′，且 lim Aα
β
′
=

′
，则有

( ) ( )
1 1

lim 1 lim 1 eAβ βα α ′′+ = + = 。 

这说明当 lim Aα
β
′
=

′
时， ( )

1
lim 1 βα+ 中的 ,α β 可代换为等价无穷小 ,α β′ ′。 

例 5.1.4 求解
3

1

0
1 sinlim

1
x

x
x

x→
+ 

 + 
。 

解：当 0x → 时，
1 sin 1

1
x

x
+

→
+

， 3
1
x

→∞，故极限呈1∞ 型。 

由引理可知
33 0 3

11 sin 1lim
1

0 0
1 sin 1 sinlim lim 1 1 e

1 1
x

x x
xx x x

x x
x x

x x
→

− ⋅ + 
→ →

+  +    = + − =    + +    
。 

又因为 0 03 2

sin 1 cos 1 1lim lim
1 63x x

x x x
x x x→ →
− −

⋅ = = −
+

。 

故原式
1
6e

−
= 。 

5.2. 积分函数 

定理 5 [8]：若 ( ) ( )( )0~x x x xα β → ，且 ( )xα 与 ( )xβ 连续，则 ( ) ( )
0 0

d ~ d
x x

x x
t t t tα β∫ ∫ 。 

例 5.2.1 求解
( )

( )
0

0

tan arctan
lim

arcsin d
x x

x x x

t t t
→

−

−∫
。 

解：由于当 0x → 时 31~
6

x x x− ， 31tan ~
3

x x x− ， arctan ~x x 。 

故，
( )

( )

4 4

0 0 0
3 4

0 0

1 1
tan arctan 3 3lim lim lim 8

1 1arcsin d d
6 24

x x xx x

x xx x x

t t t t t x
→ → →

− −−
= = = −

−∫ ∫
。 

解题思路：显然这题使用洛必达法计算会将过程复杂化，甚至可能求不出答案。然而如果经过观察

发现式子中的常见等价无穷小，利用定理进行计算，会事半功倍，大大节约了计算成本。 

5.3. 变上限积分函数 

定理 6 [2]：假定在 0x → 的过程中 ( )xα 是无穷小量，且 ( )xβ ， ( )xγ 都是该过程的无穷小量，且

( ) ( )~x xβ γ ，则当 0x → 时，有 ( )( ) ( )( )
0 0

d ~ d
x x

t t t t
α α

β γ∫ ∫ 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117485


黄紫茵，陈敏风 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117485 4599 应用数学进展 
 

( ) 2
0 0 0 0 0 0 0

1d ~ sin d ~ tan d ~ arcsin d ~ arctan d ~ ln 1 d ~ e 1d ~
2

x x x x x x x tt t t t t t t t t t t t t x+ −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

例 5.3.1 求解
( )( )

( )

1 cos

0
0 arcsin

0

ln 1 d
lim

sin d

x

x x

t t t

t t t

−

→

− +

−

∫
∫

。 

解：由题可知，此题为变上限积分函数求极限，由于在 0x → 的过程中是1 cos x− 和 arcsin x均为无穷

小量，且 211 cos ~
2

x x− ， arcsin ~x x ，此外积分项也为可使用等价无穷小替换， ( ) 21ln 1 ~
2

x x x− + ，

31sin ~
6

x x x− − 。 

因此，
( )( )

( )

( )
3

1 cos 2321 cos
00

0 0 0 0arcsin arcsin 3 4 4
0 0

1 111 1 cosdln 1 d 6 262lim lim lim lim 0
1 1 1sin d d arcsin
6 24 24

xx

x x x xx x

xxt tt t t

t t t t t x x

−−

→ → → →

 
−  − +  = = = =

− −− −

∫∫
∫ ∫

。 

5.4. 幂指数函数 

定理 7 [16]：假设在 0x x= 的去心领域中， ( )xα 和 ( )xβ 是连续的， ( )
0

limx x x Aα→ = ， ( ) 0xα > ，

( )
0

limx x x Bβ→ = 。则 ( ) ( )
0

lim
x B

x x x A
β

α→ =   。 
定理 8 [17]：假设在 0x x= 的去心领域中， ( )xα 和 ( )xβ 是连续的， ~α α′， ~β β ′，且 ( ) ( )lim

x
a x

β
  

存在，则 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x x

a x a x
β β′

′ =       。 

例 5.4.1 求解 ( )
2ln 1

0lim tan sin x x
x x x

 + + 
 

→ − 。 

解：当 0x → 时， ( )2ln 1x x+ + 连续，且 ( )2ln 1 ~x x x+ + ，tan sinx x− 连续，且
3

tan sin ~
2
xx x− ，

3

0lim
2

x

x
x

→

 
 
 

存在。 

故由定理 8 可知：

( )
0

3

3ln
lim

13 ln

0 0
elim lim e 1

2 2

x
x

x x x
x

x x x

x
→

′

′ ⋅  
 

→ →

 
= = = = 

 
原式 。 

推论 1 [17]：假设在 0x x= 的去心领域中， ( )xα 和 ( )xβ 是连续的， ( ) 0xα > ，在 0x x→ 时，

( ) ( )~x xβ β ′ ，且 ( ) ( )
0

lim
x

x x a x
β

→    存在，则 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

x x x xx x
β β

α α
′

→ →=       。 

例 5.4.2 求解 ( )
1

arcsin0lim 1 5 xx x→ + 。 

解：由于本题属于 ( ) ( )lim
x

a x
β

   题型，且 ( )xβ 可以找到在同一自变量变化过程中的等价无穷小，因

此使用上述定理进行求解。 
由于当 0x → 时， arcsin ~x x ，因此 

( ) ( )
1 1

arcsin0 0lim 1 5 lim 1 5x xx xx x→ →+ = +  

这里我们使用重要的极限公式 0
1lim 1 e

x

x x→
 + = 
 

。 

故原式 ( )
51

550lim 1 5 exx x→
 = + =  

。 

推论 2 [17]：假设在 0x x= 的去心领域中， ( )xα 和 ( )xβ 是连续的， ( ) 0xα > ，在 0x x→ 时，
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( ) ( )~x xα α′ ，且 ( ) ( )lim
x

a x
β

   存在，则 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

x x x xx x
β β

α α→ → ′=       。 

例 5.4.3 求解
1lim 1 ln 1

x

x x→∞
  + +    

。 

解：显然本题为幂指数函数题型，因为在 x →∞，
1 1ln 1 ~
x x

 + 
 

。 

因此，结合定理和重要极限公式求得，原式
1lim 1 e

x

x x→∞
 = + = 
 

。 

定理 9 [1]：设 ( )xα 和 ( )xβ 是同一自变量趋近过程的无穷小，且 ( )lim 1f x = ， ( ) ( )~x xα α′ ，

( ) ( )~x xβ β ′ ，若
( )
( )

1
lim

f x
A

xβ
−

= ， ( ) ( )
1

lim 1 xx Bβα ′′ + =   ，则 ( ) ( ) ( )
1

lim eAxx f x Bβα + =   。 

特别地，当
( )
( )

1
lim 0

f x
xβ
−

= 时， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1x xx f x xβ βα α ′′+ = +       。 

例 5.4.4 求解
2

1
arctan

0lim arcsin e
2

xx
x

x
→

 + 
 

。 

解：因为

2

0
e 1lim 0

x

x x→
−

= ，且 arcsin ~
2 2
x x

， arctan ~x x，
2

0lim e 1x
x→ = ， 

故原式

1 1
1 2 22 2 1

2
0 0 0lim 1 lim 1 lim 1 e

2 2 2
x x x

x x x
x x x

→ → →

   
        = + = + = + =             

   

。 

5.5. 函数增量与自变量增量的比值 

定理 10 [1]：设函数 ( )f x 在点 0x x= 处可导，若 ( ) ( )~x xα α′ ，则
( ) ( ) ( )

0

0 0
0limx x

f x f x
f x

α
α→

+ −
′=

′
。 

例 5.5.1 已知 ( ) 2f a′ = ，计算
( ) ( )2

0

tan
lim

2 2cosx

f a x f a

x→

+ −

−
。 

解：根据题意，该形式为函数增量与自变量增量的比值，且 2 2tan ~x x ， 22 2cos ~x x− ，由等价无

穷小量的传递性可知： 2tan ~ 2 2cosx x− ，根据定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

0 0 2

2 2

0 02

tan tan tanlim lim
2 2cos 2 2costan

tan tanlim lim .
2 2costan

x x

x x

f a x f a f a x f a x
x xx

f a x f a x
xx

→ →

→ →

+ − + −
= ⋅

− −

+ −
= ⋅

−

 

因为
( ) ( )

( )
2

0 2

tan
lim

tanx

f a x f a
f a

x→

+ −
′=  

故原式 ( ) ( )
2

0
tanlim 1 2

2 2cosx
xf a f a

x→′ ′= ⋅ = ⋅ =
−

。 

5.6. 无穷小乘以无穷大 

定理 11 [1]：设α 和 β 分别为 0x x→ 的无穷小量和无穷大量， ~α α′，若极限
0

limx x α β→ ′ 存在，则

0 0
lim limx x x xαβ α β→ → ′= 。 
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例 5.6.1 求解

1
21lim ln 1x x

x→∞

 
  ⋅ +   
 

。 

解：由于 x 为 x →∞的无穷大量，而

1
21ln 1

x

 
  +   
 

为 x →∞的无穷小量，因此，本题为无穷小乘以

无穷大题。已知 ( )ln 1 ~x x+  

因此，

1 1 1
2 2 21 1 1ln 1 ln 1 1 1 ~ 1 1

x x x

 
      + = + + − + −        

 
 
 
 

  
 

 

由此可知，原式

1
21lim 1 1x x

x→∞

 
  = ⋅ + −   
 

。 

又因为

1
21 11 1 ~

2x x
 + − 
 

， 

故原式
1 1lim

2 2x
x

x→∞
⋅= = 。 

5.7. 复合函数 

定理 12 [18]：若设 ( )y f u= 与 ( )u xα= 构成复合函数 ( )y f xα=   。若 ( )
0

lim 0u u f u→ = ， 

( ) ( )0lim 0 0x x xα→ = ≠ ，且 ( ) ~f u u ，则当 ( ) ( )( )~ 0x x xα β → 时有 ( ) ( )~f x f xα β      。 

例 5.7.1 求解
( )

arcsin

0
e 1lim

ln 1 arctan 2

x

x x→
−

+
。 

解：因为当 0x → 时， arcsinu x= ， ( ) e 1 ~uf u u= − ， arcsin ~x x ，因此，有 ( ) ( )arcsin ~f x f x 。

当 0x → ， arctan 2u x= ， ( ) ( )ln 1 ~g u u u= + ， arctan 2 ~ 2x x ，所以有 ( ) ( )arctan 2 ~ 2g x f x 。 

故原式
( )0 0
e 1 1lim lim

ln 1 2 2 2

x

x x
x

x x→ →=
−

= =
+

。 

定理 13 [6]：设 ( )y f u= 与 ( )u xα= 构成复合函数 ( )y f xα=   。若 ( )
0

limu u f u→ = ∞， 

( ) ( )0lim 0 0x x xα→ = ≠ ，且 ( ) ( )~x xα β ，则有 ( ) ( )0 0lim limx xf x f xα β→ →= = ∞       。 

例 5.7.2 求解
0

ln tan 9lim
ln tan 2x

x
x+→
。 

解：
0 0 0

9
ln tan 9 ln 9 9lim lim lim 1

2ln tan 2 ln 2
2

x x x

x x x
x x

x

+ + +→ → →
= = = 。 

定理 14 [6]：设 ( )y f u= 与 ( )u xα= 构成复合函数 ( )y f xα=   。若 ( )
0

lim 0u u f u→ = ， 

( ) ( )0lim 0 0x x xα→ = ≠ ，且 ( ) ( )~x xα β ，则有 ( ) ( )0 0lim lim 0x xf x f xα β→ →= =       。 

例 5.7.3 求解
( )
( )0

sin tan 9
lim

sin tan 2x

x
x+→

。 

解：原式
0 0

tan 9 9 9lim lim
tan 2 2 2x x

x x
x x+ +→ →

= = = 。 
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6. 结论与建议 

6.1. 结论 

在函数极限求解的过程当中，初学者对函数极限求解的方法，有着难以选择的问题，因为求解函数

极限的方法众多，例如，洛必达法则、变量代换法、极限存在准则、等价无穷小替换、几个重要极限的

公式、点导数、Taylor 公式等等。通常情况，如果直接求解会使得运算变得复杂，因此笔者在此提供等

价无穷小的方法供初学者进行学习，牢记常用等价无穷小及等价无穷小代换法则及其在不同函数极限中

的定理。需要注意的是定理使用的条件切不可忽视，例如在等价无穷小代换定理中，两无穷小量相减的

规则要求二者极限之比不为 1，即二者不等价；同时也需要注意在利用等价无穷小求极限的时候判断等

价无穷小是否存在，否则将会得到错误的答案，最终将前功尽弃。 
此外，在一些情况下，我们可以将各种求解函数极限的方法进行联合使用，从而使计算过程大大简

化。例如使用等价无穷小代换法则和洛必达法则进行求解，或联合使用等价无穷小代换法则和重要的极

限公式进行求解等等，而非刻板地只用一种方法。只要条件符合，结合各种方法能使我们游刃有余地解

决函数极限的各种问题。 

6.2. 不足与展望 

等价无穷小在求解函数极限的问题中的应用发挥着重要的作用。虽然前人对等价无穷小的研究已经

很深入，但在解题中的应用仍未完全发现、挖掘和完善，因此值得我们继续研究。本文的不足之处在于

无法对等价无穷小在函数极限中的应用进行更深入地思考和推广，这也将激励研究者不断探索和发现等

价无穷小在函数极限中的奥妙。 
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