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摘  要 

在本文中，首先分别建立了自然条件下玉米和马铃薯单作生长时干物质积累的一维非自治微分方程模型。

数值模拟结果表明：模拟值与试验数据非常吻合，因而所建的单作模型可分别用于描述玉米和马铃薯单

作生长时的干物质积累过程。玉米的干物质积累主要集中在拔节–抽雄–灌浆期，而马铃薯的干物质积

累主要集中在块茎形成–块茎膨大–淀粉积累期，两者的干物质积累过程都符合“S型”增长规律。进一

步，考虑到玉米和马铃薯间作生长时有促进与抑制的作用，建立了两者间作生长时干物质积累的二维非

自治微分方程模型，分析得出相应自治间作模型存在唯一的正平衡点，且为稳定结点，给出的相对增长

率公式表明：间作玉米呈现增产优势，马铃薯呈现减产弱势，两者的总量呈现增长优势；非自治间作模

型的数值模拟得出：若选取耦合项的参数为γ = 0.303，η = 0.0778，则两者作物的干物质积累量趋于稳

定正平衡点N4 (442.96, 266.55)，与单作相比，间作玉米的干物质积累量提高了26.76%，马铃薯减少了

8.10%，而玉米和马铃薯两者总的干物质积累量却增加了11.09%，呈现出间作系统提高群体产量的优

势。因此，在两者的种植方式上，可以优先选择间作栽培。 
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Abstract 
In this paper, one-dimensional non-autonomous differential equation models of dry matter accu-
mulation of mono-cropping maize and potato under natural conditions are established respec-
tively. Numerical simulation results show that the simulated values are in good agreement with 
the experimental data, so the monoculture models can be used to describe the dry matter accu-
mulation process of maize and potato in monoculture growth respectively. The dry matter accu-
mulation of maize concentrates mainly in jointing, tasting and filling stage, while the dry matter 
accumulation of potato concentrates mainly in tuber formation, tuber swelling and starch accu-
mulation stage, both of which are in line with the “S-shaped” growth law. Furthermore, by consi-
dering the promotion and inhibition effect of intercropping maize and potato’s growth, a two- 
dimensional nonautonomous differential equation model of dry matter accumulation during their 
intercropping growth is established. It is concluded by analyzing the corresponding autonomous 
intercropping model that it has unique positive equilibrium point which is a stable node. The for-
mulas of relative growth rate are given. They show that the intercropping maize increases produc-
tion yield at a competitive advantage, the intercropping potato decreases production yield at a 
competitive disadvantage, and their total production yield increases at advantage. Numerical si-
mulation of the nonautonomous interplanting model shows that if the parameters of the coupling 
term of the model is chosen as γ = 0.303, η = 0.0778, then amount of dry matter accumulation of 
both crops tends to the stable positive equilibrium N4 (442.96, 266.55). Compared with the mo-
noculture maize and potato, the dry matter accumulation of intercropping maize increases by 
26.76%, the potato decreases by 8.10%, and the total dry matter accumulation corn of them in-
creases by 11.09%. This is just the result of what the advantage of intercropping system increases 
production yield. Therefore, for the selection of planting methods, intercropping cultivation can 
be considered as priority. 
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1. 引言 

粮食增产关系到人类生存和延续的命脉，粮食安全是国家发展的头等大事，耕地是保障国家粮食安

全的最为关键的资源基础。近五年来，中国的耕地面积因城市和公共设施化建设占用、生态退耕、农业

结构调整等而不断缩小，导致国家面临巨大的粮食生产压力。要解决好粮食产量的问题，就需要考虑如

何在有限的土地资源内提高作物在单位土地面积上的产出。目前，农作物间作栽培是时空高度集中的一

种种植方式，且是缓解连作障碍的一种主要手段，其原理是把两种或两种以上的作物复合种植在同一片

土地上，通过种间关系发生变化，在时间互补、时空竞争、养分促进与竞争等方面表现出相互关系[1]，
从而直接产生提高整个农作系统生产力的重要影响。 

玉米和马铃薯是继小麦、水稻之后的第三、第四大重要粮食作物，但它们都不适合连年种植，且连

作还导致了这两种作物发育不良、品质变差、产量降低等后果[2]。范志伟、吴开贤等[3] (2016)研究发现，

玉米与马铃薯采用间作模式可以高效地利用水分资源，从而表现出增产优势。刘英超(2020)通过检测间作

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117476
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


陶香，化存才 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117476 4498 应用数学进展 
 

下玉米、马铃薯在其各生育期表观的耗水量和植株氮含量的变化，分析水分吸收与氮素在植株累积中的

关系，得出结论：玉米和马铃薯间作具有明显的产量优势，土地当量比(LER)大于 1，间作促进作物水–

氮协同吸收作用，且随生育期推移越显著[4]。耿川雄、任家兵的研究也表明，玉米/马铃薯间作对玉米也

具有增产作用，且土地当量比大于 1，表现出间作优势[5]。同样地，Ebwongu 等[6]的研究也证实了玉米/
马铃薯间作具有产量优势。究其原因，这可能是玉米/马铃薯间作会提高土壤微生物总量、丰富微生物群

落结构[7]，造成不同生态位的微生物物种多样性，提高作物根系对养分的吸收利用[8]，进而提高间作体

系的产量。因此，如果这两种高–矮杆作物采用间作栽培模式，那么就可以通过互相作用，合理分配资

源，从而直接或间接地影响作物生长环境，提升土地资源的利用率，实现作物的增产量[1] [9]。由此可见，

间作系统研究具有重要理论和现实应用意义。 
当然，以上所述的前人对于间作系统的研究都属于农学专业领域，是从农学角度出发，通过测定耗

水量变化、氮素吸收情况、微生物数量等来得出间作的优势，而至于如何上升为数学交叉应用研究则是

还有待于开展的问题。在这里，就需要考虑如何通过建立合理数学模型来模拟和解释作物在间作条件下

干物质积累的动态过程，以及预测和调控作物的生长等问题来加以研究。 
事实上，在传统的数学模型方法研究中，利用微分形式的 Logistic 模型更加适用于植物各个生理生

长阶段的解析表达，这也就使得 Logistic 微分方程在植物的生理生态建模方面占有主导地位。至今为止，

许多学者针对植物生长发育问题，基于对经典的 Logistic 模型的改进而相继做过相关研究。2013 年，刘

春、张春辉等[10]注意到植物的生命活动、物质交换等与能量流动有关的事实，从热力学的角度出发，通

过引入能量模型建立了水稻增长率受到气温变化影响的二维的非自治微分方程模型。2014 年，符云锦[11]
根据农作物生长因素与药物控制机理之间的关系，建立了农作物生长质量的常微分方程模型，进而定性

分析和解释了模型的合理性，这为农业生产提供了重要的理论依据。2019 年，李文斌基于农业领域对植

物声频影响水稻生长的实验研究和数据，考虑到水稻分蘖期生长对提高产量最为关键的事实，首次将声

频影响因子引入到经典的 Logistic 模型中，建立了描述水稻分蘖期生长的一阶、二阶微分方程模型，数

值模拟表明：400 HZ 的声频对水稻分蘖达到最好的促进作用[12]。2021 年，梁仕军基于对播种深度及根

长会影响花生的干物质积累的分析，建立了花生在自然条件下干物质积累的一、二维微分方程模型，同

时考虑到花生间作可缓解连作障碍问题而建立了花生与玉米间作生长的二维微分方程模型，数值模拟结

果显示：间作模型中的花生和玉米总产量增加了 11.15% [13]。总之，虽然已有相关的学者在农业试验研

究数据的基础上建立了一些经验式的植物生长微分方程模型，但是，目前仍然未见利用微分方程建模对

玉米和马铃薯这两种作物间作生长状态的文献研究，间作系统产生产量增长优势的机理仍未从数学上得

到解决。 
本文的目的，是在自然条件下分别建立玉米和马铃薯单作、间作生长时干物质积累量的非自治微分

方程模型，并通过理论和数值模拟对比方面做出深刻分析，得出这两种作物间作系统所产生的增产优效

结果。 

2. 玉米单作生长时干物质积累的非自治 Logistic 微分方程模型 

玉米是在中国种植面积最广的一类禾本科作物，对中国的粮食安全和社会稳定起着极其重要的作用。

随着畜牧业的迅速发展及“粮改饲”产业结构的调整，人们对玉米食品需求量的增大，玉米的高产稳产

成为一个新的挑战性问题。实际上，玉米产量的形成本质上是一个干物质积累的过程，玉米的物质积累

量提高决定着产量提高。在本节中，将基于一些农学的实验数据，把玉米每个阶段的干物质积累量与玉

米生长的时间联系起来，建立起一个非自治的 Logistic 微分方程模型，从而从对玉米的整个干物质积累

变化的过程中获得更加清晰的本质规律认识。 
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2.1. 模型的建立 

分析文献[14] [15] [16] [17] [18]发现，对玉米的生长特性和干物质积累过程总结归纳为以下几个基本

事实： 
(F1) 增加玉米的干物质积累量是提高其产量的基本途径，而玉米干物质量的积累速率则是影响产量

的主要限制因素； 
(F2) 玉米的干物质积累过程符合“慢–快–慢”的生长规律，呈现“S”型曲线增长趋势，且在种

植 60~80 天内干物质积累能力最快。 
(F3) 随着时间的推移，玉米的干物质积累量最终会达到一个饱和值(即最大值)。 
基于以上事实，我们做出如下合理假设： 
(H1) 单株玉米的干物质积累量的饱和值保持不变，为一个常数。 
(H2) 玉米受自身条件，以及光照、温度等多种自然因素的综合影响，不同生育期阶段所表现的干物

质积累能力不同，由此可设玉米干物质积累的内禀增长率是一个随时间呈“先增后减”变化趋势的二次

函数。 
(H3) 玉米在整个生育期干物质积累的速度与所剩的资源成正比。 
根据上述基本事实和合理假设，现设 t 时刻单株玉米的干物质积累量为 ( )M t ，单位为 g/株，饱和值

(最大值)为 mM ，玉米的干物质内禀增长率为 ( ) ( )2
1 170Mr t tα β= − − + ，其中 1 1,α β 为待定参数，且 1 0α > ，

于是，可以建立如下一个单株玉米的干物质积累量变化的非自治 Logistic 模型初值问题： 

( ) ( )( )
( )

2
1 1

0 0

d 1 70 1 ,
d M

m m

M M Mr t M t M
t M M

M t M

α β
    

= − = − − + −    
    
 =

                    (1) 

2.2. 模型的求解与定性分析 

模型(1)是一个 n = 2 时的伯努利方程，利用伯努利方程的求解公式可得到(1)的解为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 2 21
0 1 0 1 0 1 0

3 3 2 21
0 1 0 1 0 1 0

70 4900
3

0

70 4900
30

e

1 e 1

t t t t t t t t

t t t t t t t t

m

M
M t

M
M

α
α α β

α
α α β

 − − + − − − + − 
 

 − − + − − − + − 
 

=
 
 + −
 
 

                     (2) 

从(2) (3)中可以看出，函数 ( )M t 具有以下性质： 
1) 存在两条渐近线，即 0t t→ 时， ( ) 0M t M→ ； t →∞时， mM M→ 。 
2) 随着时间的增长，虽然玉米的干物质积累速度有所减慢，但是其积累量是个累加的过程，所以

( )M t 应是关于时间 t 单调递增的函数。 

3) 存在一个时间拐点，拐点的纵坐标为
2

mM
M = 。 

对模型(1)的解结果(3)进行二阶求导得： 

( ) ( )( )
2 22

1 1 12

d 22 70 70 1 1
d m m

M M Mt t M
M Mt

α α β
    

= − − + − − + − −         
               (3) 

由
2

2

d 0
d

M
t

= ，得到一个时间拐点为 70,
2

mM 
 
 

。在这个时间拐点处，玉米的干物质积累速度可达到最大值，
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即 1

max

d
d 4

mMM
t

β  = 
 

。依据玉米干物质积累速度的快慢，可将积累过程划分为三个阶段：初始增长阶段， 

指数增长阶段和稳定增长阶段，即：满足“慢–快–慢”的规律。据此，模型解结果(2)中的拐点就是指

玉米从指数增长阶段到稳定增长阶段的转折点。如果到达拐点的时间越晚，那么，玉米的指数增长阶段

就越长，因而玉米的最终干物质积累量就越高。 

2.3. 数值模拟与验证 

玉米的生育期一般可划分为苗期、拔节期、抽雄期、灌浆期、成熟期，由参考文献[19]得到玉米干物

质积累量的数据，见表 1： 
 

Table 1. Dry matter accumulation data of maize 
表 1. 玉米干物质积累量数据 

t/day 20 35 50 60 81 100 133 

M/g∙plant−1 10 28 75 132 260 323 346 

 
由表 1 可知，模型(1)的初值条件为 ( )20 10M = 。利用 OpenLu 编程软件拟合得到(1)中的参数值为：

1 0.000001104α = ， 1 0.0764β = ， 348mM = 。此时，描述单株玉米干物质积累量变化的微分方程模型(1)
为： 

( )( )
( )

2d 0.000001104 70 0.0764 1
d 348

20 10

M Mt M
t

M

  = − − + −  
 

 =

                    (4) 

通过编写 Matlab 程序计算模型(4)，得到如图 1 所示的数值结果： 
 

 
Figure 1. Numerical simulation results of initial value problem (4) 
图 1. 初值问题(4)的数值模拟结果 
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从图 1 中可看出，实验数据与对应的模拟数据相差不大，且求得它们之间的相关系数 R2为 0.99998，
这说明通过选取的参数拟合出来的数值图像与实验数据非常吻合，参数选取的合理性得到了验证，因此，

用模型(4)来描述玉米的干物质积累过程是可行的。 

进一步，从图 1 中可以得到以下几点结论： 
1) 玉米在前期干物质的积累速度相对缓慢，中期比较快，后期又开始缓慢，呈 S 型增长趋势。 
2) 玉米在 70 天左右(抽雄期)时所表现出的干物质积累能力是最强的，内禀增长率可高达 0.0764，干 

物质积累量略高于
2

mM
。而玉米在 140 天左右(成熟期)时干物质积累能力是最弱的，此时内禀增长率最 

小，最终的干物质积累量达到最大并趋于稳定，很难再受时间的影响而改变。 
3) 玉米的干物质积累主要集中在拔节–抽雄–灌浆期。因此，要提高玉米的产量，应保证玉米在这

一阶段能够获得优质生长。 
另外，如果从玉米内禀增长率的大小对其干物质积累量的影响方面考虑，那么，可以发现，当玉米

干物质积累的内禀增长率 Mr 取最大值 0.0764 时，最终玉米在 140 天时的干物质量 ( )140M 可以积累到

346.8 g；而当增长率 Mr 取最小值 0.07099 时，干物质积累量 ( )140M 可达 345.7 g。由此说明，玉米干物

质积累的内禀增长率 Mr 与干物质积累量成正比，即内禀增长率越大，所收获的干物质积累量越高。 

3. 马铃薯单作生长时干物质积累的非自治 Logistic 微分方程模型 

马铃薯作为中国第四大重要粮食作物，营养价值高、用途广泛，在制作工业原料、改善膳食结构、

保障粮食安全、帮助农民致富等方面占据着举足轻重的地位。干物质的积累是反映马铃薯产量的一个关

键性指标之一，弄清其干物质累积特点，对于提高马铃薯产量意义重大。为此，在本节中，将通过建立

合理的非自治 Logistic 微分方程模型来研究马铃薯整个生育期内的干物质积累过程。 

3.1. 模型的建立 

马铃薯是一类茄科作物，它的生育期一般可大致分为苗期、花期、块茎膨大期、淀粉积累期、成熟

期等五个阶段，不同生育阶段干物质积累量有所不同，通过分析文献[20]，得到以下几个基本事实： 
(F1) 干物质生产是马铃薯作物产量形成的基础，而干物质的积累是提高马铃薯产量及增加经济收益

的关键。 
(F2) 马铃薯整株的干物质积累过程呈现明显的“S”型增长规律，具体可分为 3 个阶段：一是从苗

期至末花期，干物质积累比较缓慢；二是从块茎膨大期至淀粉积累前期，干物质积累量迅速增加，在这

50~70 天内积累能力达到最快，几乎一半以上的干物质积累将在此期间内完成；三是从淀粉积累后期至

成熟期，干物质积累量较为平稳，甚至略有下降。 
(F3) 到淀粉积累前期，马铃薯的干物质积累量将会达到最大值。 
据此，我们做出如下合理假设： 
(H1) 在马铃薯成熟收获前夕，整株的干物质积累量达到最大值后保持不变。 
(H2) 由于马铃薯受光照、温度等多种自然因素的影响，以及受自身条件的限制，不同生育期阶段整

株的干物质积累能力不同，且积累过程符合“S”型增长，故设马铃薯干物质积累的内禀增长率是一个与

时间有关的呈“先增后减”趋势的二次函数。 
(H3) 马铃薯在整个生育期内干物质积累的速度与所剩的资源成正比。 
基于上述几个基本事实和合理假设，设 t 时刻马铃薯整株的干物质积累量为 ( )P t ，单位 g/株，最大

值为 mP ，马铃薯干物质积累的内禀增长率为 ( ) ( )2
2 260Pr t tα β= − − + ，其中 2 2,α β 为待定参数且 2 0α > ，
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选定初值为 ( )0 0P t P= ，于是建立整株干马铃薯物质积累量变化的非自治 Logistic 模型如下： 

( )( )
( )

2
2 2

0 0

d 1 60 1 ,
d p

m m

P P Pr P t P
t P P

P t P

α β
    

= − = − − + −    
    
 =

                      (5) 

3.2. 模型的求解与定性分析 

类似于前面第 2 节，可得模型(5)的解为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 2 22
0 2 0 2 0 2 0

3 3 2 22
0 2 0 2 0 2 0

60 3600
3

0

60 3600
30

e

1 e 1

t t t t t t t t

t t t t t t t t

m

P
P t

P
P

α
α α β

α
α α β

 − − + − − − + − 
 

 − − + − − − + − 
 

=
 
 + −
 
 

                    (6) 

从(6)中可以看出，函数 ( )P t 具有以下性质： 
1) 存在两条渐近线，即 0t t→ 时， 0P P→ ； t →∞时， mP P→ 。 
2) 马铃薯的干物质积累量 ( )P t 是时间 t 单调递增的函数。 

3) 存在一个时间拐点，拐点的纵坐标为
2
mP

P = 。 

对模型(5)的解结果(7)进行二阶求导得： 

( ) ( )( )
2 22

2 2 22

d 22 60 60 ) 1 1
d m m

P P Pt t P
P Pt

α α β
    

= − − + − − + − −         
               (7) 

由
2

2

d 0
d

P
t

= ，求得一个拐点为 60,
2
mP 

 
 

。在这个拐点处，马铃薯的干物质积累速度可达到最大，即

2

max

d
d 4

mPP
t

β  = 
 

，而在超过或低于这个拐点，马铃薯的干物质积累速度又会有所减缓。 

3.3. 数值模拟与验证 

刘星在文献[20]中给出了田间定位试验得到的马铃薯干物质积累量的实验数据。现将马铃薯各生育期

的特点和实验数据进行比对，选取苗期、花期、块茎膨大期、淀粉积累期、成熟期等各个阶段相应的数

据，经整理得到表 2 中的数据。 
 

Table 2. Dry matter accumulation data of potato 
表 2. 马铃薯干物质积累量数据 

t/day 10 24 44 55 68 76 82 85 90 

P/g∙plant−1 18 22 80 140 210 250 265 270 273 

 
从表 2 得到(5)的初值条件为 ( )10 18P = ，再利用上述表 2 中的数据，用 OpenLu 编程软件迭代寻优

100 次，拟合得最佳的各个参数值为： 2 0.00002908α = ， 2 0.0848β = ， 296mP = 。于是，得到具体的模

型(5)为： 

( )( )
( )

2d 0.00002908 60 0.0848 1
d 296

10 18

P Pt P
t

P

  = − − + −  
 

 =

                      (8) 
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同样地，通过 Matlab 编程计算，得出微分方程模型初始问题(8)的数值解，如图 2 所示。 

由图 2 可知，拟合出来的数值曲线总体上都经过实验数据点，且求得实验数据与模拟数据它们之间

的相关系数 R2达 0.9996，非常接近于 1，这说明：通过迭代寻优的方法选取的参数是十分合理的，因此，

可用拟合得到的数值曲线来反映马铃薯生育期内干物质积累量的一个变化趋势。 
 

 
Figure 2. Simulation results of initial value problem (8) 
图 2. 初值问题(8)的数值模拟结果 

 
由图 2，我们容易得到以下结论： 
1) 马铃薯整株的干物质积累量符合“慢–快–慢”的 S 型曲线生长特征； 
2) 在马铃薯处于块茎膨大期(60 天左右)时所表现出的干物质积累能力是最强的，内禀增长率可高达 

0.0848，此时干物质积累量约为
2

mM
。逐渐地，随着马铃薯生长从块茎膨大期转至淀粉积累期，再到成 

熟期，内禀增长率逐渐下降，马铃薯的干物质积累速度也相对减弱，最终，当马铃薯到达成熟–收获生

育阶段时，干物质积累速度接近于零，使干物质的累积量达到最大值，且在一定时间内趋于稳定。 
3) 马铃薯的干物质积累主要集中在块茎形成期–块茎膨大期–淀粉积累期。因此，要提高马铃薯的

产量，应保证马铃薯在此阶段内养分充足。 

另外，如果从马铃薯内禀增长率的大小对其干物质积累量的影响方面来分析，那么，若马铃薯干物

质积累的内禀增长率 Pr 取最大值 0.0848 时，马铃薯在第 100 天的时候干物质积累量 ( )100P 可达 293.8 g；
而当 Pr 取最小值 0.0121 时，干物质积累量 ( )100P 可达 47.76 g。由此我们发现，马铃薯整株的干物质积

累量受其内禀增长率 Pr 的影响，即内禀增长率 Pr 越大，所收获的干物质积累量就越高。 

4. 玉米与马铃薯间作生长时干物质积累的二维非自治微分方程系统模型 

连作障碍是指在同一片土壤连续地种植同一种作物或近源作物，导致作物的生长发育情况异常、品

质变差、产量降低的一种重荐问题。玉米和马铃薯这两种作物都不适合连年种植。连作障碍会严重地影

响玉米和马铃薯的生育状况及产量增加，已有相关研究表明：如果合理地采用禾本科类与茄科类的间作
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模式，那么，可以有效地克服玉米与马铃薯的连作障碍，充分发挥两者作物的种间间作优势，从而高效

地提高作物对于地上部光、热、气等资源，以及地下部土壤养分的利用效率，最终达到高产高效优质的

目的[21]。因此，具有重要意义的问题是：需要通过建立起合理数学模型来从机理上揭示间作系统的优势

所在。 
在本节中，我们主要考虑玉米与马铃薯间作系统的二维微分方程组建模问题，深入分析两者间作产

生的增产效果。将基于几个基本事实和合理假设，建立间作下玉米与马铃薯干物质积累的微分方程模型，

在理论上进行模型正平衡点的稳定性和增产优势分析，在数值模拟上进行增长优势和生长关键时间点的

分析。 

4.1. 模型的建立 

从参考文献[1] [9]中，我们分析提取如下重要信息： 
(F1) 相比于单作，玉米与马铃薯间作显著地提高了玉米茎叶和籽粒等地上部分对于全氮的吸收，其

表现在玉米地上部分的干物质积累速率加快。 
(F2) 在玉米与马铃薯间作体系中，玉米根系比较深固，可以很好地吸收利用土壤水分，间作改变了

这两种作物的种间关系，提高了玉米的活性及其根系的微生物数量，促进了玉米植株对养分的吸收利用，

有利于植株的生长发育、病害控制，进而提高玉米地上部干重，增加了玉米在产量上的优势。 
(F3) 在玉米与马铃薯的间作系统中，由于玉米生长相对较快，在马铃薯花期和块茎膨大期时，会对

马铃薯造成遮阴现象，一定程度地减少了马铃薯的光合速率、光合产物量的累积量等。 
(F4) 玉米与马铃薯这一高、矮杆作物间作栽培时，土地当量比(LER)大于 1，说明间作模式相比于单

作更具有优势，而且玉米的种间竞争能力要强于马铃薯，说明了玉米更具有间作优势。 
为此，我们可以做出如下合理假设： 
(H1) 在间作系统下，玉米和马铃薯的干物质积累量仍保持单作时呈现出“S”型 Logistic 模型，但

是，本该属于马铃薯在单作时吸收的部分养分被玉米抢占了，马铃薯对玉米可谓起到促进作用，而玉米

对马铃薯起到一定的抑制作用。设玉米的干物质积累速率与马铃薯相对干物质积累量成正比，马铃薯的

干物质积累速率与玉米相对干物质积累量成反比。 
(H2) 只考虑交错行单株玉米和单株马铃薯的干物质积累量情况。 
(H3) 忽略间作对玉米和马铃薯这两种作物的内禀增长率的弱微影响，内禀增长率依旧取单作时的关

系式。 
根据以上描述和假设，设单株玉米与马铃薯在 t 时刻的干物质累积量分别为 ( )M t 、 ( )P t ，单作时最

大值为 mM ， mP ，内禀增长率为 ( ) ( )2
1 170Mr t tα β= − − + ， ( ) ( )2

2 260Pr t tα β= − − + ，促进作用影响因子

为 γ ，抑制作用影响因子为η，且 0 γ< ， 0 1η< < 。于是，我们有间作下玉米与马铃薯干物质积累量变

化的非自治微分方程模型为： 

d 1
d

d 1
d

M
m m

P
m m

M M Pr M
t M P

P P Mr P
t P M

γ

η

  
= − +  

  


  = − − 
 

                               (9) 

4.2. 模型的正平衡点的稳定性分析 

因模型(9)为非自治系统，要构造出合适的 Lyapunov 函数来分析平衡点的稳定性存在较大的困难，

故考虑将模型(9)视为自治系统来进行分析，即模型(9)中玉米和马铃薯的内禀增长率 ( )Mr t ， ( )Pr t 视为参
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数，得到相应于模型(9)的自治系统，通过线性稳定性理论来分析其正平衡点的稳定性问题。 

记 ( ), 1M
m m

M Ps M P r M
M P

γ
 

= − + 
 

， ( ), 1P
m m

P Mh M P r P
P M

η
 

= − − 
 

， 

由 ( ), 0s M P = ， ( ), 0h M P = ，可得四个平衡点如下： 

( ) ( ) ( )1 2 3 4
1 10,0 , 0, , ,0 , ,

1 1m m m mN N P N M N M Pγ η
γη γη

 + −
 + + 

 

很显然，其中 4
1 1,
1 1m mN M Pγ η

γη γη
 + −
 + + 

是唯一的正平衡。记
1
1

a γ
γη
+

=
+

，
1
1

b η
γη
−

=
+

， mM aM∗ = ， mP bP∗ = ，

下面分析 ( )4 ,N M P∗ ∗ 的稳定性。 ( )4 ,N M P∗ ∗  (9)的雅可比矩阵为 

1 2

1 2

M M
m m m

P P
m m m

M Ps s r r M
M P PM PA

h h P Mr P rM P M P M

γγ

η η

  ∂ ∂  − +      ∂ ∂= =   ∂ ∂     − − −  ∂ ∂     

 

在正平衡点 ( )4 ,N M P∗ ∗ 处的特征方程为： 

1 2
0

1 2

M M
m m m

P P
m m m

M Pr r M
M P P

E A
P Mr P r

M P M

γλ γ

λ
η λ η

∗ ∗
∗

∗ ∗
∗

 
− − + − 

 − = =
 

− − − 
 

 

经计算整理得到 

2 1 2 1 2

1 2 1 2 0

M P
m m m m

M P
m m m m m m

M P P Mr r
M P P M

M P P Mr r M P
M P P M M P

λ γ η λ

γηγ η

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

    
− − + + − −         

   
+ − + − − + =       

 

将 mM aM∗ = ， mP bP∗ = 代入上式得 

( ) ( )( ) ( )( )( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 0M P M Pr a b r b a r r a b b a abλ γ η λ γ η γη− − + + − − + − + − − + =  

即 

( ) ( )2 1 0M P M Par br a r rλ λ η+ + + − =  

解得特征根为 

( ) ( ) ( )2

1,2

4 1
0

2
M P M P M Par br ar br a r rη

λ
− + ± + − −

= < . 

因为正平衡点 4
1 1,

1 1m mN M Pγ η
γη γη

 + −
 + + 

处的特征根 1λ ， 2λ 都小于 0，所以按照二维微分方程系统的

稳定性分析理论[22]可知，正平衡点 4
1 1,
1 1m mN M Pγ η

γη γη
 + −
 + + 

是稳定的结点，说明玉米和马铃薯在间作时
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干物质积累量将在此处趋于稳定。 
下面，我们从两者产量的相对增长率方面来进行间作优势的理论分析，可得出： 

1) 玉米的相对增长率为：
( )1

0
1

m

m

M M
M

γ η
γη

∗ −−
= >

+
， mM M∗ > ，说明玉米产量增长，呈现优势； 

2) 马铃薯的相对减少率为
( )1

0
1

m

m

P P
P

γ η
γη

∗ +−
= − <

+
， mP P∗ < ，说明马铃薯产量减少； 

3) 玉米和马铃薯间作种植时总产量的相对增长率：当 γ ，η 满足条件
10
2

η< < ，
1 2
ηγ
η

>
−

时，

( ) ( )1 1γ η γ η− > + ，有
( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )
( )( )
11 1

0
1 1

m m m mm m

m m m m m m

M P M P M PM P
M P M P M P

γ ηγ η γ η
γη γη

∗ ∗+ − + + −− − +
= ≥ >

+ + + + +
， 

m mM P M P∗ ∗+ > + ，由此发现，在这在间作下玉米和马铃薯总的干物质积累量大于单作时总的干物质积

累量，呈现出了两者间作的优势。 

4.3. 数值模拟与理论概述 

从第 2，3 节已知，玉米干物质积累量的最大值为 348mM = ，马铃薯干物质积累量的最大值为 296mP = 。

在选定微分方程系统(9)的初值和参数为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

20 10, 20 22.9, 0.000001104 70 0.0764,

0.00002908 60 0.0848, 0.303, 0.0778

M

P

M P r t t

r t t γ η

= = = − − +

= − − + = =
 

的情况下，计算得到正平衡点 ( )4 442.96,266.55N 。进一步，利用 Matlab 编程计算，得到间作时模型(9)
的数值解以及与单作时干物质累积量的一个比较，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Comparison of dry matter accumulation between maize and potato under mono-
culture or intercropping growth 
图 3. 玉米与马铃薯单间作生长时干物质积累量的比较 
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从图 3 中，我们可以看出： 
1) 玉米和马铃薯无论是单作，还是间作，干物质积累量在整个生育期内都逐渐增长，不同时期不同

处理下玉米和马铃薯干物质积累量都表现出不同的趋势。间作玉米的干物质积累量高于单作，而间作马

铃薯的则低于单作，这就说明间作体系促进了玉米干物质的积累，而抑制了马铃薯干物质的积累。究其

原因，在间作生长过程中，玉米对马铃薯生长抑制作用较强，养分吸收方面玉米处于竞争优势，马铃薯

处于劣势，从而导致了玉米干物质积累量增长比较迅速，而马铃薯的相对缓慢。 
2) 在间作条件下，就玉米而言，玉米在 140 天的时候干物质积累量为 439.1 g，与单作时的 346.4 g

相比，相对提高了 26.76%，具有较明显的产量优势。就马铃薯而言，马铃薯在 100 天的时候干物质积累

量为 259.9 g，与单作时的 282.8 g 相比，降低幅度为 8.10%，不利于马铃薯产量的增加。然而，就玉米和

马铃薯两者的总量而言，增产 11.09%，这说明了这两种作物间作起来产生了群体产量优势。 

5. 结论 

在本文中，首先依据前人对于玉米和马铃薯生长特性方面的研究，通过将经典 Logistic 模型中的常

数内禀增长率改进为一个显含时间的二次函数，从而分别建立了关于玉米和马铃薯单作生长时干物质积

累的一维非自治 Logistic 微分方程模型。模型(1) (5)的数值模拟结果表明，模拟值分别与表 1、表 2 中的

实验数据高度吻合，由此验证了这两种新建模型分别合理地模拟和解释了玉米与马铃薯在生长发育过程

中干物质的积累过程。 

然后，考虑到玉米和马铃薯在间作生长时有着促进和抑制的作用，在两种单作模型的基础上加入了

合理的双线性耦合项，建立了玉米和马铃薯间作生长时干物质积累的二维非自治微分方程模型(9)。对模

型的数值模拟分析得出，在间作系统下，马铃薯的干物质积累量与单作相比减少了 8.10%，玉米的提高

了 26.76%，马铃薯处于劣势，玉米处于优势。且庆幸的是，玉米和马铃薯两者总的干物质积累量增加了

11.09%，这说明间作相比单作提高了群体产量优势。因此，依据本文的模型和数值模拟结果分析，在选

择玉米和马铃薯的种植方式时，可以优先考虑间作栽培。 

综上，本文探讨了关于自然条件下玉米和马铃薯单间作生长时干物质积累的模型，通过数据比对反

映出了间作可使作物增产的优势，后续可在间作模型的基础上进一步考虑如何引入现代农业技术，以此

来实现作物再增产的目标。 
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