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摘  要 

本文研究了同时具有内部时变时滞和耦合时变时滞的不连续复杂网络的固定时间与预定时间同步问题。

基于固定时间稳定性定理及其引理，设计了新的状态反馈控制器，实现了复杂网络的固定与预定时间同

步。在Filippov微分包含框架下，通过应用Lyapunov-Krasovskii泛函方法和不等式分析方法，以线性矩

阵不等式的形式得到了含有时滞的不连续复杂网络的固定时间与预定时间同步判定准则。最后用数值模

拟验证了控制器的有效性与理论的正确性。 
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Abstract 
In this paper, we study the fixed-time and pre-assigned-time synchronization of discontinuous 
complex networks with both internal time-varying delays and coupled time-varying delays. Based 
on the fixed-time stability theorem and its lemma, a new state feedback controller is designed to 
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realize the fixed and pre-assigned time synchronization of complex networks. Under the frame-
work of Filippov differential inclusion, by using Lyapunov-Krasovskii functional method and in-
equality analysis method, the criterion of fixed time and pre-assigned time synchronization for 
discontinuous complex networks with time delay is obtained in the form of linear matrix inequali-
ties. Finally, the effectiveness of the controller and the correctness of the theory are verified by 
numerical simulation. 
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1. 引言 

近年来，复杂网络受到了广泛的关注与研究。随着人工智能等技术的发展，复杂网络的同步在生物

工程、信息处理、保密通信、模式识别等领域有着广泛的研究与应用[1] [2] [3]。在之前的研究中，复杂

网络的同步通常需要无限时间才能达到，因此近年来学者开始研究复杂网络有限时间同步问题[4] [5]。有

限时间同步的同步时间估计依赖系统的初始值，实际系统的初始值并不都是已知的。固定时间同步作为

一种特殊的有限时间同步，其同步时间估计不依靠系统的初始值。预定时间同步指网络在预先指定的时

间内实现同步，不依赖于控制器参数与系统的初始值。 
在网络系统中，个组件之间的信息传输是通过通信信号进行的。由于信号传输的速度有限和交通拥

堵，在网络系统中时间延迟是不可避免的。Rakkiyappan 等人[6]通过使用牵制控制研究了具有概率时变延

迟的 Takagi-Sugeno 模糊复杂网络的集群同步。Wu 等人[7]研究了具有时变耦合延迟和不确定采样的复杂

网络的采样数据指数同步。在实际中，复杂网络中的内部耦合和动态节点间都存在时间延迟，这使得复

杂网络的同步分析更加复杂。因此研究具有内部和耦合时变延迟的复杂网络的同步是有意义且有挑战性

的。近年来已经取得了具有时间延迟的复杂网络的固定时间同步研究结果。Chen 等人[8]研究了混合耦合

网络的固定时间同步，该网络在延迟耦合项中有内部延迟和一个传输延迟。Lü 等人[9]设计了牵制控制器

来实现具有不连续激活函数的耦合延迟神经网络的有限时间和固定时间同步，但其研究的耦合延迟神经

网络在耦合项中没有延迟。Hu 等人[10]通过定义向量符号函数来构造控制器，研究了具有内部和耦合时

变延迟的复杂网络的固定时间同步，但其研究的复杂网络是连续的。而不连续现象在实际中普遍存在的，

在处理许多复杂网络时不连续现象是不可忽略的。目前，同时具有内部和耦合时变时滞的不连续复杂网

络固定时间同步目前还没有学者专门研究。 
基于上述讨论，本文研究了具有内部和耦合时变时滞的不连续复杂网络的固定时间同步与预定时间

同步。设计了状态反馈控制器实现目标网络的固定时间与预定时间同步，并使用数值模拟进行了验证。 

2. 问题描述与预备知识 

考虑以下具有 N 个节点的时滞复杂网络模型 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1

x x f x x x u ,
N

i i i i ij j i
j

t A t B t B g t t c t t tτ α τ
=

= + + − + Γ − +∑              (1) 
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其中 { }1,2, ,i N∈ =  ， ( ) ( )T
1 2x , , , n

i i i int x x x= ∈  和 ( )ui t 分别表示第 i 个节点的状态向量和控制输

入， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T

1 1 2 2f x , , ,i i i n int f x t f x t f x t=  和 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T

1 1 2 2x , , ,i i i n ing t g x t g x t g x t=  均

表示不连续矢量函数， 1 2, ,A B B 为常数矩阵，矩阵 ( )ij N N
C c

×
= 是外部耦合矩阵，当节点 i 和节点 ( )j i j≠   

有连接时满足 0ijc > ；否则 ( )0ijc i j= ≠ ，同时矩阵 C 的对角元素定义为
1,

,
N

ii ij
j j i

c c i
= ≠

= − ∈∑  。Γ是内部 

耦合矩阵， ( )1 tτ 和 ( )2 tτ 分别代表内部时滞和耦合时滞，并且满足 ( )10 tτ τ≤ ≤ 且 ( ) 1, 1, 2i t iτ σ≤ < = 。 
本文旨在将网络(1)与以下孤立系统同步 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1v v f v v ,t A t B t B g t tτ= + + −                          (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2v , , , n

nt v t v t v t= ∈  表示时间 t 的状态向量，方程中的其他参数定义与系统(1)相同。 
定义 1 同步误差记为 ( ) ( ) ( )x v ,i ie t t t i= − ∈ 。如果存在与系统初始值无关的时间 T，使得

( ) ( )lim x v 0it T
t t

→
− = 且对于 t T> 有 ( ) ( )x v 0i t t− ≡ 。则称复杂网络(1)固定时间同步到系统(2)。如果时间

T 是预先给定的时间，与系统初始值和系统参数均无关且满足上述条件，则称复杂网络(1)在预定时间同

步到系统(2)。 
在本文中，激活函数 ( )( )f x ,i t i∈ 在 n 上是不连续的，因此误差系统是右边有不连续状态的一个

微分方程，在这种情况下可能无法保证系统的解的存在性。因此以下我们将在 Filippov 解的意义下考虑。 
考虑不连续系统 ( ) ( )( )x f xt t= ，其中 x n∈ ， ( )f : n n⋅ →  是不连续但局部可测的。 
定义 2 [11] ( )f x 在 x n∈ 处的 Filippov 集值映射描述为 ( ) ( )( )

( )0
, \F x co f B x

ε µ
ε

>

 =   



 ，其中 

( ) { }, :nB x v v xε ε= ∈ − ≤ ， ( )µ  是集合的 Lebesgue 测度。 
定义 3 [12]函数 ( ] ( ]x : 0, , 0,n→ ∈ +∞  是系统 ( ) ( )( )x f xt t= 的 Filippov 解，如果 
1) ( )x t 在 ( ]0, 中是绝对连续的； 
2) 存在一个可测函数 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ]T

1 2, , , : 0, n
nt t t tψ ψ ψ ψ= →  ，使得对几乎所有的 ( ]0,t∈  ，有

( ) ( )( )xt F tψ ∈ ，且对于几乎所有的 ( ]0,t∈  有 ( ) ( )x t tψ= 。 
由于网络中存在不连续激活函数，给出以下两个重要假设条件： 
假设 1 对于 , 1, 2, ,jf j n=  ，除在可数个孤立点 j

kδ 外均连续，且其左右极限 ( )j
j kf δ+ 和 ( )j

j kf δ− 存在，

并且 jf 在任意有界紧区间上至多存在有限个跳跃间断点。 
假 设 2 对 每 一 个 1,2, ,j n=  ， 存 在 非 负 常 数 jL 和 jG ， 使 得 对 任 意 , nu v∈ 满 足

sup j j j jL u v Gη θ− ≤ − + ，其中 ( )j jK f uη  ∈  ， ( )j jK f vθ  ∈  ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }min , , max ,j j j j jK f u f u f u f u f u− + − +   =   。 

引理 1 若存在 C-正则(正则、正定、径向无界)函数 ( ) : nV t → 满足 

( ) ( ) ( ) ( )
d

,
d

V t
kV t V t V t

t
δ θα β≤ − −                              (3) 

其中 { }min ,k α β< ， 0α > ， 0β > ， 1δ > ， 0 1θ≤ ≤ ，则不连续系统在固定时间内稳定，固定时间估计

式如下： 

1) 当 0k = 时，固定时间估计为：
( ) ( )1 cscT

εβ ε
δ θ β α

 
 −  

π
π ，其中 ( ) ( )1ε θ δ θ= − − 。 

2) 当 0k ≠ 时，固定时间估计为：
( ) ( )2

1 1ln ln
1 1

T
k k k k

α β
δ α θ β

+
− − − −

 。 

证明：由文献[13]可知，当 { }min ,k α β< 时不连续系统在固定时间内同步达到稳定，且当 0k = 时，
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同步时间估计式为 1T ，当 0k ≠ 时，不妨设 ( )0x 1V > ，提出以下分段微分方程辅助证明： 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )0

,  1,

,  0 1,

0,                           1,

0 x .

kW t W t W t

W t kW t W t W t

W t

W V

δ

θ

α

β

  − ≥
 = − < < 
  = 


=



                          (4) 

比较式(3)与式(4)可以看出 ( ) ( )0 V t W t≤ ≤ ，即当 ( )W t 收敛到 0 时，有 ( )V t 收敛到 0。当 ( ) 1W t ≥ 时，

令 ( ) ( )1U t W tθ−= 。由式(4)可知：当 ( ) 1W t +→ 时， ( ) 1U t −→ ，即有： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

0

1 1

0 x

U t k U t

U V δ

δ α δ
−

 = − − −


=



                               (5) 

当 ( )0 1W t≤ < 时，令 ( ) ( )1U t W tθ−= 。由式(4)也可知：当 ( ) 0W t +→ 时， ( ) 0U t +→ ，同样有： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

0 1

U t k U t

U

θ β θ = − − −


=



                               (6) 

因此在式(4)的作用下，对于任意初值的系统(3)的固定时间估计转化为了系统(4)的解在时间T内趋向

于 1 与T 内趋向于 0 的和。 
对于 { }0 min ,k α β< < ， ( )U t 趋向于 1 时，估计时间T。由 ( )0x 1V > 可知 ( )0 1U < ，由式(5)能够推 

出 ( ) ( ) ( )10 ek tU t U
k k

δα α− = − + 
 

。由 ( )0 0 1U< < ， ( )lim 1
t

U t
k
α

→+∞
= > 和 ( ) 0U t > 得出，存在时间 0T > ， 

当 0 t T< <  时，有 ( ) 1U T = ， ( )0 1U t< < ，且T能够估计为： 

( )
( )

( )
01 1ln ln

1 1
kU

T
k k k k

α α
δ α δ α

−
= <

− − − −
                        (7) 

( )U t 从 1 趋向于 0 时，估计时间T 。与上述论证相同有 ( ) ( )11 ek tU t
k k

θβ β− = − + 
 

。从 ( )0 1U = ，

( )lim
t

U t
→+∞

= −∞和 ( ) 0U t < 得出，存在时间 0T > ，满足 ( ) 0U T = ，且T 能够表示为： 

( )
1 ln

1
T

k k
β

θ β
=

− −
                                  (8) 

由式(7)和(8)能够得出，对于任意的初值 ( )0W ，在固定时间T T+ 内，有 ( ) 0W t → ，即有 ( ) 0V t → 。

对于 t T T≥ + 有 ( ) 0W t ≡ 成立，即有 ( ) 0V t ≡ 成立。 
当 0k < 的证明相同，上述论证可以说明满足 { }min ,k α β< ，当 0k ≠ 时，不连续系统是固定时间稳

定的，且其固定时间估计为 ( )0xT T T≤ + 。证毕。 
引理 2 如果存在 C-正则函数 ( ) : nV t → 和预先指定的时间 0PT > 满足 
( ) ( ) ( ) ( )( )d

d p

V t T kV t V t V t
t T

δ θα β≤ − −


，其中
1

2

,  0
,  0

T k
T

T k
=

=  ≠



， { }min ,k α β< ， 0α > ， 0β > ， 1δ > ， 

0 1θ≤ ≤ ，则称系统(1)在指定时间 PT 内同步到系统(2)。 
引理 3 [14]设 1 2, , , na a a 为非负常数， 0 1p< ≤ ， 1q ≥ ，则以下不等式成立 

1

1 1 1 1
,  .

p qn n n n
p q q
i i i i

i i i i
a a a n a−

= = = =

   ≥ ≥   
   

∑ ∑ ∑ ∑                           (9) 
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引理 4 [15]对于任意给定的向量 , nx y∈ ，标量 0ε > 和任意 n n× 的实矩阵 0Q > 有以下不等式成立 

T 1 T 1 T2 .x y x Q x y Qyε ε− −≤ +                              (10) 

3. 网络的固定时间同步 

本节研究复杂网络(1)与(2)的固定时间同步。网络(1)与(2)的同步问题将被转化为其误差系统的固定时

间稳定性，利用引理 1，通过构造 Lyapunov-Krasovskii 泛函和设计适当的控制器，得到了复杂为了网络

(1)与(2)的固定时间同步的充分条件。本文设计控制器如下： 

( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1 2

1 1

1 1
2 2T T1 2

1 12 2

1 1
2 2T T1 2

2 22 2

2

d d
1 1

u d d
1 1

,          

t ti i
i i i it t t t

i i

t ti i
i i i i it t t t

i i

i i i i

e t e t
k e s e s s k e s e s s

e t e t

e t e tt k e s e s s k e s e s s
e t e t

e t rsign e t k e t

τ τ

δ δ

τ τ

δ

ξ ξ
σ σ

ξ ξ
σ σ

η

− −

+ +

− −

   − −   − −   

   = − −   − −   

− − −   

∫ ∫

∫ ∫

( )

( )

   0

0,                                                                    0

i

i

e t

e t










 ≠
 =

   (11) 

其中 1 2 1 2, , , , , 0i r k kη ξ ξ > 。且有 ( )1 2r m m> + ， { }1 11,2, ,
max ii N

m b m
=

=


， { }2 21,2, ,
max ii N

m b m
=

′=


， ( )1 1maxb Bλ= ， 

( )2 2maxb Bλ= 。 
定理 1 假设 1 和假设 2 成立，在控制器(11)下，如果存在正定对角矩阵 { }idiagη η= ， i∈ 和标量 

1 2 1 2, , , 0ξ ξ υ υ > 使得线性矩阵不等式
( )

( )T 1
2

0
C

C Iαυ−

Ω ⊗Γ 
<  ⊗Γ − 

成立，且满足 ( )2 1 1 0L υ ξ− < ，( )2 2 0αυ ξ− < ，

则复杂网络(1)与(2)可以实现固定时间同步，且同步时间估计为: 
1

cscT
δδ ω

ω κ δ
π    ≤    

 

π

 
。 

线性矩阵不等式中 I 表示维度兼容的单位矩阵， { }1 max iL l= ， { }2 max iL l′= ， 

( ){ }1 2 1min 2 ,2r m m kω = − − ， ( )
1

222k Nn
δ

κ
−

= ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

T1 1 2
1 1 2 1 2 2

T
T1 1 2

1 1 2 1 2 2

2 1

.
2 1

N N N N N n n

N N N N N n n

I A L I B L I B I B I I I

I A L I B L I B I B I I I

ξ ξυ η
σ

ξ ξυ η
σ

−

−

 +Ω = ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ − 

 + + ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗  −  

 

证明：根据定义 2 与定义 3，网络(1)和(2)的解分别满足： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1 2 1 2
1

2

1 2 1

x x f x x x

          u

v v f v v  , .

N

i i i i ij j
j

i i i i i

t A t B K t B K g t t c t t

e t rSG e t k e t t

t A t B K t B K g t t i

δ

τ α τ

η

τ

=

  ∈ + + − + Γ −   

− − − −  

  ∈ + + − ∈   

∑

 

 

且 
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( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( )

1 2

1 1

1 1
2 2T T1 2

1 12 2

1 1
2 2T T1 2

2 22 2

d d
1 1

u

d d ,    0.
1 1

t ti i
i i i it t t t

i i
i

t ti i
i i i i it t t t

i i

e t e t
k e s e s s k e s e s s

e t e t
t

e t e t
k e s e s s k e s e s s e t

e t e t

τ τ

δ δ

τ τ

ξ ξ
σ σ

ξ ξ
σ σ

− −

+ +

− −


   − −    − −   = 

    − − ≠   − −   

∫ ∫

∫ ∫

 

根据可测选择理论，存在可测函数 ( ) ( )( )f xi it K tη  ∈   ， ( ) ( )( )f vt K tθ  ∈   ， 

( )( ) ( )( )( )1 1xi it t K g t tσ τ τ − ∈ − ， ( )( ) ( )( )( )1 1vt t K g t tϕ τ τ − ∈ − ， ( ) ( )( )i iz t SG e t∈ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1

2 2
1

u ,

i i i i

N

ij j i i i i i
j

e t Ae t B t t B t t t t

c e t t e t rz t k e t t
δ

η θ σ τ ϕ τ

α τ η
=

= + − + − − −

+ Γ − − − − −  ∑



               (12) 

构造如下 Lyapunov-Krasovskii 泛函 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2

T T T1 2

1 1 1
d d .

1 1

N N Nt t
i i i i i it t t t

i i i
V e t e t e t e s e s s e s e s s

τ τ

ξ ξ
σ σ− −

= = =

= + +
− −∑ ∑ ∑∫ ∫          (13) 

根据同步误差动态方程(12)式可以得到： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T1
1 1 1

1 1 1

T T2
2 2 2

1 1

2
1

.
1

N N N

i i i i i i
i i i

N N

i i i i
i i

V e t e t e t e t e t e t t e t t

e t e t e t t e t t

ξ
ξ τ τ

σ
ξ

ξ τ τ
σ

= = =

= =

= + − − −
−

+ − − −
−

∑ ∑ ∑

∑ ∑





            (14) 

由(12)式可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T
1 2 1 1

1 1

2 2
1

2 2

u

N N

i i i i i i
i i

N

ij j i i i i i
j

e t e t e t Ae t B t t B t t t t

c e t t e t rz t k e t t
δ

η θ σ τ ϕ τ

α τ η

= =

=


= + − + − − −




+ Γ − − − − −   


∑ ∑

∑



        (15) 

由假设 2 有 ( ) ( ) ( )i i i it t l e t mη θ− ≤ + ， ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1i i i it t t t l e t t mσ τ ϕ τ τ′ ′− − − ≤ − + 。因此可将上

式(15)写为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
1 1 2 2 1

1

1 2 2
1 1 1 1

1T T T
2

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 u .

N

i i N N N
i

N n N n
T

ik ik
i k i k

N N n N

n i i ik i i
i i k i

e t e t e t I A e t L e t I B e t L e t I B e t t

m e t m e t e t C e t t

e t I e t r e t z t k e e t tδ

τ

α τ

η

=

= = = =

+

= = = =

≤ ⊗ + ⊗ + ⊗ −

+ + + ⊗Γ −

− ⊗ − − −

∑

∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑



    (16) 

由引理 4 可知 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T
2 2 1

T1 T T
2 1 2 2 2 1 1 1

T
2

T1 T T
2 2 2 2

2

2

N

N N

L e t I B e t t

L e t I B I B e t L e t t e t t

e t C e t t

e t C C e t e t t e t t

τ

υ υ τ τ

α τ

αυ αυ τ τ

−

−

⊗ −

 ≤ ⊗ ⊗ + − − 
⊗Γ −

 ≤ ⊗Γ ⊗Γ + − − 

            (17) 
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将上式(17)带入，式(14)可进一步表示为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

TT 1 1 2
1 1 2 1 2 2

T
T1 1 2

1 1 2 1 2 2

T1 T T
2 2 1 1 1 2 2 2

T

1

2 1

2 1

2

2

N N N N N n n

N N N N N n n

N

i i
i

V e t e t I A L I B L I B I B I I I

I A L I B L I B I B I I I

C C e t L e t t e t t e t t e t t

r e t z t

ξ ξ
υ η

σ

ξ ξ
υ η

σ

αυ υ τ τ αυ τ τ

−

−

−

=

 +≤ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 
−  

 +
+ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 

−  


+ ⊗Γ ⊗Γ + − − + − −


− ∑



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1
2 1 2

1 1 1 1 1 1

T T T
1 1 1 2 2 2

1

2 2 2

2 u

N n N n N n

ik ik ik
i k i k i k

N

i i i i i i
i

k e m e t m e t

e t t e t t e t t e t t e t t

δ

ξ τ τ ξ τ τ

+

= = = = = =

=

− + +

− − − − − − −

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑

 

由定理条件中线性矩阵不等式成立可知有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

TT 1 1 2
1 1 2 1 2 2

T
T1 1 2

1 1 2 1 2 2

T1
2

2 1

2 1

2 0

N N N N N n n

N N N N N n n

e t I A L I B L I B I B I I I

I A L I B L I B I B I I I

C C e t

ξ ξ
υ η

σ

ξ ξ
υ η

σ

αυ

−

−

−

 + ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 
−  

 +
+ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 

−  


+ ⊗Γ ⊗Γ <


 

因此式(14)可以表示为： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T T
2 1 1 1 1 2 2 2 2

T
1 2

1 1 1 1 1

1 T
2

1 1 1

2 2 2

2 2 u

N N n N n

i i ik ik
i i k i k

N n N

ik i i
i k i

V e t L e t t e t t e e t t e t t

r e t z t m e t m e t

k e e t tδ

υ ξ τ τ αυ ξ τ τ

= = = = =

+

= = =

≤ − − − + − − −

− + +

− −

∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑



       (18) 

由 ( )2 1 1 0L υ ξ− < ， ( )2 2 0αυ ξ− < 可知： 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

T
2 1 1 1 1

T
2 2 2 2

0

0

L e t t e t t

e t t e t t

υ ξ τ τ

αυ ξ τ τ

− − − <

− − − <
                              (19) 

且有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1
2T T

1 2 1 2
1 1 1 1

2 2 2
N N n N

i i ik i i
i i k i

r e t z t m m e t r m m e t e t
= = = =

 − + + ≤ − −  
 

∑ ∑∑ ∑ . 

因此将以上各式带入式(18)可得： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2

1 1

1
2 1T

1 2 2
1 1 1

1 1
2 2T T1 2

1 1
1 1

1
2T T1 2

2 2
1

2 2

2 d 2 d
1 1

2 d 2 d
1 1

N N n

i i ik
i i k

N Nt t
i i i it t t t

i i

N t t
i i i it t t t

i

V e t r m m e t e t k e

k e s e s s k e s e s s

k e s e s s k e s e s s

δ

τ τ

δ

τ τ

ξ ξ
σ σ

ξ ξ
σ σ

+

= = =

− −
= =

+

− −
=

 ≤ − − − − 
 

   − −   − −   

   − −  − −   

∑ ∑∑

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫ ∫



1
2

1
.

N

i

δ+

=
∑
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由引理 3 可知 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 2

1

1 1
12 2T T21 2 2

1 1

1 1
2 2T T1 2

1 1
1 1

1
1 2T12 2

1

1
222

2 2

2 d 2 d
1 1

2 d
1

2

N N

i i i i
i i

N Nt t
i i i it t t t

i i

N t
i it t

i

V e t

r m m e t e t Nn k e t e t

k e s e s s k e s e s s

Nn k e s e s s

k Nn

δ
δ

τ τ

δ
δ

τ

δ

ξ ξ
σ σ

ξ
σ

ξ

+
−

= =

− −
= =

+
−

−
=

−

   ≤ − − + −   
   

   − −   − −   

 −  − 

−

∑ ∑

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫



( ) ( )( )2

1
2T

1
d .

1

N t
i it t

i
e s e s s

δ

τσ

+

−
=

 
 − 
∑ ∫

 

即有： ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1
2 2V e t V e t V e t

δ

ω κ
+

   ≤ − −   
 ，满足引理 1 中条件的形式，因此复杂网络(1)与(2)可以

实现固定时间同步，且根据引理 1 情况 1)同步时间估计为

1

cscT
δδ ω

ω κ δ
π    ≤    

 

π

 
。证毕。 

4. 网络的预定时间同步 

本节研究复杂网络(1)与(2)的预定时间同步。预定时间同步的同步时间可根据实际需要预先指定，与

系统初值与控制器参数无关，由此可见，预定时间同步的实际应用更加广泛。预定时间同步的研究较少，

其理论还依赖于固定时间同步理论。为了实现网络(1)与(2)的预定时间同步本文设计了控制增益有限的状

态反馈控制器如下： 

( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )

1 2

1 1

1 1
2 2T T1 2

1 12 2

1 1
2 2T T1 2

2 22 2

d d
1 1

d d
u 1 1

t ti i
i i i it t t t

p pi i

t ti i
i i i it t t t

i p pi i

i i
p

e t e tT Tk e s e s s k e s e s s
T Te t e t

e t e tT Tk e s e s s k e s e s s
t T Te t e t

Te t r s
T

τ τ

δ δ

τ τ

ξ ξ
σ σ

ξ ξ
σ σ

η γ γ

− −

+ +

− −

   − −   − −   

   − −   = − −   

 
− − − −  

 

∫ ∫

∫ ∫

( )( ) ( ) ( )

( )

2 ,        0

0,                                                                                       0

i i i

i

ign e t k e t e t

e t

δ











 − ≠  

 =

   (20) 

其中 T 为定理 1 中所估计的时间， pT 为预先指定的时间。其余参数含义与控制器(11)中的参数相同。 
定理 2 假设 1 和假设 2 成立，在控制器(20)下，如果存在正定对角矩阵 { },idiag iη η= ∈ 和标量 

1 2 1 2, , , 0ξ ξ υ υ > 使得线性矩阵不等式
( )

( )T 1
2

0
C

C Iαυ−

Ω ⊗Γ 
<  ⊗Γ − 

成立，且满足 ( )2 1 1 0L υ ξ− < ，( )2 2 0αυ ξ− < 。 

则复杂网络(1)与(2)可以在预定时间 pT 内实现同步。 
证明：构造 Lyapunov-Krasovskii 泛函同式(13)，与定理 1 证明相同的有： 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

TT 1 1 2
1 1 2 1 2 2

T
T1 1 2

1 1 2 1 2 2

T1 T T
2 2 1 1 1 2 2 2

T

2 1

2 1

2

2

N N N N N n n

N N N N N n n

i i
ip

V e t e t I A L I B L I B I B I I I

I A L I B L I B I B I I I

C C e t L e t t e t t e t t e t t

Tr e t z t
T

ξ ξ
υ η

σ

ξ ξ
υ η

σ

αυ υ τ τ αυ τ τ

−

−

−

=

 +≤ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 
−  

 +
+ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ 

−  


+ ⊗Γ ⊗Γ + − − + − −


−



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1
2 1 2

1 1 1 1 1 1 1

T T T
1 1 1 2 2 2

1

2 2 2

2 u

N N n N n N n

ik ik ik
i k i k i kp p p

N

i i i i i i
ip

T T Tk e m e t m e t
T T T

T e t t e t t e t t e t t e t t
T

δ

ξ τ τ ξ τ τ

+

= = = = = =

=

− + +

− − − − − − −

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑

 

由线性矩阵不等式成立条件可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T
1 2

1 1 1

1 T
2

1 1 1

2 2

2 2 u

N N n

i i ik
i i kp p

N n N

ik i i
i k ip p

T TV e t r e t z t m m e t
T T

T Tk e e t t
T T

δ

= = =

+

= = =

≤ − + +

− −

∑ ∑∑

∑∑ ∑



 

由引理 3 可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 2

1

1 1
12 2T T21 2 2

1 1

1 1
2 2T T1 2

1 1
1 1

1
1

T12 2
1

2 2

2 d 2 d
1 1

2 d
1

N N

i i i i
i ip p

N Nt t
i i i it t t t

i ip p

N t
i it t

ip

T TV e t r m m e t e t Nn k e t e t
T T

T Tk e s e s s k e s e s s
T T

TNn k e s e s s
T

δ
δ

τ τ

δ

τ

ξ ξ
σ σ

ξ
σ

+
−

= =

− −
= =

−

−
=

   ≤ − − + −   
   

   − −   − −   

 −  − 

∑ ∑

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫



( ) ( ) ( )( )2

2

1
1 2T222

1
2 d .

1

N t
i it t

ip

Tk Nn e s e s s
T

δ

δ
δ

τ

ξ
σ

+

+
−

−
=

 −  − 
∑ ∫

 

即有 ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1
2 2

p p

T TV e t V e t V e t
T T

δ

ω κ
+

   ≤ − −   
 ，满足引理 2 的条件，因此网络(1)与(2)将在预定是的 

时间 pT 内达到同步。证毕。 

5. 数值模拟 

本节我们通过数值模拟来验证控制器的有效性与理论的正确性。为了验证同步时间不受初值的影响，

网络的初始值均为随机选取。考虑以下具有 5 个相同节点的网络，网络的每个节点是 3 维的， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1

x x f x x x u ,  1, 2,3, 4,5
N

i i i i ij j i
j

t A t B t B g t t c t t t iτ α τ
=

= + + − + Γ − + =∑     (21) 

其中 ( ) ( )1 0.5 0.3sint tτ = + ， ( ) ( ) 1

2 0.2 0.2 e 1ttτ
−

= − + ，

1 0 0
0 1 0
0 0 1

A
− 
 = − 
 − 

， 1

1.25 3.2 3.2
3.2 1.1 4.4
3.2 4.4 1

B
− − 

 = − 
 − 

，
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2

1.4 0.1 0
0.1 1.4 0
0 0.1 1.4

B
− 
 = − 
 − 

， 1α = ，

1 1 1 0 1
1 2 0 1 0
1 0 1 1 1

0 1 1 2 0
1 0 1 0 2

C

− − 
 − 
 = − −
 

− 
 − 

， 5IΓ = ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T

1 1 2 2 3 3f x , ,i i i it f x t f x t f x t= ， ( ) ( )
( )
( )1

0.5 1 1 0.02,  0,  1, 2,3

0.5 1 1 0.01,  0,  1, 2,3
i

i
i

x x x i
f x g x

x x x i

 + − − − ≤ == = 
+ − − + > =

， 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )T

1 1 1 1 2 2 1 3 3 1x , ,i i i ig t t g x t t g x t t g x t tτ τ τ τ− = − − − 。 

相应的目标同步系统可以描述为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1fv t Av t B v t B g v t tτ= + + −                       (22) 

如图 2 所示，在无控制器时，如图 1 所示，同步轨迹误差未收敛到 0，网络(21)与目标系统(22)无法

实现同步。 
 

 
Figure 1. Errors of network (21) and (22) without controller 
图 1. 无控制器下网络(21)与(22)的误差 

 
在控制器 (11) 下，选择参数 1 1.5v = ， 2 0.4v = ， 1 1.6ξ = ， 2 0.5ξ = ， 2r = ， 1 2 2k k= = ，

( )1 0.5 0.3sint tτ = + ， ( ) ( ) 1

2 0.2 0.2 e 1ttτ
−

= − + 。通过 MATLAB LMI 工具箱，求解出 

{ }33.4527,33.4527,33.4527,33.4527,33.4527diagη = 。由假设可求出 1 2 1l l= = ，1 2 1l l′ ′= = ， 1 2 0.03m m= = ，

1 2 0.03m m′ ′= = 。 
验证网络(23)与目标系统(22)的固定时间同步。如图 2 所示展示了在控制器(11)下，网络(21)与目标系

统(22)的同步误差轨迹，从图中可以看出，网络(21)与目标系统在 0.15t = 时已经实现同步，小于定理 1
中所估计的固定时间 2 1.6330T = 。验证了固定时间同步控制器的有效性及定理 1 的正确性。 

接下来验证网络(21)与目标系统(22)的预定时间同步。选择同样的参数，在控制器(20)下，给定预定

时间 0.1pT = ，数值模拟结果如图 3 所示。可以看出，网络(21)与目标系统(22)在预定的时间 0.1pT = 内达

到同步，验证了定理 2 的正确性与预定时间同步控制器的有效性。 
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Figure 2. Fixed-time synchronization error chart of networks (21) 
and (22) 
图 2. 网络(21)与(22)的固定时间同步误差图 

 

 
Figure 3. Preassigned-time synchronization error chart of networks 
(21) and (22) 
图 3. 网络(21)与(22)的预定时间同步误差图 

6. 结论 

本文基于固定时间稳定性定理，设计了新的状态反馈控制器实现了同时具有内部时变时滞和耦合时

变时滞的不连续复杂网络的固定时间与预定时间同步。并通过构造新的 Lyapunov-Krasovskii 泛函，在不

连续框架下推导出时滞不连续复杂网络的固定与预定时间同步的判定准则。并进行了数值模拟来验证理

论的正确性与控制器的有效性。本文所得出的定理不仅适用于时变时滞网络，同样适用于常时滞网络。

我们知道，如果出现脉冲扰动，系统的动态分析将会变得困难。因此，具有时变时滞和脉冲扰动的复杂

网络的固定时间与预定时间同步将会是未来的工作之一。 
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