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摘  要 

本文研究了一类受媒体报道影响且恢复率受到环境噪声影响的随机SIS流行病模型。利用停时理论和

Lyapunov分析法，首先证明了随机模型正解的全局存在唯一性。其次，证明了随机模型的无病平衡点的

随机稳定性。当确定性模型基本再生数大于１时，得到了随机模型的解在相应确定性模型的地方性平衡

点附近的振荡行为，并得到了强噪声可以导致疾病灭绝的结论。通过数值模拟验证了本文的理论结果。 
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Abstract 
A stochastic SIS epidemic model with media coverage is concerned. By stopping time theory and 
Lyapunov analysis, we first obtain the global existence and uniqueness of the positive solution. 
Then, we prove the stochastic asymptotical stability of the disease-free equilibrium point. When 
the basic reproduction number of the deterministic model is greater than 1, the solution of the 
stochastic model is oscillating around the local equilibrium point of the corresponding determi-
nistic model, and the conclusion that strong noise can lead to disease extinction is obtained. Nu-
merical simulations verify the theoretical results. 
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1. 模型的建立 

毫无疑问，在现代社会，公共卫生问题已经成为全球个人和财产的巨大威胁。在疫情期间，人们通

过智能手机和社交网络等获取相关媒体发布的传染病的最新情况报道，从而引起人们的重视并采取一些

自我保护措施，比如戴口罩、消毒、通风、勤洗手等来预防感染，这些行为改变可以降低人们被感染的

机会，以减少染病者的数量，说明媒体信息传播对疾病的流行有一定的消减作用。同时，现实世界里，

疾病的传播也不可避免的会受到外界环境中的随机因素的影响。在随机流行病模型中考虑媒体报道对流

行病的预防和控制具有一定的实际意义。因此，对受媒体报道影响或白噪声影响的随机流行病动力学模

型建立和研究已成为相关工作者广泛关注的课题[1]-[9]。 
设 ( )S t 表示 t 时刻的易感者， ( )I t 表示 t 时刻的染病者，文献[10]考虑了下面的 SIS 随机流行病模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d d d ,

d d d ,

S t S t I t S t I t t I t B t

I t S t I t I t t I t B t

λ µ γ α

λ µ γ ε α

 = Λ − − + +   


= − + + −   
                   (1) 

其中Λ为易感者的补充率；µ 表示个体的自然死亡率；ε 是染病者的因病死亡率；λ 是自然接触率， 0γ ≥
是染病者的恢复率； ( )B t 是定义在完备概率空间上的标准布朗运动，α 表示环境白噪声的强度。 

对于模型(1)而言，自然接触率 λ 是一个常数，而在实际生活中，流行病的自然接触率 λ 在媒体报道 

的影响会减少[11]，故考虑媒体报道的影响，则 λ 修改为
( )
( )

2
1

λ
λ −

+
I t

m I t
，则在文[10]基础上考虑一类受媒 

体报道影响的随机 SIS 流行病模型，建立模型如下 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

2
1

d d d ,

d d d ,

λ
λ µ γ α

λ
λ µ γ ε α

   
= Λ − − − + +    +     


  

= − − + + −    +    

I t
S t S t I t S t I t t I t B t

m I t

I t
I t S t I t I t t I t B t

m I t

            (2) 

这里 m 是正常数， 1λ 是自然接触率， 2λ 表示因感染者存在而减少的最大接触率(假设 1 2 0λ λ≥ > )。 
与随机模型(2)相对应的确定性流行病的模型如下 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

2
1

d d ,

d d .

λ
λ µ γ

λ
λ µ γ ε

   
= Λ − − − +    +     


  

= − − + +    +    

I t
S t S t I t S t I t t

m I t

I t
I t S t I t I t t

m I t

                  (3) 
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2. 模型(3)基本再生数和平衡点的存在性 

定义基本再生数
( )

1
0

λ
µ γ µ ε

Λ
=

+ +
R 。 

下面讨论模型(3)的无病平衡点和地方性平衡点的存在性。令模型(3)的右端为 0，得到 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

2
1

d 0,

d 0,

λ
λ µ γ

λ
λ µ γ ε

  
Λ − − − + =   +  

  − − + + =  + 

I t
S t I t S t I t t

m I t

I t
S t I t I t t

m I t

                      (4) 

显然，当 0=I 得到无病平衡点 0 ,0
µ

 Λ
=  
 

E 。下面讨论地方病平衡点 ( )* * *,=E S I 的存在性。设 ( )* * *,=E S I
 

是模型(4)的一个解，将 ( )* * *,=E S I 带入模型(4)可得 

( )* * *

*
*2

1 *

,

,

µ ε

λ
λ µ γ ε

Λ = + +

 

− = + + 
+ 

S I I

I S
m I

                                (5) 

结合模型(4)的第一个方程，进一步整理得 
*2 *

1 2 3 0,+ + =A I A I A  

其中， 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2

2 1 2 1

1
3 1

,

,

1 ,

λ λ µ ε

λ λ λ µ ε µ µ γ ε

λ
λ µ µ γ ε

µ µ γ ε µ µ γ ε

= − − +

= Λ − − + − + +

 Λ
= Λ − + + = −      + + + + 

A

A m

mA m

 

当 3 0>A 时，关于 *I 一元二次方程有唯一的正解。从而可得到，当 0 1>R 时，模型(3)存在唯一的地

方病平衡点 ( )* * *,=E S I 。 
显然， 0E 也是随机模型(2)的无病平衡点，但是随机模型(2)不存在任何一个正平衡点。 

3. 随机模型(2)全局正解的存在唯一性和有界性 

定理1 任意给定初值 ( ) ( )( ) 20 , 0 +∈S I R ，模型(2)存在唯一的正解 ( ) ( )( ),S t I t ( )0≥t 依概率1存在于
2
+R 中，即 ( ) ( )( ) 2, +∈S t I t R ，a.s.. 

证明 由于模型(2)的系数满足局部 Lipschitz 连续性，所以对于任意给定的初值 ( ) ( )( ) 20 , 0 +∈S I R ，模

型(2)存在唯一的局部解 ( ) ( )( ),S t I t ， [ )0,τ∈ et ，其中τ e 是爆破时间[12]。要证明其解的全局存在性，只

需证明τ = +∞e  a.s.. 
记 ( ) ( ) ( )= +N t S t I t ，由模型(2)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )d d d .µ ε µ = Λ − + − ≤ Λ − N t S t I t I t t N t t  

设 ( )X t 是如下微分方程的解 

( ) ( )( )
( ) ( )

d d ,

0 0 ,

µ = Λ −


=

X t X t t

X N
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其中 ( ) ( ) ( )0 0 0= +N S I 。由比较定理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) [ )emax 0 0 , : , 0, ,a.s..τ
µ

 Λ
≤ ≤ + = ∈ 

 
N t X t S I C t                 (6) 

设 0 0>k 足够大，使得 ( ) ( )0 , 0S I 都落在区间 0
0

1 ,
 
 
 

k
k

内。对任意整数 0≥k k ，定义停时 

[ ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1inf 0, : min , max , .k et S t I t S t I t k
k

τ τ = ∈ ≤ ≥ 
 

或  

在整篇文中设 inf φ = ∞  (其中φ 表示空集)。由停时定义知，τ k 关于 k 是单调递增的。令 limτ τ∞ →∞
= kk

， 

则τ τ∞ ≤ e ，a.s.。若能证明τ∞ = ∞，a.s.，则τ = ∞e ，即对所有的 0≥t ( ) ( )( ) 2, +∈S t I t R ，a.s.，故只需证明

τ∞ = ∞，a.s.。若不然，存在常数 0>T 和 ( )0,1δ ∈ ，使得 { }τ δ∞ ≤ >P T 。故存在整数 1 0≥k k ，对所有的 1≥k k ，

满足 { }ητ δ≤ >P T 。 
考虑函数 [ )2: 0,+ → +∞V R  

( ) ( ) ( ) ( ), log log ,V t V S I S a S I b I= = − − + − −                        (7) 

其中 ,a b 为待定的正常数。对(7)利用Itô公式，得 

( ) ( ) ( )2 2
2 2d , 1 d d 1 d d

2 2

d 1 dα

   = − + + − +   
   

 = + − 
 

a a b bV S I S S I I
S IS I

ILV t B
S

 

其中， 

( )

( )

2 2
2

1 2

2
2

1

2 2 2

1 1 22

2

2

,
22

λ γ αµ ε λ µ

λ αλ µ γ ε

α αµ ε λ µ λ λ µ γ ε

Λ  = Λ − + − − + − + − + + 
  − − + + + +  +   

 
≤ Λ − + − + + + − + + + + + 

 

Ia a I a ILV S I I a I a
S m I S S

Ib S b
m I

a IS I I a I a b S b S b
S

 

取
1 1 2

,µ ε µ
λ λ λ
+

= =
−

a b ，则有 

2 2 2

2 : ,
22

α αµ µ γ ε
 

≤ Λ + + + + + + = 
 

a ILV a b K
S

 

所以，可得 

( )d , d 1 d .α  ≤ + − 
 

IV S I K t B
S

                                (8) 

对式(8)两端分别从 0 到 ητ ∧T 积分，然后取期望，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 0 , 0 0 , 0 .η η ητ τ τ∧ ∧ ≤ + ∧ ≤ +EV S T I T V S I KE T V S I KT           (9) 

对所有的 1≥k k ，令 { }τΩ = ≤k k T ，则 ( ) δΩ ≥kP 。对每一个 ηω ∈Ω ，由停时的定义可知 
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( ) ( ), , ,τ ω τ ωk kS I 中至少有一个等于 k 或
1
k
，故 ( ) ( )( ), , ,τ ω τ ωk kV S I 不小于 1 log− −k k 或者 

1 1 11 log 1 log .− − = − + k
k k k

 

于是 

( ) ( )( ) [ ] 1, , , 1 log 1 log ,τ ω τ ω  ≥ − − ∧ − +  
k kV S I k k k

k
 

由 { }ητ δ≤ >P T 和式(9)得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0 , 0 1 , , ,

11 log 1 log ,

ω τ ω τ ω

δ

Ω + ≥  
  ≥ − − ∧ − +    

k k kV S I KT E V S I

k k k
k

 

其中1Ωk
是Ωk 的示性函数。令 →∞k 可得矛盾， ( ) ( )( )0 , 0∞ ≥ + ≥ ∞V S I KT 。 

于是证得τ∞ = ∞，a.s.，模型(2)存在唯一全局正解。 
定理 1 证明了随机模型(2)正解的全局存在唯一性，由式(6)可得到随机模型(2)的正不变集： 

( ) ( ) ( ){ }2, : 0, 0, ,+Γ = ∈ > ≥ + ≤S I R S I S t I t C                       (11) 

其中 ( ) ( )max 0 0 ,
µ

 Λ
= + 

 
C S I 。 

4. 当 R0 1≤ 时随机模型(2)的动力学行为 

定理 2  当 0 1≤R 时，随机模型(2)的无病平衡点 0E 随机全局渐近稳定。 
证明：定义一个非负 Lyapunov 函数如下  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2 2
,

µ ε
µ λ

+ Λ
= − + + 
 

V t S t I t I t  

由 Itô 公式得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2
d d d ,

µ ε
α

λ
+

= −V t LV t I t B t  

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

1

2
2

2

2 2

2 2 2 ,

µ µ ε
µ

µ ε λ
λ µ γ ε

λ

µ µ ε
µ

 Λ
= − + Λ − − +    

 
  +

+ − − + +   +   

 Λ
≤ − − − + 

 

LV S t I t S t I t

S t I t
m I t

S t I t

 

即 LV 负定，所以模型(2)的无病平衡点 0E 随机全局渐近稳定。 

5. 当 R0 1> 时随机模型(2)的动力学行为 

定理 3  当 0 1>R 时，随机模型(2)的任意解 ( ) ( )( ),S t I t 满足 
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( ) ( ) ( ) * 2
2 2* *

*0
2

1 *

21limsup d ,
2

µ ε α

λµ λ
→∞

+ − + − ≤    
− + 

∫
t

t

I
S S I I s

t I
m I

 

其中 ( )* * *,=E S I 是模型(3)的地方病平衡点。 
证明：定义一个非负 Lyapunov 函数如下 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2* * * *
* *

2
1 *

2 ln ,µ ε
λλ

 +
= + − − + − − 

 −
+

I t
V t S t I t S I I t I I

I I
m I

 

由 Itô 公式得 

( ) ( ) ( )( ) ( )*
*

2
1 *

2 2
d d d ,

µ ε
α

λλ

+
= − −

−
+

V t LV t I t I B t
I

m I

                       (12) 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

* *

2
2* *

1* *
2 2

1 1* *

* * * *

*
2* *2

1 1* *
2

1 *

2

2 2
2

2

2 2

µ µ ε

λµ ε µ ε αλ µ γ ε
λ λλ λ

µ µ ε µ µ ε

µ ε λ λ
λ λ

λλ

= + − − Λ − − +

  + +
+ − − − + + +   +   − −

+ +
= − + − + + − − +

 +  
+ − − − −    + +  −

+

LV S t I t S I S t I t

I t
I t I S t I

m I tI I
m I m I

S t S I t I S I S t I t

I t II t I S t S
m I tI m I

m I

( ) 2
*

*
2

1 *

2 2
2

µ ε α
λλ

 +
+ 

  −
+

I
I

m I  
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )( ) ( )( )

* * * *

* 2
2* * *2

1 1* * *
2 2

1 1* *

2 2* * * *

22 *
* *

2
1 *

2

2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2
2 2

µ µ ε µ µ ε

µ ε λ µ ελ αλ λ
λ λλ λ

µ µ ε µ ε

λ µ ε
λλ

= − + − + + − − +

  + + 
+ − − − − +     + +    − −

+ +

= − − − + − − + − −

+
− − +

+ +−
+

S t S I t I S I S t I t

I t II t I S t S I
m I tI m I I

m I m I

S t S I t I S t S I t I

S t
I t I

I m I t m I
m I

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

2
* * *

*
2

1 *

2 2* * 2 *
*

2
1 *

2 2
2

22 2 .

µ ε αµ ε
λλ

µ εµ µ ε α
λλ

+
+ − − +

−
+

+
≤ − − − + − +

−
+

S t S I t I I
I

m I

S t S I t I I
I

m I

 

对式(12)两端分别从 0 到 t 积分，得 

( ) ( ) ( )
0

0 d ,− = +∫
t

V t V LV s M t                                 (13) 

其中， ( ) ( ) ( )( ) ( )*
* 0

2
1 *

2 2
d

µ ε
α

λλ

+
= −

−
+

∫
t

M t I I s B s
I

m I

，显然 ( )M t 是连续的局部鞅，满足初值 ( )0 0=M ，且
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2*
2*

2
1 *

, 4 2
limsup

µ ε α

λλ
→∞

+
≤ + < ∞
 

− + 

t

S t S t
C I

t I
m I

。 

由鞅的强大数定理[12]得，
( )

lim 0
→∞

=
t

M t
t

 a.s.， 

结合式(13)可得 

0

1liminf d 0,
→∞

≥∫
t

t
LV s

t
 a.s. 

所以 

( ) ( ) ( ) 2 *
2 2* *

*0
2

1 *

21limsup d ,
2

µ ε α

λµ λ
→∞

+ − + − ≤    
− + 

∫
t

t

I
S S I I s

t I
m I

 a.s.. 

6. 模型(2)的疾病灭绝 

定理 4 令 ( ) ( )( ),S t I t 是模型(2)满足任意初值 ( ) ( )( )0 , 0 ∈ΓS I 的解，则当 ( )
2

1

2
λ αµ γ ε
µ
Λ
− + + < 时，

有
( ) ( )

2
1ln

limsup 0
2

λ αµ γ ε
µ→∞

Λ
≤ − + + − <

t

I t
t

 a.s. 成立，即模型(2)的疾病几乎必然灭绝。 

证明：设 ( ) ( )( ),S t I t 是模型(2)满足初值 ( ) ( )( )0 , 0 ∈ΓS I 的解，对模型(2)应用 Itô 公式 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2

1d ln d d ,
2

λ αλ µ γ ε α
  

= − − + + − −   +   

I t
I t S t t B t

m I t
             (15) 

对式(15)两端分别从 0 到 t 积分，得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

10

2

1

ln d ln 0
2

ln 0 ,
2

λ αλ µ γ ε

αλ µ γ ε
µ

  
= − − + + − + +   +   
 Λ

≤ − + + − + + 
 

∫
t I s

I t S s s M t I
m I s

t M t I

            (16) 

这里 ( )
0

dα= −∫
t

M t B ，式(16)两边除以 t，得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

1

0

ln ln 0
2

ln 0
1 ,

αλ µ γ ε
µ

µ γ ε

 Λ
≤ − + + − + + 
 

= + + − + +s

I t M t I
t t t

M t I
R

t t

                  (17) 

( )M t 是连续的局部鞅，且满足初值 ( )0 0=M ，由鞅的强大数定理得，
( )

lim 0
→∞

=
t

M t
t

。 

因此，当 ( )
2

1

2
λ αµ γ ε
µ
Λ
− + + < 时，有

( ) ( )
2

1ln
limsup 0

2
λ αµ γ ε
µ→∞

Λ
≤ − + + − <

t

I t
t

 a.s.，即 ( )lim 0
→∞

=
t

I t ， 

意味着疾病灭绝。 
这个结论说明了当白噪声的强度较大时，随机模型出现了完全不同于对应确定模型的动力学性质，

即噪声存在会改变对应确定模型的动力学性质。 
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7. 数值模拟 

本节采用 Euler-Maruyama 方法，利用 MATLAB 工具对文中结论进行数值模拟，验证所得理论结果

的正确性。为了更好地比较确定性模型(3)和随机模型(2)的动力学行为，两个模型解的初值都取为 ( )0.8,0.8 ，

并把两个模型的解曲线放在同一个图形里，其中蓝色曲线和红色实线分别表示模型(3)和模型(2)的解曲线。

在图 1 中，取 1 22, 0.4, 0.2, 0.2, 0.2, 0.4, 5µ λ λ γ εΛ = = = = = = =m ，此时 ( )0 00.9 1, 5,0= ≤ =R E 。在(a)中取

0.1α = ，(b)组中取 0.05α = ，从图形中可以看出： 
 

 

Figure 1. Solution curves of deterministic model (3) and stochastic model (2) ( 0 1≤R ) 
图 1. 确定模型(3)和随机模型(2)解曲线的比较( 0 1≤R ) 

 
模型(2)和模型(3)的解均收敛于无病平衡点 ( )0 5,0=E ，且噪声强度不影响无病平衡点 0E 随机渐近稳

定性，这与定理 2 的结论相吻合。 
在图 2 中，取 1 22, 0.4, 0.4, 0.2, 0.2, 0.4, 5µ λ λ γ εΛ = = = = = = =m ，此时 0 2 1= >R ，存在地方病平衡

点 ( )* 2.7525,1.1238=E 。在(a)中取 0.1α = ，(b)中取 0.05α = ，从图中可以观察到随机模型(2)的解曲线

围绕确定模型(3)的解曲线做随机振动，且振幅随着白噪声强度的增大而增大，这一现象与定理 3 的理论

结果相吻合。 
在图 3 中，取 1.4α = ，其它参数取值与图 2 中参数取值相同，且满足定理 4 中使得疾病灭绝的条件： 

( )
2

1

2
λ αµ γ ε
µ
Λ
− + + < ，即噪声强度较大时可以使疾病灭绝。 

本文讨论了一类受媒体报道影响的随机 SIS 流行病模型以及与对应确定性 SIS 传染病模型的动力学

行为：噪声存在对无病平衡点几乎不产生影响；噪声对地方病平衡点的影响可以从图 3 中直观看到，当 
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Figure 2. Solution curves of deterministic model (3) and stochastic model (2) ( 0 1>R ) 
图 2. 确定模型(3)和随机模型(2)解曲线的比较( 0 1>R ) 

 

 
Figure 3. Solution curves of deterministic model (3) and stochastic model (2) 
with the large noise intensity 
图 3. 确定模型(3)和噪声强度较大时随机模型(2)解曲线的比较 

 
噪声强度足够大时，可以导致疾病灭绝，在图 2 中，可以看到当噪声强度不是太大时，随机模型的解曲

线围绕对应的确定性解曲线上下震荡。 
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