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摘  要 

揭示城市雾霾演化规律对雾霾浓度预测和雾霾防治具有重要的现实意义。本文选取2019~2020年中国长

三角地区四座城市上海、杭州、宁波、苏州的PM2.5日均浓度指数数据，用可视小图方法分别建立了这

四座城市的PM2.5状态转移网络。通过分析这四个状态转移网络，发现全连接的基本图均为这四个转移

网络中的重要节点。进一步计算了该节点的位置序列的扩散熵指数后发现该节点的出现存在长程关联。

最后，通过矩阵相似性等方法对比了城市间PM2.5浓度演化的相似程度，发现宁波和苏州的PM2.5浓度

演化规律相似度较高。 
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Abstract 
It is of important practical significance to reveal the evolution law of urban haze for the prediction 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2022.1111804
https://doi.org/10.12677/aam.2022.1111804
http://www.hanspub.org


金晓辰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1111804 7597 应用数学进展 
 

of haze concentration as well as the prevention and control of haze. In this article, we selected the 
daily average concentration index data of PM2.5 in four cities in the Yangtze River Delta region of 
China from 2019 to 2020, including Shanghai, Hangzhou, Ningbo, and Suzhou. Then, we used the 
visualization method to establish the PM2.5 state transition network of each city. The four state 
transition networks were analyzed, and it was found that the fully connected basic graph is the 
important motif in these four transition networks. The diffusion entropy index of the position se-
quence of the motif was further calculated, and it was found that there was a long-range correla-
tion between the appearance of the motif. Finally, the similarity degree of PM2.5 concentration 
evolution between cities was compared by methods such as matrix similarity, and it was found 
that Ningbo and Suzhou had high similarity in PM2.5 concentration evolution law.  

 
Keywords 
Time Series, Complex Network, Visibility Graph, State Transfer Network, Diffusion Entropy 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

随着城市化和工业化的快速发展，中国大气污染问题日益突出、雾霾天气天数增多。造成和加重雾

霾天气的罪魁祸首 PM2.5 (空气动力学直径小于等于 2.5 μm 的细颗粒物) [1]在最近的几十年里被许多国

内外学者从各个不同方面展开了细致的研究，其中包括 PM2.5 的浓度及粒径的时空分布特征研究、污染

的因素影响及 PM2.5 源解析研究等[2]。PM2.5 的化学组成特征拥有较多变化且其形成是多种综合作用的

结果，因此，该细颗粒物具有不确定性、随机性和非线性等特点[3]。对 PM2.5 浓度进行有效的时间序列

分析和时空演化规律探索，不仅有利于管理者发现雾霾天气的内在规律，加深对雾霾演化特点的了解，

进一步为国家提供可靠的政策依据，还有利于提高大气污染的防范能力，对了解、预测和防治大气污染

有潜在用途。 
目前国内对不同时空尺度下的雾霾研究主要考虑到其会随着大气环流等因素影响到邻近地区，较多

文献均集中研究雾霾的空间关联特征和不同区域间雾霾浓度的差异性。Mi 等[4]对黄河中游城市群的时空

异质性进行研究，发现该地区 PM2.5 浓度具有明显的空间集聚特征，并呈现出春、冬季高，夏、秋季低

的特点。邵帅等[5]利用空间计量模型研究了影响中国各省雾霾的因素，指出雾霾具有高排放集聚的特征。

邓光耀[6]结合 Dagum 基尼系数和 Tapio 模型，研究了中国 2015~2020 年雾霾浓度的区域差异以及其与区

域发展的关系，发现各大经济区内的 PM2.5 浓度均明显下降，且呈现出“北高南低，东高西低”的特点。

蔡海亚等[7]研究了中国各省内雾霾污染强度的区域差异性和收敛性。结果表明，区域发展不平衡是造成

差异的主要原因。已有研究对于雾霾时空演化和分析大都是基于计量模型，虽然基于统计学理论和空间

计量模型的方法取得了一些具有启发性的结果，但是不能较好的展现序列中存在的模式及其结构信息。 
将复杂网络应用于研究跨时空尺度下的雾霾浓度更有利于刻画出不同城市之间雾霾的相互作用关

系、结构信息以及演化规律。序列映射到网络的方法可以更加直观地研究从微观到宏观不同时空尺度上

的结构模式[8]。薛安等[9]将城市间 PM2.5 浓度的相关性作为权重构造出了中国城市 PM2.5 加权网络，

并分别按照不同季节和区域的连片度以及模块化 Q 函数对网络进行划分，研究结果与防治规定提出的“三

区六群”大致相同。Jin 等[10]应用复杂网络中的 G 算法研究了中国 2005 年至 2014 年 PM2.5 排放的局部
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空间自相关性，得出在同一区域内不同省份的 PM2.5 排放会相互影响。马宇博[11]根据京津冀各城市 
PM2.5 数据之间的 Pearson 相关系数建立了无向网络，采用度、聚类系数、网络效率等综合指标评价了网

络节点的重要性。王皓晴[12]用转移熵方法构建了有向加权网络模型，对各个节点在整个网络的影响程度

进行分析。肖琴[13]等人通过对网络的特质性质如节点度、社区结构、模体等性质的有效分析出主要污染

城市，空气污染城市具有群聚现象。张晓勇[14]等以复杂网络为基础建立了城市 PM2.5 扩散网络模型。

现有基于复杂网络理论研究 PM2.5 的文献，聚焦于把城市作为网络节点构建复杂网络。这些雾霾序列被

映射到了一个静态网络，虽然有效体现了城市间的相互关系，但忽略了雾霾序列内部的动力学特征，不

能有效地反映出复杂系统的动态行为及其演化规律。 
为解决静态网络无法体现系统内部动力学特征的问题，Lacasa [15]等人提出可视图作为一种将时间序

列映射到复杂网络的方法，该方法可用于拓扑之中来体现底层动力学特征。McCullough [16]等提出了一

种基于可视化小图的时间序列分析方法，将固定大小的窗口沿时间序列滑动，把由此得到的时间序列片

段映射为小图，并将每个小图作为对应时间段内的状态描述。Mutua [17]等在可视小图的基础上将各个可

视小图连接为状态转移网络，其对分数布朗运动以及股票市场的研究表明基于可视图模式的时间序列分

析方法能够有效提取复杂系统中的动态特征。 
因此，本文基于复杂网络理论，使用可视小图的方法，将滑动窗口设定为 5 小时，同时将上海、杭

州、宁波、苏州四个城市的 PM2.5 浓度序列映射为多个可视小图，再将小图序列映射到状态转移网络。

通过计算状态转移网络不同节点的度值、度值比和个别节点位置序列的 Hurst 指数，得到全连接结构的

小图为关键节点的结论。最后使用皮尔逊相关系数、矩阵相关性和网络重合度计算城市相似度，发现宁

波、苏州的序列和矩阵相似度最高。 

2. 数据与方法 

2.1. 数据 

本文选取长三角地区距离较近的四座城市上海、杭州、宁波、苏州，自 2019 年 1 月 1 日至 2020 年

12 月 31 日 17373 个实时 PM2.5 浓度数据。数据来源于天气后报官方网站(http://www.tianqihoubao.com)，
若某天缺失超过连续两小时的浓度数据则将该天去除，若缺失一小时的浓度数据则使用插值算法补齐，

最后共删去 0.98%的数据。 

2.2. 可视图理论 

可视图(visibility graph, VG)算法常用于提取时间序列的内部信息、描述相应时间序列的结构特征。

VG 网络继承了原始时间序列的动力学特性[17]。VG 算法的操作步骤如下。首先，将时间序列中的每一

个数据点映射为网络的一个结点；然后，结点间有无连边取决于结点是否满足可视性准则：对于任意两

点，若它们之间的连线没有被任何位于这两点之间的其他点所截断，则这两个结点“可视”，在可视图

网络中可以连接成边。注意原序列中相邻两点间一定“可视”，因为它们之间没有其他数据点阻挡。VG
算法的可视性准则如下： 

( ) ,b c
c b a b

b a

t t
x x x x a b c

t t
−

≤ + − ⋅ < <
−

                               (1) 

其中，tb 是位于 ta，tc 之间的任意结点。 
以图 1 为例，依据可视性准则将时间序列中的 6 个观测点用实线相连，共八条连线，其中观测点“可

视”剩余五个结点。 
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Figure 1. Schematics can be viewed 
图 1. 可视图示意图 

 
将每个数据观测点看作可视图的结点，满足可视性准则的数据观测点间的连线为网络连边。通常可

视图算法被用于对一个完整序列进行运算，本文选取了一个滑动窗口 s 遍历整个序列，对每一个窗口内

的序列点进行可视图运算，获得的网络结构图称之为该窗口的可视小图。以图 1 为例，s 等于 6，该可视

小图有 6 个结点，8 条无向边。这样对于一个长度为 N 的时间序列，将得到[N/S] ([ ]的含义为取整)个连

续的可视小图。可视小图可以用于刻画系统在 ti 到 ti+s-1 时刻的状态。在下文中，可视小图将作为转移网

络的节点出现。 

2.3. 状态转移网络理论 

在序列 }{ 1 2 1, , , N sG g g g − +=  中，如果状态与状态毗邻，则矩阵元素和相连，由此可得到序列的状态

连接链[18]： 

1 2 1N Sg g g − +→ → →                                   (2) 

遍历状态链后，若出现相同状态，则使用其首次状态命名。该过程可以去除重复的状态，并将最终

的状态定义为网络节点，从而将原时间序列映射成为状态转移网络[19]。 
状态转移网络中的网络节点度为状态出现的次数，网络节点之间连边的权重则是对应状态之间的转

移次数，节点之间连边的方向为状态的转移方向。本文将每种基本图在序列出现的次数称为转移网络的

节点度值(Degree)，原序列的转移网络的度值与序列随机后对应的节点的度值比值称为度值比。注意，为

了便于区分，在可视小图中，用“结点”；在状态转移网络中，用“节点”。 

2.4. 扩散熵理论 

扩散熵分析方法(Diffusion Entropy Analysis) [20]是一种基于标度理论，运用香农熵(Shannon Entropy) 
[21]来刻画标度不变性[22]的分析方法。标度不变性反应了序列当前(或过去)的取值超过最大随机扰动后

对该时间序列未来取值的影响程度。在随机扩散过程中，若一个粒子经过 时间发生位移的概率密度函数

满足如下形式： 

( ) ( )1, 0 1xp x t F
t tδ δ δ = < < 

 
                                (3) 

则称该随机过程满足标度不变性。此时，该随机过程的香农熵满足： 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ln , d lnS t p x t p x t x A tδ
∞

∞

−
= − = +∫                          (4) 
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其中 A 为常量。  
由(4)式可以看出，只要计算出各时间尺度所对应的香农熵，便可通过线性拟合得到标度值。通过扩

散熵的计算不仅能提取到自相似的结构特征，还可以定量确定自相似结构系数。扩散熵定量反映了随机

过程中一般系统机制的偏离程度。若一个随机过程符合标准布朗运动，则由中心极限定理易得到其标度

值为 0.5；若标度值大于 0.5，则表明该过程在时间尺度上具有内在依赖性，表现形式为粒子后一时刻的

位移更容易模仿前一时刻的位移。若标度值小于 0.5，则具有内在排斥性，表明此时该粒子与相邻时刻的

位移更容易呈相反的趋势。 

2.5. 相关系数分析 

为了解城市间 PM2.5 浓度序列相似程度及进一步对比转移网络前后差异，选取皮尔逊相关系数、矩

阵相似度和重合相似度三种分析方法计算相关性。皮尔逊相关系数[23]是一种广泛用于测量两个变量之间

线性相关性的方法。该法基于数据的协方差矩阵来评估两个向量之间关系的强度。通常，两个向量和之

间的皮尔逊相关系数为：  

( ) ( )
( ) ( )

cov ,
,

var var

i j
i j

i j

a a
P a a

a a
=

×
                              (5) 

其中 ( )cov ,i ja a 是协方差， ( )var ia 是向量 ia 的方差， ( )var ja 是向量 ja 方差。 

矩阵相似度分析，计算公式如下： 

( )( )
( )( ) ( )( )2 2

ij iji j

ij iji j i

n

n n
j

n

n n

X Y
r

X

X Y

X YY

− −
=

− −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
                         (6) 

其中 ,ij ijX Y 为矩阵相对应转移状态的权重，n 为网络的节点数。 
重合相似度[19]在两个无权网络中为重叠边数乘 2 与两个网络内总边数之比，计算公式如下： 

1 2

2eS
e e

=
+

                                      (7) 

其中，e 为重叠边数， 1e 和 2e 分别为两个网络内的连边总数。在有权网络中公式则推广为： 

( ) ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }

1 1 0

1 1 1 10 0

2
ij ij ij

ij ij

i j E a E b E a

i j i jE

n n

a E b

n n n nS
= = = ≠

= = = =≠ ≠

′ =
+

⋅∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

 

 
                         (8) 

其中， 为示性函数，即满足条件时值为 1，不满足条件则为 0； ijE 为网络中节点 i→节点 j 的边权，n
为网络中的不重复的节点个数。 

3. 城市 PM2.5 浓度序列分析 

3.1. 可视小图种类 

本文计算了滑动窗口为 2 到 24 小时(即 2 到 24 个数据点)的小图结构种类。小图种类数目随窗口取值

的变大呈指数上升。当窗口小于 5，小图结构种类较少。例如，当 s = 4 时，有 10 种不同的可视小图结

构，节点度值分布平均，没有重要节点，研究意义不大。当窗口大于 5，小图结构种类过多。例如，s = 6
时，有 132 种不同的小图，如此多的小图导致每个小图出现的概率很小，则将失去小图的统计意义进一

步丢失了研究完整性。综合 s 大于和小于 5 的情况，最后选取时间窗口为 s = 5 小时，构建四座城市的实

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1111804


金晓辰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1111804 7601 应用数学进展 
 

时 PM2.5 浓度数据状态转移网络，得到 25 种网络结构，称之为 25 种基本图(对应于转移网络中的节点)，
结果如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. 25 network structures for basic diagrams 
图 2. 基本图的 25 种网络结构 

3.2. 转移网络的模体及其性质 

使用滑动窗口 s = 5 对四个原序列和对应随机后的序列的分别建立转移网络，并对这两类转移网络的

度值、度值比和模体的标度指数等性质进行对比，如图 3、图 4、图 5 所示，其中 a 为上海，b 为杭州，c
为宁波，d 为苏州。 

如图 3 所示，基本图 1、12、24 在原序列转移网络中的出现次数明显多于序列在随机打乱后，此三

种基本图被称为模体(Motif) [24]，并分别命名为 motif1、motif2、motif3。具体来讲，motif1 的网络结构

为全连通，即基本图中的五个结点中任意两结点可见，对应的五个数据点在原序列中表现为 U 型分布；

motif2 和 motif3 为对称结构，motif2 在仅有相邻连边的基础上加上第一个数据点和第三个数据点连边，

即 motif2 的五个数据点表现为在第二个小时下降，第三个小时到第五小时趋于平稳，motif3 在仅有相邻

连边的基础上加上第三个数据点和第五个数据点连边，即 motif3 的数据点表现为第一到第三小时平稳，

第四小时下降，到第五小时缓慢上升。该三种基本图背后的雾霾浓度变化是作为 PM2.5 浓度序列的特性，

意味着 PM2.5 浓度在五小时内常见变化情况为：逐渐快速地上升、逐渐缓慢地下降、逐渐缓慢下降后逐

渐快速上升、下降后平稳以及平稳后下降。 
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Figure 3. The nodal degree of the base graph 
图 3. 基本图的节点度 

 

 
Figure 4. The degree-to-value ratio of the node 
图 4. 节点的度值比 
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为进一步对比转移网络与随机网络，图 4 显示了各个节点与对应随机网络节点的度值比。由图可知，

上海、杭州、宁波、苏州的节点度值比在整体分布上呈双 U 字形且形状大致相似，四个城市中 3 个模体

的比值均较大，其中杭州的 motif1 度值比为 3.5 位列四个城市第一，motif2、3 在四个城市中的度值比较

为平均。当某节点的度值比在 1 左右时说明该节点在转移网络与随机网络中的度值接近；度值在 1 上下

起伏越大，则说明该节点在转移网络与随机网络中的度值差距越大。从图 4(b)中，可以发现杭州是序列

随机打乱前后对比差距最大的城市。 
 

 
Figure 5. The diffusion entropy of the position sequence of the mold 
图 5. 模体的位置序列的扩散熵 

 
为进一步研究 3 个模体是否随机在 PM2.5 浓度序列中出现，本文提取了 motif1、2、3 在原序列中出

现位置的间隔，形成一个位置间隔序列，并通过扩散熵分析法(DEA)计算 Hurst (简称 H)指数来说明。若

H = 0.5，则表明原序列是随机游走过程；若 0.5 < H，则原序列为有偏随机游走，并且序列中存在长程正

相关；若 0 < H < 0.5，说明序列中存在长程负相关。由图 5 所示，四座城市 motif1 的 Hurst 指数均呈现

部分长程相关性。上海 motif1 的 Hurst 指数为 0.96 ± 0.02，苏州 motif1 的 Hurst 指数为 0.99 ± 0.01，杭州

和宁波的 motif1 标度指数出现分段现象。其中杭州 motif1 标度指数的计算窗口在大于大约 12.25 小时后，

斜率发生变化，标度指数由 0.74 ± 0.01 变为为 1.19 ± 0.03；宁波 motif1 标度指数的计算窗口在大于大约

6.25 小时后，斜率发生变化，标度指数由 0.46 ± 0.01 变为 1.00 ± 0.03。四个城市的 motif2、3 则呈现非完

全可拟合的状态，其中仅有杭州和苏州两座城市的 motif2 标度指数能够拟合。杭州 motif2 的标度指为 0.69 
± 0.00，当计算窗口大于 12.5 小时后，标度指数为 0.69 ± 0.001；苏州 motif2 的标度指数为 0.69 ± 0.01，
当计算窗口大于后为 1.40 ± 0.005，上海 motif3 的标度指为 0.88 ± 0.01。这说明 motif1 的间隔序列为有偏
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随机游走过程，并且存在正相关，会大概率发生聚集出现的现象，同时揭示了 Motif1 存在大量自转移的

原因，充分说明了 motif1 的自转移现象并不是偶然；motif2、3 的间隔序列仅在部分城市为有偏随机游走

过程。 

3.3. 状态转移网络性质分析 

本文使用状态转移网络的方法对基本图序列进行计算，获得了四个 25 × 25 的状态转移矩阵。在求得

四个城市所有转移状态的权值后，将其由大到小排序，发现权值的明显转折点为 22，于是将其作为临界

值[21]，将小于 22 的权值记为 0，得到增强状态的转移矩阵和网络[25]，以及对应随机序列使用相同方法

后的增强状态转移矩阵和网络。图 6 显示增强状态的转移网络示意图。 
 

 
Figure 6. Sequence-enhanced, state-shifted network after the original sequence, completely random 
图 6. 原序列、完全随机后序列增强状态转移网络 
 

四座城市的最高转移权重如下，上海：节点 10→节点 20，权值为 56；杭州：节点 1→节点 20，边

权值为 64；宁波：节点 1→节点 1，边权值为 118；苏州：1→1，边权值为 111。四座城市的节点 1 (motif1)
都存在自连边印证了 motif1 的出现具有正相关，会出现大量自转移现象。从状态转移网络的结构来看 1、
11、20 三个节点为网络的关键节点，表现为强出度和强入度，连边越粗则表明此两种基本图之间的转移

概率越大。上海增强状态转移网络中，1、11、22 三个节点相互呈现较强的环状连接，形成一个三边环

状；杭州网络和宁波网络中 1、11、20 三个节点相互呈现较强的环状连接，呈三边环状；苏州网络中 1、
7、11 三个节点相互呈现较强的环状连接，呈三边环状，且 1、7、11 三个节点存在自连边，其中节点 1
也是上文的 motif1。结果表明，节点 1 (即结点全联通的小图)作为状态转移网络中的重要节点，由可视图

模式的定义可以得出，节点 1 代表的 PM2.5 数值的变化形式在连续函数中表现为二阶导数大于零，即实

际 PM2.5 浓度变化形式为：逐渐快速地上升、逐渐缓慢地下降或者逐渐缓慢下降后逐渐快速上升，结合

motif1 存在正相关和存在自连边两个结论，说明 PM2.5 浓度序列中经常出现以上三种变化情况。 
将完全随机后的序列使用相同操作后得到增强状态转移网络，发现关键节点发生了改变，不同城市

间的差异被消除，四座城市的网络较为相似，关键节点都变成了节点 11，其分别与 7、20、22 形成双边

循环相互转移，且 7、11、22 节点在四个城市中都存在自连边。通过打乱前后数据的对比，发现节点 1
重要性被消除，11 节点在随机化后成为关键节点；四座城市的三边环状连接并不完全相同，增强后仍保
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留的节点也不完全相同。 

3.4. 相关系数分析 

最后，本文研究了这四座城市之间的 PM2.5 演化相似性。使用皮尔逊相关性方法分析了任两个城市

的 PM2.5 原序列之间的相关性程度，然后分别使用了转移矩阵相关性方法和重合相似度方法分析了任两

个城市转移网络之间的相关性程度，结果如表 1 所示。 
 
Table 1. Similarity analysis 
表 1. 相似性分析 

 上海 杭州 上海 宁波 上海 苏州 杭州 宁波 

皮尔逊相关性 0.78 0.69 0.78 0.79 

转移矩阵相关性 0.48 0.65 0.76 0.58 

重合相似度 0.36 0.33 0.36 0.34 
 

三种方法得到的值越大表示相关性越强，如果是 0 表示完全不相关和 1 表示完全相关。尽管三种相

似度计算方法得到的结果具有差异性，但将每一种计算方法得到的指数前三名标出后发现，宁波与苏州

始终是高度相似的；上海与苏州原序列相似度不高，但矩阵相似度和重合相似性都比较高，说明这两座

城市的 PM2.5 演变规律存在相似性。此外通过三种方法均发现上海和杭州相似性较低。 

4. 结论 

本文使用可见图算法构建长三角地区四座城市 PM2.5 浓度序列的状态转移网络，用扩散熵算法计算

模体位置序列的 Hurst 指数，实验结果表明，PM2.5 浓度序列中存在两种比较显著的规律：1) motif1 具有

很高的出现频率；2) motif1 的出现具有正相关，存在大概率的自转移。结论证实可视小图的方法,相较于

其他基于复杂网络理论的方法，有效地挖掘了时间序列内部的动态特征。PM2.5 浓度序列中经常出现并

且连续出现二阶导数大于零的变化变化情况参考文献，在实际雾霾浓度的变化形式上表现为：逐渐快速

地上升、逐渐缓慢地下降、逐渐缓慢下降后逐渐快速上升。相似性分析结果表明宁波和苏州在映射前后

都表现较高的相似性，而上海和杭州都表现较低的相似性，上海和苏州原序列相似度较高，而映射后相

似度低。 
可视图算法作为时间序列转化为复杂网络的一种重要方法，为发掘雾霾序列的内部结构和演化规律

提供一个全新的思路。状态转移网络的有向边大小体现了两个基本节点之间的转移概率大小，将模体作

为序列内部的特征提取出来，为使用机器学习算法预测雾霾浓度过程中的特征提取提供参考。最后，状

态转移矩阵的相似度和网络重叠度均体现了城市间雾霾演化规律的相似性及演化过程的相似度，对城市

间治理方案的统筹以及因地制宜制定污染防治政策具有一定的现实意义。由于 PM2.5 浓度序列具有无标

度性质，在未来的研究中，进一步探索 PM2.5 浓度在其他时间尺度运行的规律，并揭示出 PM2.5 浓度演

化的更深刻规律。 
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