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摘  要 

利用Hopf分支理论研究一类具有时滞效应的植被–沙模型。首先分析特征值问题，给出时滞τ 对正平衡

点稳定性的影响及Hopf分支的存在性。其次利用中心流形定理和规范型理论，给出Hopf分支方向和分支

周期解稳定性的判定条件。最后借助数值模拟，验证理论分析结果。 
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Abstract 
A vegetation-sand model with time delay is studied by Hopf bifurcation theory. Firstly, the eigen-
valuesare analyzed to obtain the effect of time delay on the stability of positive equilibrium points, 
and at the same time, the existence of Hopf bifurcation is given. Secondly, by the center manifold 
theorem and normal form theory, the determination conditions of Hopf bifurcation direction and 
the stability of periodic solutions are established. Finally, numerical simulations are supplied to 
verify the theoretical analysis results. 
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1. 引言 

土地荒漠化作为最严峻的生态环境问题之一，是人类不合理活动与脆弱的生态环境相互作用下形成

的以风沙活动为主要标志的土地退化过程。风沙运动特征以及对植物抑制沙尘机理的研究是植被生态学

研究的重要组成部分。关于植被模型的研究，更多的学者关注植被–水模型，对植被–沙的模型研究较

少[1] [2] [3] [4]。Klausmeier [5]首次提出植被与土壤水相互作用的动力学模型，发现小尺度地形的变化可

能会引起不规则的植被斑图结构出现。Meron 等人[6]通过建立植被–水模型，发现植被的空间分布结构

随着降雨量的增加形成均匀分布。 
Zhang 等人[7]基于植被生物量和沙丘高度两个变量，提出一个连续的植被–沙模型，研究多风沙环

境下风沙对植被空间分布的影响。考虑植被对沙的聚集会随着生物量的增加而减少，且当植被生物量达

到一定程度时会下降到最低，Cao 等人[8] [9]考虑线性作用项的聚集效应机制，得到以下模型 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0

d
,                               0,

d
d

1 , 0,
d m

S T
K MV T NS T T

T
V T V T V T

HV T PS T T
T V C V T


= + − >


   = − − >  + 

                   (1) 

其中 S 和 V 分别表示沙丘高度和植被生物量， 0K 为没有植被时风沙的堆积率，M 表示植被对风沙的

捕获效应，N 表示沙的沉积率随沉积沙高度增加而减小的系数，H 表示植被内在生长率， mV 表示植被覆

盖率，P 表示风沙对植被的影响程度，常数 C 刻画沙容量的半饱和常数，所有参数均为正。引入无量纲

变化 

0 0
2

0 0 0

,   ,    ,    ,    ,    ,    ,m
m

MV PK KN M Hs S v V t NT h v p c
K K N K CMCN

= = = = = = =
 

得到如下系统 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

d
1 , 0,

d
d

1 , 0.
d 1m

s t
v t s t t

t
v t v t v t

hv t ps t t
t v cv t


= + − >


   = − − >  + 

                      (2) 

现实系统中广泛地存在时滞，时滞的存在往往会使系统失稳，时常伴随着分岔或混沌等动力学特性

的产生 [10] [11] [12]。文 [13]考虑一类具有 Logistic 增长的时滞耦合模型，利用特征方程和

Lyapunov-LaSalle 不变性原理，证明无感染平衡点的全局渐近稳定性和病毒感染平衡点 Hopf 分岔的存在

性。文[14]建立了带有其次 Neumann 边界条件的具时滞病原体–免疫反应扩散模型，利用泛函微分方程

分支理论，得到正稳态解经历 Turing 失稳的充要条件以及经历 Hopf 分支的条件。文[15]提出具有非线性
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功能反应的时滞周期微囊藻毒素降解模型，利用重合度中的延拓定理，得到模型存在正周期解的两类显

式充分条件。时滞在动力学分析中具有重要作用。 
考虑到沙丘高度对植被生物量的影响会有延迟，对系统(2)引入时滞，得到系统 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

d
1 , 0,

d
d

1 , 0.
d 1m

s t
v t s t t

t
v t v t v t

hv t ps t t
t v cv t

τ


= + − >


   = − − − >  + 

                     (3) 

对于系统(3)，当 0τ = 时，Cao 等人[8]给出模型平衡点的稳定性分析，并通过数值模拟证实了植被和

沙丘最终形成不规则斑纹。本文将以时滞τ 为分支参数，研究系统(3)正平衡点的稳定性、Hopf 分支的存

在性、分支方向以及分支周期解的稳定性。 

2. 平衡点的稳定性及 Hopf 分支的存在性 
文献[8]知，系统(3)存在一个裸沙态平衡点 ( ) ( )0 0, 1,0s v = 。当 0τ ≥ 时，若 h p< ，则裸沙态平衡点 ( )1,0

局部渐近稳定；若 h p> ，则裸沙态平衡点 ( )1,0 不稳定。 

当 h p> 时，系统 (3)存在唯一正平衡点 ( ) ( ), 1 ,s v β β− − = + ，其中
2 4

2
B B AC

A
β − − −
= ，这里

0
m

chA
v

= − < ，
m

hB ch p
v

= − − ，C h p= − 。 

本节主要讨论当 h p> 时，参数 c 和 h 对正平衡点的稳定性和 Hopf 分支存在性的影响。对系统(3)作
变量代换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,   ,s t s t v t v tβ β= − + = −   
仍用 ( ) ( ),s t v t 表示 ( ) ( ),s t v t  ，在平衡点 ( )0,0 处线性化得 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) 22

,

12 ,
11

t

t
m

s v t s t

ph pv h v t s t f
v cc

ββ β τ
ββ

 = −
  +

= − − − − +  ++   

                     (4) 

其中 2 f 表示高阶项。 
系统(4)对应特征方程为 

2
1 0 0e 0,p p qλτλ λ −+ + + =                                 (5) 

其中 

( )
( )

( )
( )1 0 02 2

1 12 21 ,     ,     .
11 1m m

p ph p hp h p q h
v c vc c

β ββ β β
ββ β

+ +
= − + + = = − + +

++ +  

当 0τ = 时，(5)式变为 
2

1 0 0 0,p p qλ λ+ + + =  

其特征根为 

( )2
1 1 0 0

1,2

4
.

2
p p p q

λ
− ± − +

=
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当
( )

( )2

1
1

2 1
m

m

pv
h

v c

β
β β

 +
 < +
 − + 

时，显然 1 0p > ，当
( )

2

2

2
2 1

m

m

v p p pch
v c

β β
β β

+ +
<

− +
时，显然 0 0 0p q+ > 。

由以上分析知，当
1p
β

> 时，若
1pc β

β
−

> ，且
( )

2

2

2
2 1

m

m

v p p pcp h
v c

β β
β β

+ +
< <

− +
，则特征根 1,2λ 均具有负实

部，此时平衡点 ( ),s v− − 是稳定的；若
1pc β

β
−

< ，且
( )

( )2

1
1

2 1
m

m

pv
p h

v c

β
β β

 +
 < < +
 − + 

，同理可得，平衡点

( ),s v− − 稳定。当
( )

( )2

1
1

2 1
m

m

pv
h

v c

β
β β

 +
 > +
 − + 

或
( )

2

2

2
2 1

m

m

v p p pch
v c

β β
β β

+ +
>

− +
时，平衡点 ( ),s v− − 不稳定。 

当 0τ > 时，设 ( )0iλ ω ω= ± > 是特征方程(5)的一对纯虚根，代入得 

2
0 0

0 1

cos ,
sin ,

p q
p p

ωτ ω
ωτ ω

 = −


=
                                  (6) 

整理得 

( )4 2 2 2 2
1 0 0 02 0.p q q pω ω+ − + − =                              (7) 

当 h p> 时，已知 2
1 02 0p q− > 且 0 0 0p q+ > ，若 2ω 存在，则 0 0 0q p− < ，设条件 

H：
( ) ( )

2 2

2 2

2
2 21 1

m m

m m

v vp pc p p pch
v vc c

β β β
β ββ β

− + +
< <

− −+ +
 (当 1pc β

β
−

> 时) 

或
( )

( )
( )

2

2 2

1
1

2 21 1
m m

m m

pv vp pc h
v vc c

ββ
β ββ β

 +−  < < +
 − −+ + 

 (当 1pc β
β
−

< 时) 

满足时，(7)式存在一个正实根， ( ) ( )22 2 2
1 0 0 02 4p q q p∆ = − − − ， 

( )2
0 12

.
2

q p
ω+

− + ∆
=

 

且有 1 0p > ，由(6)式得 

{ }

2
0

0
0 0 0

arccos
2,     ,     0,1, 2, .n

q
p n n

ω
πτ τ τ

ω ω

+

+ + +

+ +

−

= = + ∈ = 

 
当 { }

0
n n

τ τ +

∈
∈



时，方程(5)有一对纯虚根。设 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ β τ= ± 是方程(5)一对共轭复根，且满足

( ) 0nα τ + = ， ( )nβ τ ω+
+= ，下面讨论特征方程(4)在 nτ τ += 附近根的性质。 

引理 1. 设 h p> 且满足条件 H，则有 ( ) 0nα τ +′ > 。 

证明：对(5)式两边关于τ 求导得 
1

1

0 0

ed 2e 2 .
d

p
p p

λτλτλ
τ λ λ

−
  = + − 
 

                               (8) 

令 *
nτ τ += ， *ω ω+= ，由(6)式和(8)式得 

( )2 21
0 11

2
0 0 0

2 2sind 2cosRe 0,
d

q pp
p p p

ωω τλ ω τ
τ λ

∗− ∗ ∗∗ ∗ − +  = + = > 
 

证毕。 
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定理 1. 设 h p> 且满足 H： 
(i) 当 )00,τ τ +∈  时，系统(6)的平衡点 ( )1 ,β β+ 局部渐近稳定； 

(ii) 当 ( )0 ,τ τ +∈ +∞ 时，系统(6)的平衡点 ( )1 ,β β+ 不稳定； 

(iii) 当 , 0,1, 2,n nτ τ += = 时，系统(6)在平衡点 ( )1 ,β β+ 产生 Hopf 分支。 

3. Hopf 分支的方向和稳定性 
本节利用中心流形定理和规范型理论讨论系统(4) Hopf 分支方向和分支周期解的稳定性。当 h p> ，

满足条件 H 且 { }
0

n n
τ τ +

∈
=



时，系统(4)在平衡点 ( )0,0 处产生 Hopf 分支。令 *,t t τ τ τ µ= = + ，代入系统

(4)且仍用 t 表示 t得 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) 22

,

12 1 ,
11

t

t
m

s v t s t

ph pv h v t s t f
v cc

τ τ

ββ τ βτ τ
ββ

 = −
  +

= − − − − +  ++   

                    (9) 

其中 2f 表示高阶项。 

下面在相空间 [ ]( )21,0 ,C C R= − 进行讨论。令 ( )
( )
( )

[ ]( )1 1 2

2

1,0 ,C R
φ θ

φ θ
φ θ

 
= ∈ −  
 

， 1Q cβ= + ，并定义

,L Fµ µ 为 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1* *

1 2
2 2

0 1
,

0 1
L B Bµ

φ φ
φ θ τ µ τ µ

φ φ

−   
= + + +      −     

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

3 2 2 4 3
2 2 1 22

                                                        0
, ,2 22 1 0 6 1 0 1 0

m

F h ppc Q pc Q
v Q

µ φ θ τ µ
β φ β φ φ φ− −

 
 

= +    − + + + − + + −      

 (10) 

这里 ( )
( )

1
2

1 1
120

1m

pB hh
v c

ββ
β

− 
 +=  − − + 

， 2

0 0

0
1

B p
c
β
β

 
 =  − + 

。 

由 Riesz 表示定理知，存在有界变差函数 ( ) [ ] 2, : 1,0 Rη θ µ − → ，使得 

( )( ) ( ) ( )0

1
d , ,Lµ φ θ η θ µ φ θ

−
= ∫  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )*
1 2, 1 ,B Bη θ µ τ µ δ θ δ θ= + + +

 

这里 ( )0 1δ = ， ( ) 0δ θ = ， [ )1,0θ ∈ − 。对于 [ ]( )1 21,0 ,C Rφ ∈ − ，定义 

( )
( ) [ )

( ) ( )
( ) [ )

( )0

1

d
, 1,0 , 0, 1,0 ,d

, , 0.
d , , 0,

A R
F

φ θ
θ θθµ φ µ φ

µ φ θ
η θ µ φ θ θ

−


∈ −  ∈ − = =  = =∫  

令 ( )
( )
( )

s t
U t

v t

 
=   
 

， ( ) ( )tU U t θ φ θ= + = ， [ ]1,0θ ∈ − ，系统(9)可写成以下抽象形式 
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( ) ( ) .t t tU A U R Uµ µ= +                                 (11) 

对于 [ ]( )1 20,1 ,C Rψ ∈ ，定义 

( )
( ) ( ]

( ) ( )

*

0 T
1

d
, 0,1 ,

d

d , , 0

s
s

sA s
s s s

ψ

ψ
η µ ψ

−


− ∈

= 
 − =∫  

和双线性积 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 T
1 0

, 0 0 d d ,
θ

ξ
ψ φ ψ φ ψ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫                     (12) 

其中 ( ) ( ),0η θ η θ= 。 *A 与 ( )0A 互为共轭算子，且 * *iω τ± 是 ( )0A 和 *A 的特征值。设 ( ) * *

0eiq q ω τ θθ = 为 ( )0A

关 于 * *iω τ 的 特 征 向 量 ， ( ) * ** *
0ei sq s Dq ω τ= 为 *A 关 于 * *iω τ− 的 特 征 向 量 ， 且 ( ) ( )*,q q sθ 满 足

( ) ( )( )* , 1q s q θ = ， ( ) ( )( )* , 0q s q θ = 。由 ( )0A 定义和(12)式得 

( ) ( ) ( )
( )( )

* *

* *

T
TT T* *

0 0

1
*

e1, 1, 1 ,   ,1 ,1 ,
1 1

e .
1

i

i

pq i q
c i

pD
c

ω τ

ω τ

βσ ω ρ
β ω

βρ σ τ
β

∗

−
−

 
 = = + = = −
 + + 

 
= + − +   

下面计算 0µ = 时系统(9)的中心流形 0C 。设 tU 是系统(9)在 0µ = 处的解，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* , ,   , 2Re .t tz t q U W t U z t qθ θ θ= = −                     (13) 

在中心流形 0C 上有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02

, , ,

.
2 2

W t W z t z t

z zW W zz W

θ θ

θ θ θ

=

= + + +
                      (14) 

对于(9)式的解 0tU C∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( )
( )

* * *

* * *

* * *
0

* *

, 0, , ,0 2Re

0 0, , ,0 2Re 0

0 ,

,

z i z q F W z z z t q

i z q F W z z z t q

i z q F z z

i z g z z

ω τ θ θ

ω τ

ω τ

ω τ

= + +

= + +

= +

= +



 

其中 

( ) ( ) ( )
2 2

*
0 20 11 02, 0 , .

2 2
z zg z z q F z z g g zz g= = + + +                     (15) 

由 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T
, ,tU u v W t zq zqθ θ θ θ θ θ= = + + ， ( )T

0 1,q σ= 和(10)式得 

( ) *
0 2 2 2

20 11 02 21

0
0, ,F F zq zq W

K z K zz K z K z z
τ
 

= + + =  
+ + + 

                (16) 

其中 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
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( ) ( )
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* *

* * * *
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32
20 2

3
11 2

32
02 2

2 22 1 1 e ,
1

2 22 2 1 1 e e ,
1
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由(15)式，(16)式得 
* * * *

20 20 11 11 02 02 21 212 ,     ,      2 ,     2 .g DK g DK g DK g DKτ τ τ τ= = = =               (17) 

为计算 21g 需要确定 ( ) ( )20 11,W Wθ θ 。由(11)式，(13)式得 

( ) ( ){ } [ )
( ) ( ){ }

( )

*
0

*
0 0
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
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                     (18) 

其中 

( )
2 2

20 11 02, , .
2 2
z zH z z H H zz Hθ = + + +

 

根据(14)式得 

.z zW W z W z= +


                                    (19) 

(18)式与(19)式比较两边系数得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
20 20 11 112 , .A i I W H AW Hω τ θ θ θ θ− = − = −                   (20) 

当 [ )1,0θ ∈ − 时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0, , 0 0 .H z z q F q q F q gq gqθ θ θ θ θ= − − = − −  

由 A 的定义及(20)式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
20 20 20 02 11 11 112 ,      ,W i W g q g q W g q g qθ ω τ θ θ θ θ θ θ= + + = + 

 
积分可得 
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其中 1 2,E E 都是常数向量。当 0θ = 时，由 A 的定义及(20)式得 
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进一步得 
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因此可确定 ( ) ( )20 11,W Wθ θ ，进而可得(17)式中所有 ijg 。根据以上分析可得 

( ) 22 21
1 21 11 11 02* *

10 2 ,
3 22

gic g g g g
ω τ

 = − − + 
   
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′
 

这些量可以用来判断分支方向和分支周期解的稳定性。 
定理 2. 2µ 决定了 Hopf 分支的方向：若 ( )2 20 0µ µ> < ，则 Hopf 分支方向是超临界的(次临界的)且

当 ( )* *τ τ τ τ> < 时出现分支周期解； 2β 决定分支周期解的稳定性：若 ( )2 20 0β β> < ，则分支周期解是

不稳定的(稳定的)； 2T 决定分支周期解的周期变化：若 ( )2 20 0T T> < ，周期越来越大(越来越小)。 

4. 数值模拟 

本节给出具体数值实例，以验证上面的理论分析结果。 
 

 

Figure 1. Parameter 02.12τ τ += < , the equilibrium ( ),s v− −  of system (3) is locally asymptotically stable. (a) Time diagram; 
(b) Phase diagram 
图 1. 参数 02.12τ τ += < ，系统(3)平衡点 ( ),s v− − 局部渐近稳定。(a) 时间图；(b) 相图 
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对于系统(3)，取 3.83, 1, 3.4, 1.9mh v p c= = = = 得 0 2.256τ + ≈ 。若取 02.12τ τ += < ，则正平衡点 ( ),s v− −

渐近稳定，见图 1。若取 02.3τ τ += > ，由定理 1 知当τ 经过 0τ
+ 时会失去原先的稳定性，并在 0τ

+ 附近产生

Hopf 分支，见图 2。初始值均取 ( ) ( )( ) ( )0 , 0 1.2,0.2s v = 。 
 

 
Figure 2. Parameter 02.3τ τ += > , system (3) produces the stable periodic orbits. (a) Time diagram; (b) Phase diagram 

图 2. 参数 02.3τ τ += > ，系统(3)产生稳定的周期闭轨。(a) 时间图；(b) 相图 

5. 结论 
本文在沙丘高度对植被生长产生时滞效应的情况下研究一类植被–沙模型，分析了正平衡点的稳定

性，并给出时滞对植被和沙丘周期变化的影响。研究结果表明，当时滞效应较小时，正平衡点是稳定的；

当时滞效应较大时，正平衡点在一定条件下失去稳定性，系统会产生 Hopf 分支解，植被和沙丘最终将呈

现周期性变化，这在一定程度上解释了风沙环境下植被时空分布的形成机制。 
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