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摘  要 

随着计算机技术的发展，计算机图形学的重要性逐渐被体现出来，样条曲线也随之迅速发展起来。其研

究领域也涉及诸多内容，主要有各阶次样条曲线的不同扩展，光顺的新方法研究以及造型与形状调整。

本文将四元数方法与样条理论相结合，以Bézier四元数曲线和Boehm的Gamma样条曲线理论为基础，

构建了Gamma四元数样条曲线并对其性质进行研究。首先，将欧氏空间中的Gamma样条曲线推广到四

元数空间上，定义了球面Gamma四元数样条曲线。然后，对其光滑性进行了研究，证明了该样条曲线是

C1连续的，并且在满足一定条件时，该曲线就是C2连续的。最后，对上述方法进行了应用。该构造方法

引入了可以改变样条曲线形状的参数，从而使得构造的样条曲线具有很强的灵活性。 
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Abstract 
With the development of computer technology, the importance of computer graphics is gradually 
reflected, and the spline curve also develops rapidly. Its research field also involves a lot of con-
tents, including different extension of spline curves of various orders, new methods of smoothing 
and modeling and shape adjustment. Based on Bézier quaternion curve and Boehm’s Gamma spline 
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curve theory, this paper combines quaternion method with spline theory, constructs Gamma qua-
ternion spline curve and studies its properties. Firstly, the Gamma quaternion spline curve in Euc-
lidean space is extended to quaternion space, and the spherical Gamma quaternion spline curve is 
defined. Then, it is proved that the spline curve is C1 continuous, and it is C2 continuous when cer-
tain conditions are satisfied. Finally, the above method is applied. The parameters that can change 
the shape of the spline curve are introduced in this construction method so that the spline curve 
can be constructed with strong flexibility. 

 
Keywords 
Unit Quaternion, Bézier Quaternion Curve, Gamma Quaternion Spline, Parameter Continuity 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

刚体运动曲线的设计是计算机动画设计中的一个重要问题[1]。刚体运动通常可以用两种运动的结合

来描述：一种是刚体的平移运动，另一种是刚体的旋转运动。在计算机动画中，使用适当的工具来产生

刚体平滑和自然运动是非常重要的。而用四元数方法取代欧拉角描述刚体运动的姿态，可以避免大角度

旋转时的奇异性，并能完全的描述刚体运动的任何姿态，因此，四元数尤其是单位四元数在虚拟摄像头

和三维物体的旋转控制中尤为重要。随着目前空间技术，计算技术，特别是计算机图形学等领域的发展，

四元数的优越性又被研究人员重视了起来。 
1985 年，美国数学家 Shoemake [2]首次将四元数引入到计算机图形学中，并且主要介绍了用 Bézier

单位四元数曲线来表示刚体的运动。1995 年，Kim [3]等人利用 Slerp 给出了能够计算一阶导数的单位四

元数曲线，并且得到了单位四元数曲线的二阶导数。还利用 Bernstein [4]基函数的累加形式给出了单位四

元数的代数方程构造方法，并且首次在论文中给出了 Bézier 单位四元数曲线，Hermite 单位四元数曲线和

B-spline 单位四元数曲线的代数表达形式。2007 年，Ge [5]等人提出了一种能够插值给定单位四元数序列

的 2C 连续 B 样条四元数曲线的构造方法，虽然同样需要求解非线性方程组，但是能够得到精确的四元数

控制点。2017 年，邢燕等人[6]对单位四元数插值样条曲线的参数二阶连续性与插值性问题进行了研究。

为了使产生的四元数曲线连续性更高，2018 年邢燕[7]将参数二阶连续性提高到了参数三阶连续性，构造

了一类基于五次多项式的单位四元数插值样条曲线。檀结庆[8]等人提出了具有 2G 连续性的五次多项式单

位四元数插值样条曲线，该曲线能够自动插值于给定的数据点。2022 年，孙楠等人[9]在 Kim 的基础上对

Bézier 四元数曲线的性质进行了研究，计算了其端点处的一阶，二阶导矢，解决了曲线的光滑拼接问题，

构造出了具有 2C 连续性的四元数插值样条曲线，此方法能够精确地插值于给定的单位四元数序列，并且

无需求解非线性方程组。 
1987 年，Boehm [10]提出了 Gamma 样条的概念和构造方法，以两段三次 Bézier 曲线的拼接为例，

从满足 1C 连续条件出发，给出了一组比例约束条件，使得在该约束条件下两段曲线在公共点处满足 2G 连

续条件，基于此方法构造出来的 2G 连续组合 3 次 Bézier 曲线即为 Gamma 样条。Gamma 样条揭示了 2G 连

续样条曲线和 B 样条曲线的本质联系。1988 年，法林[11]在 Boehm 的基础上又给出了满足一定的比例关

系，则两三次 Bézier 曲线段在公共连接点处就是 2G 的。1994 年，Sarfraz [12]采用了一种方法为三次样条
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曲线构造了 B 样条曲线的基，并作为一种特殊情况，还可以恢复 Gamma 样条方法。2011 年，Xu [13]等
人提出了一种构造 2G 连续的有理 Gamma 样条曲线的方法，此方法可以插值给定的一组平面或者空间中

不同的有序数据点。 
基于以上研究，本文在 Boehm 的基础上，结合四元数理论，将 3 维欧式空间 3

 中 Gamma 样条曲线

推广到 3 维球面 3 中，构造了 Gamma 四元数样条曲线，并对其在连接点处的一阶导与二阶导进行了研

究。新生成的曲线直接由给定的辅助控制顶点以及形状参数来计算控制顶点，无需求解线性方程组，提

高了运算效率。 

2. 预备知识 

2.1. 四元数 

四元数可看作是复数的扩展，其是由 1 个实数加上 3 个复数组合而成，通常可以表示为 

q w xi yj zk= + + +  (或者 ( )( ), , ,w x y z )， 

其中 , , ,w x y z∈， , ,i j k 是三个虚单位，满足 2 2 2 1i j k= = = − ，ij ji k= − = ， jk kj i= − = ，ki ik j= − = 。 
给定两个四元数 ( )( )1 1 1 1 1, , ,q w x y z= ， ( )( )2 2 2 2 2, , ,q w x y z= ，令 ( )1 1 1 1, ,v x y z= ， ( )2 2 2 2, ,v x y z= ，则相

应的运算法则如下[8]： 
四元数的加减定义为 

( )( )1 2 1 2 1 2,q q w w v v± = ± ± 。 

四元数的乘法定义为 

( )( )
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2, .

q q w w v v w v w v v v

w w v v w v w v v v

= − ⋅ + + + ×

= − ⋅ + + ×
 

四元数的共轭定义为 

( )1 1 1,q w v= − 。 

四元数的逆定义为 

1 1
1 2

1

qq
q

− = 。 

给定单位四元数 ( )( ) 3, , ,q w x y z= ∈ ，显然 2 2 2 2 1w x y z+ + + = ，令 

[ ]arccos 0,wθ = ∈ π ， 

( ) ( ) 2

2 2 2

, ,
, ,

x y z
a b c

x y z
= ∈

+ +
 ， 

那么就得到了单位四元数的一种表示方法[3] 

( )( )cos , sin , ,q a b cθ θ= ⋅ ， 

并且 

( )
1

cos ,sin , ,nq a b c
n n
θ θ = ⋅ 

 
。 

对于单位四元数 ( )( )cos ,sin , ,q a b cθ θ= ⋅ ，其中 [ ]0,θ ∈ π ， ( ) 2, ,a b c ∈ ，称映射 3 3log : →  ： 
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( )( ) ( )log cos ,sin , , , ,a b c a b cθ θ θ⋅ = ⋅  

为对数映射[3]，显然 

( )
1 1log lognq q

n
 

=  
 

。                                  (1) 

称对数映射的逆映射 3 3exp : →  ： 

( )( ) ( )( )exp , , cos ,sin , ,a b c a b cθ θ θ⋅ = ⋅  

为指数映射。特别的 ( ) ( )exp 0,0,0 1,0,0,0= 。 
给定两个单位四元数 1p 和 2p ，连接 1p 和 2p 的测地线具有恒定的切速度 ( )1

1 2log p p− ，测地线方程为

[4] 

( ) ( )( )1 2

1
, 1 1 2exp log ,   0 1p p t p t p p tγ −= ⋅ ≤ ≤ 。 

引理 1 [3]测地线 ( )
1 2,p p tγ 的一阶导为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

1 1
, , 1 2 2 1 ,log logp p p p p pt t p p p p tγ γ γ− −′ = = 。 

特别的，当 0t = 和 1t = 时分别有 

( ) ( )1 1
1 1 2 2 1 1log logp p p p p p− −= ， 

( ) ( )1 1
2 1 2 2 1 2log logp p p p p p− −= 。 

2.2. Bézier 四元数曲线 

对于 0,1, ,i n=  ，用 Bernstein 基 ( ) ( ), 1 n ii i
i n nB t C t t−= − 表示的 n 阶 Bézier 曲线如下： 

( ) ( ),
0

,  0 1
n

i i n
i

p t p B t t
=

= ≤ ≤∑ ， 

其中 3
ip ∈ 是控制点。对于以基形式给出的 Bézier 曲线，可以将上式转化为累加形式 

( ) ( ) ( )0 0, ,
1

n

n i i n
i

p t p B t p B t
=

= + ∆∑  ， 

其中 ( ) ( ), ,

n

i n j n
j i

B t B t
=

= ∑ 为累加基函数。特别的 ( )0, 1nB t ≡ 。 

引理 2 对于 1,2,3, 3i n= = ，累加基函数 ( ),i nB t 满足： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2 2 3 3
1,3 2,3 3,3

2 2 2
1,3 2,3 3,3

1,3 2,3 3,3

3 3 ,   3 2 ,   ,

3 6 3,   6 6 ,   3 ,

6 6,            12 6,    6 .

B t t t t B t t t B t t

B t t t B t t t B t t

B t t B t t B t t

= − + = − =

′ ′ ′= − + = − + =

′′ ′′ ′′= − = − + =

  

  

  

 

对于单位四元数 3 , 0,1, ,iq i n∈ =  ，利用四元数曲线的构造方法，Kim 定义了 n 次 Bézier 四元数曲

线[12] 

( ) ( )( )0 ,
1

exp ,  0 1
n

i i n
i

q t q B t tω
=

= ≤ ≤∏  ， 

其中 ( )1
1log , 1,2, ,i i iq q i nω −
−= =  。 
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2.3. Gamma 样条曲线 

Boehm 利用简单的比例仿射概念，直接从一个辅助控制多边形构造出了 2G 连续的三次样条曲线，即

Gamma 样条曲线[10]。 
对于正整数 l，给定一组辅助控制顶点 3

0 1 2, , , lv v v + ∈  ，一个节点分割 0 1 2 lu u u u< < < < ，一组形

状参数 1 2 1, , , lγ γ γ − ，令 1i i iu u+∆ = − ，一条 Gamma 样条曲线由 l 段三次 Bézier 曲线构成。对于 
2,3, , 1i l= − ，每段曲线的内控制顶点定义为[10]： 

1 1 2
3 2 1

1 2 1 1 2 1

1 2 1
3 1 1

1 2 1 1 2 1

,

,

i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i

p v v

p v v

γ γ
γ γ γ γ

γ γ
γ γ γ γ

− − −
− +

− − − − − −

− − −
− +

− − − − − −

∆ + ∆ ∆
= +

∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆

∆ ∆ + ∆
= +

∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆

 

对于 2,3, , 2i l= − ，首末控制顶点定义为[10]： 

1
3 3 1 3 1

1 1

,i i
i i i

i i i i

p p p−
− +

− −

∆ ∆
= +
∆ + ∆ ∆ + ∆

 

特别的，样条曲线的首段控制顶点定义为： 

0 0

1 1

01 1
2 1 2

0 1 1 0 1 1

01
3 2 4

0 1 0 1

,
,

,

,

p v
p v

p v v

p p p

γ
γ γ

=

=
∆∆

= +
∆ + ∆ ∆ + ∆

∆∆
= +
∆ + ∆ ∆ + ∆

 

末段控制顶点定义为： 

1 2
3 3 3 4 3 2

2 1 2 1

1 1 2
3 2 1

1 1 2 1 1 2

3 1 1

3 2

,

,

,
.

l l
l l l

l l l l

l l l
l l l

l l l l l l

l l

l l

p p p

p v v

p v
p v

γ
γ γ

− −
− − −

− − − −

− − −
− +

− − − − − −

− +

+

∆ ∆
= +
∆ + ∆ ∆ + ∆

∆ ∆
= +
∆ + ∆ ∆ + ∆

=

=

 

实际上，Gamma 样条曲线对于整体参数是 1C 连续的[14]。特别的，当 1iγ = 时，Gamma 样条曲线就

退化成了 2C 三次样条曲线。 

3. Gamma 四元数样条曲线 

3.1. Gamma 四元数样条曲线的定义 

受 Kim [4]的启发，我们将欧式空间 3
 中的 Gamma 样条曲线推广到单位四元数上，给出了 Gamma

四元数样条曲线的定义。 
给定一组四元数顶点 3

0 1 2, , , ld d d + ∈  ，一个均匀的节点分割 0 1 2: lu u u u∆ < < < < 和一组形状参数

1 2 1, , , lγ γ γ − ，对于 1, 2, ,i l=  ，Gamma 四元数样条曲线 ( ) [ ] 3
0: , lS u u u →  的第 i 段 ( ) [ ] 3

1: ,i i iS u u u− →  定

义为 

( )
3

1
3 3 3 3 ,

1 1

exp i
i i j i j n

j i

u u
S u b Bω −

− + −
= −

  −
=    ∆  

∏  ， 
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其中 ( )1
3 3 3 4 3 3logj i i j i jb bω −

+ − + − + −= ，对于 2,3, , 1i l= − ， 

( )11 2
3 2 1

1 2 1

exp log ,i i
i i i i

i i i i i

b d d d
γ

γ γ
−− −

− +
− − −

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ + ∆ 

                      (2) 

( )11 2 1
3 1 1

1 2 1

exp log ,i i i
i i i i

i i i i i

b d d d
γ

γ γ
−− − −

− +
− − −

 ∆ + ∆
= ⋅ ∆ + ∆ + ∆ 

                      (3) 

对于 2,3, , 2i l= − ， 

( )11
3 3 1 3 1 3 1

1

exp log ,i
i i i i

i i

b b b b−−
− − +

−

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ 

                           (4) 

特别的，对于 1i = ， 

( )

( )

0 0

1 1

10
2 1 1 2

0 1 1

10
3 2 2 4

0 1

,
,

exp log ,

exp log ,

b d
b d

b d d d

b b b b

γ
−

−

=

=

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ 

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ 

 

对于 i l= ， 

( )

( )

12
3 3 3 4 3 4 3 2

2 1

11 2
3 2 1

1 1 2

3 1 1

3 2

exp log ,

exp log ,

,
.

l
l l l l

l l

l l
l l l l

l l l

l l

l l

b b b b

b d d d

b d
b d

γ
γ

−−
− − − −

− −

−− −
− +

− − −

− +

+

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ 

 ∆
= ⋅ ∆ + ∆ 
=

=

 

称 0 1 2, , , ld d d + 为辅助控制顶点， 0 1 3, , , lb b b 为控制顶点， ( )iS u 为 Gamma 四元数曲线。由于四元数在

三维空间上无法显示，所以我们给出平面上的示意图，如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Control point construction diagram 
图 1. 控制顶点构造示意图 
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3.2. Gamma 四元数样条曲线的性质 

我们构造的 Gamma 四元数样条曲线保持了 3
 中 Gamma 样条曲线的许多重要微分性质。本节我们

要考虑 Gamma 四元数样条曲线的光滑性。 
为了方便起见，对于 1,2,3j = ， 1,2, ,i l=  ，令 

( ) 1
3 3,3 3 3 ,3

1

exp i
j i j i j

i

u u
u Bτ ω −

+ − + −
−

  −
=    ∆  

 。 

引理 3 对于 1,2,3j = ， 1, 2, ,i l=  。 

i) ( ) ( )( )3 3,3 1 3 3 ,3exp 0 ,j i i j i ju Bτ ω+ − − + −=   

( ) ( )( )3 3,3 3 3 ,3exp 1 .j i i j i ju Bτ ω+ − + −=   

ii) ( ) ( )( ) ( )( )3 3,3 1 3 3 ,3 3 3 ,3
1

1 exp 0 0 ,j i i j i j j i j
i

u B Bτ ω ω+ − − + − + −
−

′ ′=
∆

   

( ) ( )( ) ( )( )3 3,3 3 3 ,3 3 3 ,3
1

1 exp 1 1 .j i i j i j j i j
i

u B Bτ ω ω+ − + − + −
−

′ ′=
∆

   

iii) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2

3 3,3 1 3 3 ,3 3 3 ,3 3 3 ,32
1

1 exp 0 0 0 ,j i i j i j j i j j i j
i

u B B Bτ ω ω ω+ − − + − + − + −
−

′′ ′ ′′= +
∆

    

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2

3 3,3 3 3 ,3 3 3 ,3 3 3 ,32
1

1 exp 1 1 1 .j i i j i j j i j j i j
i

u B B Bτ ω ω ω+ − + − + − + −
−

′′ ′ ′′= +
∆

    

证明：利用文献 4 中的结论可得 

( ) 1 1 1
3 3,3 3 3 ,3 3 3 ,3

1 1 1

exp ,i i i
j i j i j j i j

i i i

u u u u u u
u B Bτ ω ω− − −

+ − + − + −
− − −

′       − − −′ ′=          ∆ ∆ ∆       
   

( )
2

2

1 1 1
3 3,3 3 3 ,3 3 3 ,3

1 1 1

1 1
3 3 ,3 3 3 ,3

1 1

exp

                    exp

i i i
j i j i j j i j

i i i

i i
j i j j i j

i i

u u u u u u
u B B

u u u u
B B

τ ω ω

ω ω

− − −
+ − + − + −

− − −

− −
+ − + −

− −

 ′       − − − ′′ ′=            ∆ ∆ ∆         

  − −′′+    ∆ ∆  

 

 

2

1

1

,i

i

u u −

−

 ′    −       ∆     

 

将 1iu − 和 iu 分别代入，即可证明引理。 

3.2.1. Gamma 四元数样条曲线的一阶连续性 
定理 1 Gamma 四元数样条曲线 ( ) [ ] 3

0: , lS u u u →  对于整体参数 u 是 1C 连续的。 
证明：由 Gamma 四元数曲线的定义及引理 3(i)可知， 

( )
( )

1 3 3

3

,

.
i i i

i i i

S u b

S u b
− −=

=
 

即曲线是 0C 连续的。 
对 ( )iS u 求一阶导得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3 3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3 3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3i i i i i i i i i i i i iS u b u u u b u u u b u u uτ τ τ τ τ τ τ τ τ− − − − − − − − −′ ′ ′ ′= + + 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1112898


陈佳惠 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1112898 8511 应用数学进展 
 

由引理 2 及引理 3(i)(ii)可知 

( ) ( )13 3
1 3 3 3 2

1

3
logi

i i i i
i

b
S u b b−−

− − −
−

′ =
∆

， 

( ) ( )13
3 1 3

1

3
logi

i i i i
i

b
S u b b−

−
−

′ =
∆

。 

由控制顶点的定义及式(1)得 

( ) ( )13 3
1 3 4 3 2

2 1

3
logi

i i i i
i i

b
S u b b−−

− − −
− −

′ =
∆ + ∆

， 

( ) ( )13
3 1 3 1

1

3
logi

i i i i
i i

b
S u b b−

− +
−

′ =
∆ + ∆

。 

由此即可证明定理。 

3.2.2. Gamma 四元数样条曲线的二阶连续性 
二阶导数的不连续性，可能会导致物体最后的旋转结果与期望不符。因此，如何构造具有高阶连续

的四元数样条曲线在计算机动画中非常重要。所以在本节中我们给出了 Gamma 四元数样条曲线 2C 连续

的充要条件。 
对 ( )iS u 求二阶导得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3 3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3

3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3 3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3

3 3 3 2,3 3 1,3 3 ,3 3 3 3 2,3 3 1

           2

           2 2

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i

S u b u u u b u u u

b u u u b u u u

b u u u b u

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

′′ ′′ ′′= +

′′ ′ ′+ +

′ ′ ′+ + ( ) ( ),3 3 ,3 .iu uτ ′

 

由引理 2 及引理 3 可知 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 1
1 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 2 3 3 3 2 3 12

1

1 9 log 6 log 6 logi i i i i i i i i i i
i

S u b b b b b b b b b− − −
− − − − − − − − − −

−

′′ = − +
∆

， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 1 1
3 3 1 3 3 3 1 3 3 1 3 2 3 1 3 1 32

1

1 9 log 6 log 6 logi i i i i i i i i i i i i
i

S u b b b b b b b b b b b− − − −
− − − − − −

−

′′ = + −
∆

。 

由引理 1， ( )i iS u′′ 可以转化为 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 1
3 3 1 3 3 3 1 3 3 1 3 2 32

1

1 9 log 6 log 6logi i i i i i i i i i i
i

S u b b b b b b b b b− − −
− − − −

−

′′ = + −
∆

。 

由此可得曲线的首末二阶导矢。 
定理 2 Gamma 四元数样条曲线 ( ) [ ] 3

0: , lS u u u →  对于整体参数 u 是 2C 连续的充要条件 

( ) ( )

( )

1 11
3 4 3 3 1

1 2 1

1 1 12
3 3 3 4 1 3 4 3 3

2 3 2 1 1

2 log log

                           log .

i
i i i i

i i i i i

i
i i i i i i

i i i i i

b b d d

b b d d b b

γ γ

γ γ

− −−
− − +

− − −

− − −−
− − − − −

− − − − −

∆
=

∆ + ∆ + ∆

∆
+

∆ + ∆ + ∆

              (5) 

证明：首先证明必要性。由式(2) (3)，可将式(5)转化为 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
3 4 3 3 3 2 3 1 3 3 3 4 3 5 3 4 3 4 3 32 log log logi i i i i i i i i ib b b b b b b b b b− − − − −
− − − − − − − − − −= + 。 

由引理 1，上式可改写为 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 4 3 3 3 2 3 1 3 3 3 4 3 5 3 32 log log logi i i i i i i ib b b b b b b b− − − −
− − − − − − − −= + 。 
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等式两边同乘 3 36 ib − ，整理可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 3 3 4 3 3 3 3 3 2 3 1 3 3 3 4 3 3 3 4 3 5 3 36 log 6 log 6 log 6logi i i i i i i i i i i ib b b b b b b b b b b b− − − −
− − − − − − − − − − − −− + = − 。 

上式两边加 ( )2 1
3 3 3 4 3 39 logi i ib b b−
− − − ，由定义即可证明 

( ) ( )1 1 1i i i iS u S u− − −′′ ′′= 。 

其次证明充分性。令 ( ) ( )1 1 1i i i iS u S u− − −′′ ′′= 。由式(4)及定义可将等式转化为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 3 3 4 3 3 3 4 3 5 3 3 3 3 3 4 3 3 3 3 3 2 3 16 log 6log 6 log 6 logi i i i i i i i i i i ib b b b b b b b b b b b− − − −
− − − − − − − − − − − −− = − + ， 

由式(1)~(3)经过计算，即可证明等式(5)。 

4. 实验 

在本节中，我们数值上实现了上述构造 Gamma 四元数样条曲线的方法。 
例 1 随机给定球面 3 上 6 个辅助控制顶点 

( )
( )
( )
( )
( )

0

1

2

3

4

5

0.3321  0.4426  0.3958  0.7329 ,

0.5000  0.5001  0.6725  0.2185 ,

0.5325  0.6129  0.0252  0.5833 ,

0.6030  0.7937  0.0134  0.0785 ,

0.3321  0.4426  0.3958  0.7329 ,

0.7944  0.6025  

d

d

d

d

d

d

= −

=

= − − − −

= − −

= −

= − − −( )0.0430  0.0640 .−

 

令形状参数 ( )1 1,2i iγ = = ， ( )1 0,1,2j j∆ = = ，利用本文方法，即可构造出由三段曲线组成的 Gamma
四元数样条曲线。 

基于四元数与旋转变换的关系[15]，我们将本文的构造方法应用于刚体旋转运动，其刚体中心点的旋

转运动轨迹如图 2 所示。 
 

    
Figure 2. Rotation trajectory of rigid body center point 
图 2. 刚体中心点旋转运动轨迹 

 

例 2 给定球面 3 上 5 个辅助控制顶点 

( )
( )
( )
( )
( )

0

1

2

3

4

0.9632  0.1086  0.2011  0.1414 ,

0.9023  0.1049  0.3609  0.2112 ,

0.7944  0.6025  0.0430  0.0640 ,

0.9937  0.0996  0.0468  0.0206 ,

0.2584  0.4570  0.5905  0.6130 .

d

d

d

d

d

= − −

= −

= − − − −

= − −

= − − −
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令形状参数 1 0 11, 1γ = ∆ = ∆ = ，利用本文的方法，即可计算出 Gamma 四元数样条曲线的所有控制顶

点 

( )
( )
( )
( )
( )

0

1

2

3

4

5

0.9632  0.1086  0.2011  0.1414 ,

0.9023  0.1049  0.3609  0.2112 ,

0.1634  0.7536  0.4814  0.4168 ,

0.5659  0.6599  0.0855  0.4867 ,

0.7803  0.3469  0.3388  0.3949 ,

0.9937  0.0996  

b

b

b

b

b

b

= − −

= −

= − −

= − −

= − − −

= −( )
( )6

0.0468  0.0206 ,

0.2584  0.4570  0.5905  0.6130 .b

−

= − − −

 

通过验证可知这些控制顶点满足式(5)，因此样条曲线是 2C 连续的。相应的，我们得到刚体中心点的

旋转运动轨迹，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Rotation trajectory of rigid body center point 
图 3. 刚体中心点的旋转运动轨迹 

5. 结论 

本文首先将 Bézier 四元数曲线和 Boehm 的 Gamma 样条曲线相结合，构造了 Gamma 四元数样条曲

线，构造的四元数样条曲线不仅是 1C 连续的，并在满足一定条件时是 2C 连续的。本文所构造的四元数样

条曲线引入了可以改变样条曲线形状的参数，使得构造的样条曲线形状的改变更具灵活性。在后续的研

究中，我们将会对其高阶参数连续以及形状参数对样条曲线形状的影响等问题做进一步展开研究。 
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