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摘  要 

本文在最大时间Tν
∗ 有限时，利用Fourier变换的性质，齐次Sobolev空间中的插值结果以及乘积定理，研

究了分数阶三维不可压缩Navier-Stokes方程在齐次Sobolev空间 sH 中解的爆破性和 L2 范数的衰减性，

以及解关于 H α−2 范数、H
α−5

2 范数和 H
α−7

2 范数的有界性，是对Benameur J的经典Navier-Stokes方程结

论的推广。 
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Abstract 

In this paper, when the maximum time Tν
∗  is finite, the blow-up of the solutions to the fractional 
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3D incompressible Navier-Stokes equations in sH  spaces and the decay in L2  norm and the 

boundedness of the solution with respect to H α−2  norm, H
α−5

2  norm and H
α−7

2  norm are stu-
died, via using the property of Fourier transform, interpolation results and product law in the 
homogeneous Sobolev spaces. It’s a generalization of the classical Navier-Stokes equations conclu-
sion of Benameur J. 
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1. 引言 

本文研究分数阶不可压缩 Navier-Stokes 方程的初值问题 

( ) ( )

( ) 0

,
div 0

,

,

0

tu u u u p
u

u u

αν∂ + −∆ + ⋅∇ = −∇
 =
 =

                          (1.1) 

在最大存在时间附近解的性质以及在齐次 Sobolev 空间的爆破性。其中ν 为流体的粘性系数， 0α > 表示

“耗散强度”。向量函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,u t x u t x u t x u t x= 表示流体在 ( ) 3,t x R R+∈ × 的未知速度，

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
1 2 3, , , , ,u u t x u t x u t x= 是给定的初始速度，标量函数 ( ),p p t x= 表示流体在 ( ) 3,t x R R+∈ × 所受的

未知压力， 2
1 jxj

n
=

∆ = ∂∑ 是关于空间变量 ( )1 2 3, ,x x x x= 的 Laplacian 微分算子。 
对于经典不可压缩 Navier-Stokes 方程，Kato T 在文献[1]和 Leray J 在文献[2]中研究了解的局部存在

性和唯一性。Benameur J 在文献[3]中研究了非齐次 Sobolev 空间中解的爆破准则，即 

( ) ( )* 3 5
2s

s

H
u t T t sν

−  ≥ − > 
 

，其中 *Tν 是最大存在时间。Robinson JC，Sadowski W，Silva RP 在文献[4]中

证明了 ( ) ( )
2 1

* 4 1 5 3,
2 2 2s

s

H
u t T t s sν

−
−  ≥ − < < ≠ 

 

， ( ) ( )
2

* 5 5
2s

s

H
u t T t sν

−  ≥ − > 
 

。Cortissoz C，Montero JA，

Pinilla CE 在文献[5]中研究了解的
3
2H 范数和

5
2H 范数的下界。Cheskidov A，Zaya K 在文献[6]中证明了解

在
3
2H 空间的强爆破估计。Benameur J 在文献[7]中研究了解在

5
2H 空间的爆破准则。 

本文研究分数阶不可压缩 Navier-Stokes 方程(1.1)的解在 sH 空间中的爆破和 2L 范数衰减，以及解关 

于 2H α−
 范数和

5
2H

α−
 范数和

7
2H

α−
 范数的有界性，是对 Benameur J 文献[3] [7]中结论的推广。主要结果如下： 

定理 1 设 1α > ，
3max 1,
2

s α > − 
 

， ( )*

2
limsup st T H

u t
ν→

= ∞


且 )( )*0, ; su C T Hν∈ 
 是方程(1.1)的极大

解，若 *Tν < ∞，则有 

( )
( ) ( )2

23 1
3

* 3

.s

s
s

s L H

c u t u t
T tν

ν −
≤

−

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定理 2 设1 2α< < ， ( )* 2

2
limsup

t T H
u t α

ν
−→
= ∞



且 )( )* 20, ;u C T H α
ν

−∈ 
 是方程(1.1)的极大解，若 *Tν < ∞，

则有 

1
*

.H

c u
T t

α

ν

ν
−≤ ∇

−


 

定理 3 设 51
2

α< < ， )
5

* 20, ;u C T H
α

ν

− 
∈   


 


 是方程(1.1)的极大解，若 *Tν < ∞，则有 

( ) 5
2*

.
H

c u t
T t

α

ν

ν
−≤

−


 

定理 4 设 71
2

α< < ， )
7

* 20, ;u C T H
α

ν

− 
∈   


 


 是方程(1.1)的极大解，若 *Tν < ∞，则有 

( )

( )
( ) 7

2

1
1

2
* 1

1
.

H

c
u t

T t
α

α

α
ν

α
−

+

+

−
≤

−


 

2. 预备知识 

1) [7] Fourier 变换定义为： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
3 1 3

1 2 3
ˆ exp d , , , , .

R
f f ix f x x R f L Rξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = − ⋅ = ∈ ∈∫  

2) 分数阶 Laplacian 微分算子通过 Fourier 变换定义为： 

( )( )( ) ( )2, , .u t u tαα ξ ξ ξ−∆ =   

关于 ( )α−∆ 的更多详细描述见文献[8]。 
3) [7] 3R 上函数 ( ) ( ),f x g x 定义其卷积为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3d d .
R R

f g x f x y g y y f y g x y y∗ = − = −∫ ∫  

4) [7]若 ( )1 2 3, ,f f f f= 和 ( )1 2 3, ,g g g g= 是两个向量场，则 

( )1 2 3: , , ,f g g f g f g f⊗ =  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3div : div ,div ,div .f g g f g f g f⊗ =  

5) [7]齐次 Sobolev 空间定义为： ( ) ( ) ( ){ }3 3 1 2 3,ˆ, ˆss
locfH R f fS R L L Rξ′= ∈ ∈ ∈ ，其范数为 

( )3

1
2 22 .ˆ ds

s
H R

ff ξ ξ ξ =  
 ∫

 

6) [7] Lei-Lin 空间定义为： ( ) ( ) ( ){ }3 3 1 1 3, ,ˆ ˆ
locR f S R L f Lf Rσσχ ξ′= ∈ ∈ ∈ ，其范数为 

( )3 d .ˆ
R

f fσ
σ

χ
ξ ξ ξ= ∫  

引理 1 [9]对于
3
2

s > ，有 

1 2

3 31
2 2ˆ .s

s s
L L H

u C u u
−

≤

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其中

3 31
4 42 22 1 1

3 3 3
s ss sC

− + π     = − + −       
 

。 

引理 2 [10]设 ,s s R′∈ 且 1s < ， 0s s′+ > ，则存在常数 ( ),C C s s′= ，使得 , s sf g H H ′∈  

 ，有 

( )1 .s s s s s sH H H H Hfg C f g f g′ ′ ′+ − ≤ +
    

 

若 , 1s s′ < ， 0s s′+ > ，则存在常数 ( ),C C s s′= ，使得 ,s sf H g H ′∈ ∈  ，有 

1 .s s s sH H Hfg C f g′ ′+ − ≤
  

 

引理 3 [11]设 ,s s R′∈ 且
3
2

s < ， 0s s′+ > ，则存在常数 ( ),C C s s′= ，使得 , s sf g H H ′∈  

 ， 

( )3
2 .s s s s s sH H H H Hfg C f g f g′+ − ′ ′≤ +

    

 

若
3,
2

s s′ < ， 0s s′+ > ，则存在常数 ( ),C C s s′= ， 

3
2 .s s s sH H Hfg C f g′+ − ′≤

  

 

引理 4 [7]对于 0s ≥ ，若 1sf H χ∈ 

 ，则存在常数 0C > ， 

1
2 .s sH Hf f C f f

χ
⋅∇ ≤

 

 

引理 5 [12] Gronwall 不等式(微分形式)设 ( )y t 是 [ ]0,T 上的非负绝对连续函数， ( )h t ， ( )g t 是 [ ]0,T
上的非负可积函数，且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], a.e. 0, .y t h t y t g t t T′ ≤ + ∈  

那么 

( ) ( ) ( ) ( )0 d

0
e 0 d .

t thy t y gτ τ τ τ∫  ≤ +  ∫  

引理 6 对于
7
2f H

α−
∈  ，存在常数 0C > ，使得 0 a b< < < ∞，有 

7 7
1 2 2 2

5 2 2
2 14 .

1L H H

bf C a u u u
b

α

α

χ α
−

− 
≤ π + + 

−  
 

 

证明：设 0 a b< < < ∞  

( )1 ,d ,ˆ
a a b bf I J Kf

χ
ξ ξ ξ= = + +∫  

( ) ( ) 2 2

1 5
2 2 24d d .

5
ˆ

a L La a
I f a ff

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

< <

π
= ≤ ≤∫ ∫  

( ) ( ) 7
2

7 7
2 2

1
2 5 2

,

2 2 2 2 2 2

d d

2 2

ˆ

.
1 1

a b Ha b a b

H H

J f

b a f

f

b f

α

α α

α

ξ ξ

α α α

ξ ξ ξ ξ ξ

α α

−

− −

−

< < < <

− − −

= ≤

π π
≤ − ≤

− −

∫ ∫ 

 

 

( ) ( ) 7 7
2 2

1
5 2 1d d 2 .ˆ

b H Hb b
K f ff

bξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ−

> >
= ≤ ≤ π∫ ∫  
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3. 定理 1 的证明 

证明：方程(1.1)在 sH 空间下与 u 取内积 

( ), , , , ,s ss st H HH H
u u u u u u u p uαν∂ + −∆ + ⋅∇ = −∇

 



 

则有 









( )
( ) ( )

3

3

3

3 3

1

22

2

2 1

1

11
2 1 2 222 2

1 ,
2

ˆd

ˆd

d

d d

.

s ss

s s

t H HH

s

R
s

R

s s

R

s s

R R

H H

u u u u u

u u u

u u u

u u

u u

u

u

u u uα

α

α α

α α

α

ν

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− +

+

− +

− +

∂ + Λ ≤ ⋅∇

= ⋅∇ ⋅

= ⊗ ⋅

= ⊗ Λ

≤ ⊗ Λ

= ⊗ Λ

∫
∫

∫

∫ ∫

 







 

又 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 3

3 3

3 3

3 3

2 2 1 2

22 1

22 1

21

d

d d

d d

d d .

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

s
s

H R

s

R R

s

R R

s

R R

u u

u u

u

u

u u

u

u

α
α

α

α

α

ξ ξ

ξ η ξ η η ξ

ξ η ξ η η ξ

ξ η ξ η η ξ

− +
− +

− +

− +

− +

⊗ = ∗

= −

≤ −

≤ −

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



 

由 

( ) ( )( )
( )

111 1

1 11

2max ,

2 .

sss s

s ss

ααα α

α αα

ξ ξ η η ξ η η ξ η η

ξ η η

− +− +− + − +

− + − +− +

= − + ≤ − + ≤ −

≤ − +
 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 3 3

3 3

3 3

3

22 11

211

212 1 1

212 1 1

ˆ ˆ2 d d

ˆ ˆ2 d d

ˆ ˆ2 d d

ˆ ˆ2 d

s
ss

H R R

ss
R R

ss

R R

ss

R

u u u u

u u

u u

u u

α
αα

αα

αα

αα

ξ η η ξ η η ξ

η η ξ η η ξ

η η ξ η η ξ

ξ

− +
− +− +

− +− +

− +− + +

− +− + +

⊗ ≤ − −

+ −

= −

= ⋅ ∗

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫



 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2

1
2

1 1

212 1 1

21 22 1 1

2 22 1 1

ˆ ˆ2

ˆ ˆ2

ˆ2 .s

ss

L

ss
LL

s
H L

u u

u u

u uα

αα

αα

α
− +

− +− + +

− +− + +

− + +

= ⋅ ∗

≤ ⋅

=


 

则有 
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1 1

1 1

3
22 2

22 22 2 3 1

1 ˆ2
2

ˆ2 .
2

s ss s

s s

s

t H H LH H

s
H L H

u u u u u

u u u

α

α

αα α

α α

ν

νν

− +

− +

− +

− + −

∂ + Λ ≤ Λ

≤ + Λ

 

 





 

则 

1 1 1

22 2 2 2 21 1ˆ ˆ .s s sst H H L H LH
u u C u u C u uα

αν ν ν− +
− −∂ + Λ ≤ ≤

  



 

由引理 5，对 *0 a t Tν≤ ≤ <  

( ) ( )
21
1ˆ d2 2

e .
t

L
s

a
s

c u

H H
u t u a

ν τ− ∫
≤

 

 

因为 ( )*

2
limsup st T H

u t
ν→

= ∞


，所以
*

1
2ˆ d

T

La
uν τ = ∞∫ 。 

由引理 1， 1 2

3 31
2 2ˆ s

s s
L L H

u C u u
−

≤


 

( )
21

1 1

2

4
3 ˆ d22
4 2
3

ˆ
e ,

t
a L

s s

s

c uL
s H H

L

u
u u a

C u

ν τ−

−

∫
≤ ≤





 

( )
21
1

1 2

4 4 ˆ d2 23 3ˆ e ,
t

L
s

a
s s c u

L L H
u C u u a

ν τ−− ∫
≤



 

( )
21
1

1 2

3 3ˆ d 22ˆ e .
t
a L

s

c u
s s

L L H
u C u u a

ν τ−− −∫
≤



 

在 [ ],a T 上对上式积分有 

( ) ( )
21
1

2

3 3ˆ d 211 e .
t
a L

s

c u
s s

L H
C T a u u a

ν τ
ν

−− −−∫
− ≤ −



 

当 *T Tν→ 时，有 

( ) ( )2

3 321 *1 s
s s

L H
C T a u u aνν

−−≤ −


 

( )
( ) ( )2

23 1
3

* 3

.s

s
s

s L H

C u t u t
T tν

ν −
≤

−


 

从而结论得证。 

4. 定理 2 的证明 

证明：方程(1.1)在 2H α−
 空间下与 u 取内积 

( ) 2 22 2
, , , , ,t H HH H

u u u u u u u p uα αα α

αν − −− −
∂ + −∆ + ⋅∇ = −∇

 



 

则有 





2 22

3

3

3 2 2

22

5 2

3 2 2

1 ,
2

ˆd

ˆd

.

t H HH

R

R

H H

u u u u u

u u u

u u u

u u u

α αα

α α

α

α

α α α

α

ν

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −−

− −

−

− −

∂ + Λ ≤ ⋅∇

= ⊗ ⋅

= ⊗

≤ ⊗ Λ

∫
∫

 






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由引理 2 及不等式
2 2

2 2
a bab ≤ + 有 

2 2 22 2

2 2

22

241

1
2

2
.

t H H HH H

H H

u u C u u u

C u u

α α αα α

α α

α α

α

ν

νν

− − −− −

− −
−

∂ + Λ ≤ Λ

≤ + Λ

  

 





 

则 

2

22 41 .s st H HH
u u C u α

αν ν −
−∂ + Λ ≤

 



 

由引理 5，对于 *0 a t Tν≤ ≤ < ， 

( ) ( ) ( ) 21
2

2 2

2 2 de .a H
tC u

H H
u t u a α

α α

ν τ τ−
−

− −
∫≤ 

 

 

因为 ( )* 2

2
limsup

t T H
u t α

ν
−→
= ∞



，所以 ( )
*

2

2T

Ha
u tν

α− = ∞∫ 

。 

( ) ( )
21

2
2 2

2d2 e .H
t
aC u

H H
u u aα

α α

ν τ τ−
−

− −

− ∫ ≤





 

在 [ ],a T 上对上式积分有 

( ) ( ) ( )
21

2
2

2d 11 e .
T
a HC u

H
C T a u aα

α

ν τ τ ν
−

−
−

− −∫− ≤ −



 

当 *T Tν→ 时，有 

( ) ( ) 2

21 *1 ,
H

C T a u a ανν −
−≤ −



 

( ) 2*
.

H

c u t
T t

α

ν

ν
−≤

−


 

1
*

.H

c u
T t

α

ν

ν
−≤ ∇

−


 

从而结论得证。 

5. 定理 3 的证明 

证明：方程(1.1)在
5
2H

α−
 空间下与 u 取内积 

( ) 5 55 5
2 22 2

, , , , ,t H HH H
u u u u u u u p uα αα α

αν − −− −∂ + −∆ + ⋅∇ = −∇
 



 

则有 





5
5 5 2
2 2

3

3

7 52
2 2

2 2

6 2

7 52
2 2

ˆ

1 ,
2

ˆ

d

d

.

t H
H H

R

R

H H

u u u u u

u u

u u

u u u

u

u

α
α

α

α

α

ν

ξ ξ

ξ ξ ξ

−
−

−

−

−

∂ + ≤ ⋅∇

=

⊗

⋅⊗

=

≤ ⊗

∫

∫



 

 

 

由引理 3 及不等式
2 2

2 2
a bab ≤ + 有 
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5 5 5
5 5 5 52 2 2
2 2 2 2

2 2 4 211
2 2

.t H H H
H H H H

u u C u u u C u uα α
α α

νν ν− −
− −

−∂ + ≤ ≤ +
  

   

 

5 5
2 2

2 41 .t
H H

u C u
α α

ν
− −

−∂ ≤
 

 

在 ) )* *, 0,t T Tν ν ⊂  上对上式积分有 

( )5 5
2 2

2 41 * ,
H H

u C T t u
α ανν
− −

−≤ −
 

 

( ) 5
2*

.
H

c u t
T t

α

ν

ν
−≤

−


 

从而结论得证。 

6. 定理 4 的证明 

证明：方程(1.1)在
7
2H

α−
 空间下与 u 取内积 

( ) 7 77 7
2 22 2

, , , , ,t H HH H
u u u u u u u p uα αα α

αν − −− −∂ + −∆ + ⋅∇ = −∇
 



 

则有 
7

7 7 2
2 2

2 21 , .
2 t H

H H

u u u u u α
α

ν −
−

∂ + ≤ ⋅∇


 

 

由引理 4， 

17 7 7
2 2 2

2 2 21 .
2 t

H H H

u u c u u
α αχ

ν
− −

∂ + ≤
  

 

由引理 6， 

7 7
27 7 7 2 2

2 2 2

7
27 7 72

2 2 2

5 2 2
2 2 2 2

5 2 2
2 4 22

2

1 1
2 1

.
1 2

t L H H
H H H

L H
H H H

bu u c u a u u u
b

b cc u a u u u u
b

α
α α

α
α α

α

α

ν
α

ν
α ν

−
− −

−
− −

−

−

 
∂ + ≤ + + 

−  
 

≤ + + + 
−  

 

  



  

 

则有 

7
27 7 72

2 2 2

5 2 2
2 2 22

2

1 .
1t L H

H H H

bu c u a u u u
b

α
α α α

α

α ν
−

− − −

− 
∂ ≤ + + 

−  


  

 

取 ){ }7 7
2 2

* 0
0 inf 0, , 2H H

t t T u uα αν
− − == ∈





，对上式积分有 

7
27 7 7 72

2 2 2 2

5 2 222 2 20 * 2
2

1 ,
1L H

H H H H

bu u cT u a u u u
b

α
α α α α

α

ν α ν
−

− − − −

− 
− ≤ + + 

−  


   

 

7
27 7 72

2 2 2

5 2 22 2 20 * 0 0 02
2

13 ,
1L H

H H H

bu cT u a u u u
b

α
α α α

α

ν α ν
−

− − −

− 
≤ + + 

−  


  

 

7
2 72

2

5 2 2 2* 0 02
2

11 .
1L H

H

bcT a u u u
b

α
α

α

ν α ν
−

−

− 
≤ + + 

−  



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取 7
7 2
2

2
0 05

H
H

a u b u α
α

−
−

= < =




， 

7 7 7
2 72 2 2

2

1* 0 0 0 01 11 ,
1LH H H

H

cT u u u u uα α α
α

α

ν να
− − −

−

− 
≤ + + 

− 
  



 

7
2 72

2

1* 0 01 11 .
1LH

H

cT u u uα
α

α

ν να
−

−

− 
≤ + + 

− 




 

设 )*
1 0,t Tν∈  有 

27
2

101 12 .
1 L

H

u u
α

α

να −

−  ≥ + −  

 

则 

( ) ( ) ( )7
72
2

1*
1 1 1

11 .
1H

H

c T t u t u tα
α

α
ν α

−
−

−
≤ −

−



 

用任意的 )*
1,t t Tν∈  替换 1t 有 

( )

( )
( ) 7

2

1
1

2
* 1

1
.

H

c
u t

T t
α

α

α
ν

α
−

+

+

−
≤

−


 

因此结论得证。 
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