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摘  要 

面对被严重稀疏噪声损坏的观测数据，采用L1范数来度量稀疏性的低秩恢复算法已不能很好的从退化的

观测矩阵中恢复低秩结构。本文提出了一个新的加权低秩矩阵恢复算法用于图像去噪。利用L1/2范数来

度量稀疏性，引入权重分配给每个组成元素，并结合Lp范数特定情况下(p = 1/2)的封闭阈值算子，提出

加权的L1/2正则化，相比常用的L1范数更加有效。同时将TV正则化整合到我们的方法中，有效的保证了

图像的边缘特征。所提的方法与现有的低秩恢复算法相比，在增强图像结构平滑性和去除大的稀疏噪声

方面表现更好，图像重建的质量有了明显提高。 
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Abstract 
In the face of the observation data damaged by serious sparse noise, the low-rank restoration al-
gorithm using L1 norm to measure sparsity can not better recover the low-rank structure from the 
degraded observation matrix. In this work, a new weighted low-rank matrix restoration algorithm 
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is proposed for image denoising. The L1/2 norm is used to measure sparsity, and the weight is as-
signed to each component element. Combined with the closed threshold operator of Lp norm (p = 
1/2), the weighted L1/2 regularization is proposed, which is more effective than the common L1/2 
norm. At the same time, TV regularization is integrated into our method to effectively ensure the 
edge features of the image. Compared with the existing low-rank restoration algorithm, the pro-
posed method has better performance in enhancing the smoothness of image structure and re-
moving large sparse noise, and the quality of image reconstruction has been significantly improved. 
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1. 引言 

随着低秩和稀疏矩阵分析理论的初步建立和不断完善，它逐渐成为在图像信号处理方面的有效工具，

并在计算机视觉和模式识别中的有着广泛应用，如图像去噪[1] [2]，目标追踪[3] [4]，空间聚类[5] [6]，
推荐系统[7]等，该分析理论的目的主要是从退化的观测数据中恢复具有低秩结构的干净数据。 

在自然图像中，其数据矩阵通常是低秩或近似低秩的，但存在随机且任意大的误差破坏了这种低秩

特性，这类误差分布具有稀疏性。为了从损坏数据中准确恢复出低秩结构，我们可以针对这类破坏数据

结构的稀疏误差进行建模。Candès 等人 [8]根据数据的低秩和稀疏特性提出了鲁棒主成分分析

(robustprincipal component analysis, RPCA)，通过引入重构误差，加入稀疏约束并最小化低秩数据矩阵的

秩，将数据分离成低秩数据和稀疏噪声两部分。由于 RPCA 是一个 NP-hard 问题，通常转化为凸优化问

题求解，将秩函数最小化近似为核范数最小化(nuclearnormminimization, NNM)，将 0 范数最小化近似为

1 范数最小化来处理，但是这种简单的凸近似很容易引起解的过收缩问题，容易导致数据信息过多地丢

失而影响图像重建的质量。Gu 等人[9]为了增强低秩解的准确性，提出了加权核范数最小化(weight NNM, 
WNNM)对不同大小的奇异值分量采用相应的惩罚权重，能更灵活地处理实际问题。受到加权 1 范数最小

化能增强稀疏性的启发，Peng 等人[10]提出了对低秩和稀疏成分双重加权的恢复算法，并在迭代过程中

重新分配权重，大大提高了低秩矩阵的性能恢复。然而这类方法在处理内在秩较高的或者被高密度噪声

损坏的数据时，仍然存在显著的性能退化，且他们均未考虑图像的结构平滑性。 
本文提出了一个双重加权的低秩恢复算法，采用加权核范数来增强低秩性，并提出了一个改进的稀

疏正则项，即加权 1 2 范数最小化。 1 2 范数相比 1 范数在图像恢复方面更有竞争力，因为加权的 1 2 能

够更好的体现观测数据的稀疏性，在处理高密度的稀疏噪声时比 1 范数有更好的表现。总变分正则化已

被证实在图像处理中是提高图像平滑度的有效工具[11] [12]，为保持图像的边缘特征和结构平滑性，我们

将总变分正则化整合到低秩稀疏模型中提出了基于加权 1 2 范数和总变分(total variation, TV)正则化的图

像去噪算法。该模型整体是一个非凸优化问题，我们采用非精确的拉格朗日算法(inexact augmented la-
grange method, IALM)并用交替方向乘子法(alternate direction multiplier method, ADMM)将难以处理的问

题分成三个容易处理的子问题进行求解。实验证明，所提的算法明显改善了图像恢复的质量。 
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2. 相关工作 

2.1. 鲁棒主成分分析 

Candès 等人[8]建立了低秩矩阵恢复的有关理论，该理论表明当一个低秩或近似低秩的矩阵的部分元

素被破坏后，能通过数学模型方法从损坏的矩阵中恢复出低秩矩阵。RPCA 旨在被噪声矩阵 S 破坏的观

测矩阵 D 中恢复出低秩矩阵 L，这里假设矩阵 S 是稀疏的，具体可以描述为如下的优化问题 

( )
0,

min s.t.
L S

rank L S D L Sλ+ = +


                          (1) 

其中， ( )rank L 为矩阵的秩，
0

S


表示矩阵中非零元的个数。但是在实际应用中，(1)是一个 NP 问题，

不能直接求解，一个常用的方法就是采用秩函数和 0 范数的凸包近似，该方法称为主成分追踪(principal 
component pursuit, PCP)，即 

1,
min s.t.

L S
L S D L Sλ

∗
+ = +



                            (2) 

其中 ( )jL Lσ
∗
= ∑ ，表示矩阵的奇异值之和，

1 ,i jSS = ∑


，表示所有元素的绝对值之和。该问题的

两个子问题可以分别使用奇异值阈值算子和软阈值算子求解[13]。 

2.2. 加权核范数最小化 

加权核范数最小化可以用于增强矩阵的低秩结构，假设 m nX ×∈ ， m nY ×∈ 且矩阵的秩为 r，

{ },
r

X X jW w= ∈ ，则加权核范数最小化问题如下 

2
,

1

1min
2

r

X j j FX j
w X Yσα

=

⋅ + −∑                               (3) 

Y 的奇异值分解为 TY VU= Σ ， { }( )1 j rjdiag σ
≤ ≤

Σ = 。Peng 在[10]中提出非均匀阈值(non-uniform singular  

value thresholding, NSVT)算子来求解该最小化问题， [ ] [ ] T
w wY U V= Σ  ，其中 [ ] { }( )w j jdiag wσ

+
Σ = − 。

因此优化问题(2)的最优解为 [ ]*
xwX Yα=  。 

2.3. 加权 1 2 范数最小化 

为了增强稀疏解的准确性，我们提出了用于加权 1 2 范数最小化求解的非均匀半阈值算子，假设
m nX ×∈ ， m nY ×∈ ， { } m n

ijW w ×= ∈ ，则加权核范数最小化问题如下 

1 2

2 1 2min FX
X Y W Xα− +



                                (4) 

该问题的求解受到文献[14] [15]的启发，定义非均匀半阈值算子可表示为 

( )
( ) 2322 1 co

2 54
,

0, otherw

4

s

s

e

3

i

3

,

ij
ij ij

ij

y
y y

y
η

η

ψ η  π −
 

 
 +


 >Γ =   


 


                   (5) 

其中 ijwη α= ， ( ) ( ) 3 2
arccos 3

8ij ijy yη
ηψ

− =  
 

。则优化问题(4)的最优解为 ( )*
wX Yα= Γ 。 

2.4. 总变分范数优化模型 

Beck 和 Teboulle [16]表明在图像处理中 TV 范数在保留图像的边缘特征和增强图像的结构平滑性起

到重要的作用，有关各项同性 TV 范数的定义如下。 
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( ) ( )
1 1 1 12 2

, 1, , , 1 , 1, , , 1
1 1 1 1

m n m n

i j i j i j i j i n i n m j m jTV
i j i j

X x x x x x x x x
− − − −

+ + + +
= = = =

= − + − + − + −∑∑ ∑ ∑            (6) 

使用 TV 范数最小化的图像去噪问题定义如下 

{ }

2

, , ,

1min
2

s.t. ,

TV F

l u i i

X

j j

X X C

X B x l x u

β + −

∈ ≡ ≤ ≤
                              (7) 

其中 C 是带噪声图像， β 是正则项的罚参数 ,l uB 是一个集合用于约束图像中的像素值， [ ] [ ], 0, 255l u = 。

对于该问题我们引用了[16]中提出的快速梯度投影算法，优化问题的最优解为 ( )( ),

* ,
l uBX P C a bβ= −  ，

其中 P 是线性算子，是正交投影算子。 

3. 低秩恢复模型 

本章我们提出了一个双加权的低秩恢复模型，并给证明了其求解过程。 

3.1. 模型 

为了增强稀疏性，我们提出了加权的 1 2 范数最小化，在图像去噪中能够更准确的描述稀疏噪声并将

其从损坏的数据中去除，同时将 TV 范数引入目标函数能够保留图像的边缘结构，增强图像的平滑性。

为此建立了如下模型 

{ }

1 2

1 2
,, 1

, , ,

min  

s.t.

        ,

n

L j j S TVL S j

l u i j i j

w W S L

D L S

L B x l x u

σ λ β
=

⋅ + +

= +

∈ ≡ ≤ ≤

∑





                         (8) 

3.2. 模型求解 

为了求解(8)中的优化问题，引入辅助变量 H， 

{ }

1 2

1 2
,, , 1

, , ,

min

s.t. ,

        ,

 
n

H j j S TVH L S j

l u i j i j

w W S L

H L D L S

L B x l x u

σ λ β
=

⋅ + +

= = +

∈ ≡ ≤ ≤

∑




                         (9) 

这里 { }, , 1, ,H H j j nW w ==  为{ }jσ 的权重，{ }jσ 是矩阵 H 的奇异值。 SW 为稀疏矩阵 S 的权重。 
因此模型(9)的增广拉格朗日函数为 

( )

( )
{ }

1 2

1 2

1 2
, 1 2

1

2 2

, , ,

, , , ,

, ,

2
s.t. ,

n

H j j S TV
j

F F

l u i j i j

H L S Y Y

w W S L Y D H S Y L H

D H S L H

L B x l x u

σ β

µ
=

= ⋅ + + + − − + −

+ − − + −

∈ ≡ ≤ ≤

∑






              (10) 

式中， ,⋅ ⋅ 表示两个矩阵的内积，µ 是拉格朗日惩罚参数。采用 ADMM 求解一个变量时固定其他变量均

保持不变，具体方法如下。 
求解 H 时，固定其他变量均保持不变， 
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( )

( )

2 2
, 1 2

1

2

, 1 2
1

2
,

1

arg min , ,
2

1arg min
2

arg min

n

H j j F FH j

n

H j jH j F
n

H j j FH j

w Y D H S Y L H D H S L H

w H D L S Y Y

w H C

µσ

σ µ µ µ

σ µ

=

=

=

⋅ + − − + − + − − + −

= ⋅ + − + − + +

= ⋅ + −

∑

∑

∑

           (11) 

此处 ( )1 2
1
2

C D L S Y Yµ µ= + − + + ，时，这个最小化问题可以利用 NSVT 求解，
( ) [ ]1

*
2 xw

H C
µ −=  。 

求解 S 时，固定其他变量均保持不变， 

( )

1 2

1 2

1 2

1 2 2
1

21 2
1

1 2 2

arg min ,
2

arg min
2

arg min

S FS

S FS

S FS

W S Y D H S D H S

W S S D H Y

W S S K

µλ

µλ µ

λ µ

+ − − + − −

= + − − +

= + −













                    (12) 

其中 1K D H Y µ= − + ，我们可以通过非均匀半阈值算子求解， ( )*
2 swS Kλ µ= Γ 。 

求解 L 时，固定其他变量均保持不变， 

( )

2
2

2
2

2

arg min ,
2

arg min
2

arg min
2

TV FL

TV FL

TV FL

L Y L H L H

L L H Y

L L G

µβ

µβ µ

µβ

+ − + −

= + − −

= + −

                          (13) 

此处 2G H Y µ= − ， { }, , ,,l u i j i jL B x l x u∈ ≡ ≤ ≤ 。为求解 TV 最小化问题采用快速梯度投影算法[14]，

( ) ( )( ),

* ,
l uBL P G a bβ µ= −  。 

3.3. 算法总结 

求解加权 2 3 范数和TV范数的增广拉格朗日算法如算法 1，低秩矩阵恢复的图像去噪算法如算法 2。 
算法 1 增广拉格朗日算法 
输入矩阵 m nD ×∈ ， λ ， β ，δ  
初始化： 0

m nL ×∈ ， 0
m nH ×∈ ， 0

m nS ×∈ ， 1,0
m nY ×∈ ， 2,0

m nY ×∈ ， 0 0µ > ， 710ξ −= ， 0t = ，

100innertier =  
1) while 

F FD H S D ξ− − >  && t innertier<  
2) update 

( ) [ ]11 12 t x
t tw

H C
µ −+ +=  

3) update ( )1 2 1s tt w tS Kλ µ+ += Γ  
4) update ( ) ( )( ),1 1 ,

l ut B tL P G a bβ µ+ += −   
5) update ( )1, 1 1, 1 1t t t t tY Y D H Sµ+ + += + − −  
6) update ( )2, 1 2, 1 1t t t t tY Y L Hµ+ + += + −  
7) update 1t tµ δµ+ = ， 1t t← +  
8) endwhile 
输出： tL ， tS  
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算法 2 加权 2 3 范数和 TV 范数低秩矩阵恢复的图像去噪算法 
输入矩阵 m nD ×∈ ， m n≥  
初始化： { },

n
X X jW w= ∈ ， { },

m n
S S ijW w ×= ∈ ， 710ε −=  

利用 PCP [1]计算出 ( )0 TL U V= Σ 和 ( )0S ，设置权重
( ),

1

1
X j

j

w
diag

=
Σ + 

，
2

,
,

1
S ij

i j

w
s

=
+ 

 

1) while 
F FD L S D ε− − >  

2) 将 ,X jw 和 ,S ijw 带入算法 2 中，计算 tL ， tS  
3) end while 
4) 输出 *L ， *S  

4. 实验与结果分析 

4.1. 实验设置 

在实验中，我们设置的参数如下。输入的数据矩阵 m nD ×∈ ，设置初始值 0 0L = ， 0 0S = ， 0 0H = ，

( )1
1 0 max ,Y D D Dλ−

∞
=， ， 2 0 0Y =， ， 1.5δ = ， 1 2 0.01= =  。 
在本工作中，λ 和 β 是用于平衡三个正则项的参数，按照以往的经验 λ 取值为 ( )1 max ,m n 。而 β

的取值控制着 TV 项的重要程度，因此如何确定 β 的取值是一个关键的问题。 
当 λ 固定时，令 2aβ θ= ，其中 ( )0.00125 max ,m nθ = ， 0,1, ,8a =  。分析 a 取不同值参数 β 的变

化对图像恢复的影响，选取 Lena，Babara，Mountain，Boat 四张自然图像用于测试，从图 1 可以看出 3a =
时图像重建的峰值信噪比更高。所有算法的实验环境为 CPUi5-12400，内存 16 GB，Windows 10 操作系

统以及 MATLAB 2016a。 
 

 
Figure 1. The effect of β change on the result 
图 1. 参数 β对结果的影响 
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4.2. 自然图像去噪 

为了验证本文提出的基于加权 1 2 范数和 TV 正则化的图像去噪算法的有效性与正确性，实验部分将

与目前的比较先进的低秩恢复算法做比较，例如 PCP [5]，Reweighted l1 [17]，NSVT [7]以及 SRLRMR [18]，
且对应算法的参数均使用他们文中的默认参数。为了客观评价几种方法，采用峰值信噪比(PSNR)和结构

相似度(SSIM) [19]作为评价指标。 
选择测试的自然图像如图 2 所示，从左到右分别标号为 1~9。其中我们选择图片 5 (Bridge)和图片 1 

(Lena)加入 20%和 30%的密度稀疏噪声作为去噪效果展示，如图 3 和图 4。所提的算法显著提高了图像恢

复质量，增强了图像结构平滑度。 
 

 
Figure 2. Natural images of testing 
图 2. 用于测试的自然图像 

 

 
(a) 原图   (b) 30%稀疏噪声    (c) PCP       (d) Rew.l1      (e) NSVT     (f) SRLRMA      (g) Our 

Figure 3. Image Bridge with 20% sparse noise denoising results of each algorithm 
图 3. 图像 Bridge 添加 20%稀疏噪声后各算法的去噪结果 

 

 
(a) 原图   (b) 30%稀疏噪声    (c) PCP       (d) Rew.l1      (e) NSVT     (f) SRLRMA      (g) Our 

Figure 4. Image Lena with 20% sparse noise denoising results of each algorithm 
图 4. 图像 Lena 添加 30%稀疏噪声后各算法的去噪结果 

 
实验测试图像密度为 20%，30%，40%声损坏，各种算法的去噪结果总结在表 1 和表 2。从评价指标

可以看出所提的算法不论是 PSNR 还是 SSIM 的表现都是更加优越的。20%密度的噪声下 PSNR 和 SSIM
分别平均约提高 2.74 dB，0.018，30%密度的噪声下，PSNR 和 SSIM 分别平均约提高了 1.16 dB，0.01。 

 
Table 1. Comparison of PSNR after denoising of variousalgorithms 
表 1. 各个算法去噪后的 PSNR 比较 

图序 
号 

PSNR (噪声密度为 20%)  PSNR (噪声密度为 30%)  PSNR (噪声密度为 40%) 

PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our  PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our  PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our 

1 26.75 23.84 32.15 32.47 36.13 21.27 22.17 23.84 30.67 32.97 13.18 16.53 13.57. 20.53 20.01 
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2 24.23 22.33 26.28 26.36 27.00 19.10 20.85 20.77 24.35 24.82 12.25 15.10 12.50 17.88 18.00 

3 28.41 26.75 31.99 33.71 34.84 23.00 25.42 25.56 31.15 32.46 13.04 19.39 13.80 21.66 24.15 

4 25.90 22.79 28.10 29.64 30.98 22.52 23.04 26.61 27.36 28.25 12.32 19.61 15.69 22.58 22.97 

5 29.77 26.43 34.63 34.88 37.26 25.20 26.69 28.73 33.31 35.39 11.39 18.65 13.21 20.04 25.65 

6 29.98 27.96 34.01 33.73 36.18 27.29 26.57 30.53 33.01 34.83 13.94 24.49 18.04 28.12 29.34 

7 25.71 23.49 28.78 29.31 31.02 20.92 22.01 22.93 27.60 28.75 13.28 17.24 13.50 20.55 19.96 

8 21.72 20.43 22.12 23.71 24.76 18.09 19.21 18.12 21.90 22.48 12.65. 15.00 12.06 17.07 16.86 

9 25.22 23.01 27.65 28.35 29.93 21.25 21.62 22.01 27.66 28.50 13.82 17.03 13.84 19.64 19.68 

 
Table 2. Comparison of SSIM after denoising of variousalgorithms 
表 2. 各个算法去噪后的 SSIM 比较 

图序

号 

SSIM (噪声密度为 20%)  SSIM (噪声密度为 30%)  SSIM (噪声密度为 40%) 

PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our  PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our  PCP Rwe.l1 NSVT SRLRMR Our 

1 0.903 0.839 0.973 0.982 0.993 0.695 0.804 0.778 0.957 0.979 0.309 0.447 0.311 0.613 0.731 

2 0.851 0.794 0.918 0.922 0.935 0.644 0.727 0.746 0.874 0.891 0.321 0.390 0.320 0.572 0.604 

3 0.904 0.851 0.963 0.976 0.982 0.761 0.819 0.861 0.951 0.964 0.324 0.549 0.347 0.711 0.757 

4 0.871 0.794 0.954 0.958 0.973 0.726 0.794 0.902 0.941 0.956 0.219 0.590 0.370 0.753 0.783 

5 0.923 0.873 0.978 0.981 0.988 0.762 0.872 0.899 0.975 0.984 0.173 0.422 0.213 0.520 0.804 

6 0.897 0.851 0.957 0.955 0.977 0.842 0.834 0.909 0.948 0.969 0.205 0.735 0.376 0.845 0.860 

7 0.892 0.816 0.956 0.962 0.975 0.729 0.775 0.833 0.935 0.953 0.333 0.484 0.343 0.692 0.651 

8 0.788 0.663 0.845 0.888 0.921 0.615 0.595 0.658 0.822 0.850 0.325 0.343 0.292 0.546 0.446 

9 0.875 0.797 0.935 0.945 0.966 0.722 0.757 0.750 0.924 0.943 0.343 0.452 0.334 0.600 0.660 

5. 结论 

本文提出了加权 1 2 范数最小化，并结合加权核范数和TV正则化建立了一个双加权的低秩恢复模型，

利用 IALM 和 ADMM 可以有效的处理所提的非凸优化模型。从实验结果可以看出，本文提出的算法在

去噪方面效果更优，不仅提高了去噪后图像的结构平滑性，同时保留了较好的边缘特征，重建质量更接

近原始图像，图像去噪效果相比 PCP，Reweightedl1，NSVT 以及 SRLRMA 有着明显提升。从而也印证

了加权 1 2 范数相比比加权 1 范数，前者能够更好的针对稀疏误差建模。 
然而，我们的方法也存在一些未解决的问题，例如如何根据不同水平的噪声自适应的选择参数，以

及用理论分析证明算法的收敛性都将是未来值得去研究的问题。 
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