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摘  要 

在市场需求率不变的情况下，研究了随机退化系统中生产和维修计划的决策问题。系统的随机退化服从

伽马过程，退化将导致次品率增加和系统状态异常。根据生产过程中系统是否发生故障，分别采用预防

性维修和纠正性维修两种不同的方案。在综合考虑次品报废成本、库存成本、维修成本、缺货损失、检

验成本等基础上，建立了以批量和生产率为决策变量的平均利润模型。数值分析验证了模型的有效性，

灵敏度分析讨论了模型参数对最佳决策方案的影响。 
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Abstract 
The decision problem of production and maintenance planning in a stochastic degradation system 
is studied with a constant market demand rate. The random degradation of the system obeys 
gamma process, which will lead to the increase of defective rate and abnormal state of the system. 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2023.121009
https://doi.org/10.12677/aam.2023.121009
https://www.hanspub.org/


周筱雯 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.121009 63 应用数学进展 
 

According to whether the system breaks down in the production process, preventive maintenance 
and corrective maintenance are adopted. Based on the comprehensive consideration of defective 
scrap cost, inventory cost, maintenance cost, out-of-stock loss and inspection cost, an average profit 
model with batch quantity and productivity as decision variables is proposed. Numerical analysis 
verifies the validity of the model. Sensitivity analysis discusses the influence of model parameters 
on the best decision option. 
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1. 引言 

生产系统在运行过程中，由于受到内外部环境因素的影响，会出现退化现象，从而对生产有效性造

成不利影响。为了提高生产系统的运行效益，必须对生产和维修进行合理规划。生产和维修规划是制造

过程中非常重要的管理流程，将它们联合处理可以降低运行成本，提高收益。Jafari 等(2015) [1]研究了

经济生产批量和预防性维修的联合优化问题。Guo 等(2022) [2]在考虑缺货损失的情况下，研究了生产批

量和非周期预防性维修联合优化问题。Hosseini 等(2020) [3]在综合各类成本基础上，提出生产批量和维

修周期优化方案，使长期运行单位时间平均成本最小。Bouslah 等(2018) [4]针对多部件串联系统，提出

一种集生产、质量和维修计划联合控制的经济模型。Peng 等[5]利用更新理论计算退化系统的长期平均

成本，提出基于状态的维修方案，并确定最佳的生产批量。Cheng 等(2018) [6]建立了基于状态维修和经

济生产批量联合优化模型，通过确定生产批量、库存和维修阈值，使单位时间总成本最小。Zheng 等

(2021) [7]针对生产系统的退化，以成本最小为目标，提出基于状态维修的经济生产批量模型。Khatab 等

(2019) [8]提出了一种生产质量与基于状态维修相结合的优化模型，以确定最优的检查周期和退化阈值水

平。以上研究大都仅考虑了生产批量的优化问题，而生产计划的制定，除了批量还要考虑生产进度或生

产率，以尽可能少的成本达到期望的生产效果。Bouslah 等(2013) [9]以批量和生产率为决策变量，建立

了相关成本最小化问题的随机动态规划模型。制定生产计划是一项复杂的任务，包括多个与生产阶段相

关的决策问题，如产能与需求相匹配、批量大小、维修方案，同时考虑较低的成本或较大的利润等。本

文以批产品生产及系统维修为研究对象，在分析系统随机退化过程对产品质量和运行状态影响的基础上，

考虑预防性维修和纠正性维修两种维修方案，通过确定最佳的批量和生产率，使生产系统在单位时间内

平均收益最大。 

2. 问题描述及模型假设 

2.1. 问题描述 

考虑产品的生产加工过程，由于受磨损、劣化、应力等诸多因素影响，生产系统会出现退化现象，

退化量是随机变量且与系统运行时间有关。当累积退化量达到阈值时，系统发生故障。系统退化会影响

加工的产品质量，退化程度越高，产品的不合格品率越大。生产企业对加工的产品进行全检，将合格品

以固定价格在市场上销售，不合格品作报废处理。以批量产品的生产为研究对象，在生产过程中，根据
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退化量是否达到阈值，系统的运行可能会出现两种情形：1) 退化量小于阈值，系统没有发生故障；2) 
退化量达到阈值，系统发生故障。考虑两种维修方案，如果系统没有发生故障，则在生产加工结束时，

进行预防性维修，以修复系统已有的退化，否则进行纠正性维修。为了实现生产效益最大化，需要在综

合考虑各类成本的基础上，制定最佳的批量和生产率决策方案。 

2.2. 模型假设 

1) 产品以批为单位组织生产，固定的生产成本忽略不计； 
2) 产品的市场需求率为固定常数。生产过程中，只有合格品销往市场且不允许缺货，次品作报废

处理； 
3) 系统退化是单调递增的随机过程，且服从伽马过程。随着系统的退化，次品率会增加[6]； 
4) 系统只有在加工运行时才可能退化，停机维修时不发生退化。当退化达到临界阈值时，系统故

障并停止运行； 
5) 预防性维修成本与退化量有关，纠正性维修成本为固定常数。两类维修均可使系统恢复到初始

状态，即修旧如新； 
6) 预防性维修和纠正性维修的时长均为随机变量，且服从威布尔分布[4]。 

3. 模型构建 

生产运行过程中，系统在 t 时的累积退化量 ( )X t 为随机变量，且服从伽马分布，其概率密度为：

( ) ( ) ( ) ( )1~ ; , e , 0t t x
X tX t f x t x t xα α βα β β α− −= Γ ≥ 。系统退化对加工的产品质量产生不利影响，在 t 时的次

品率 ( )( )P X t 是退化量 ( )X t 的指数函数[10]，其表达式为： ( )( ) ( )
0 1 e X tP X t P λη − = + −  ，其中 0P 是零

退化时的次品率， ,η λ 为非负常数。基于生产经济性考虑，同时也有利于合理组织生产和维修资源，提

高过程管理的有效性。在生产加工前，生产部门需要确定生产批量 Q 和生产率 P，以实现生产效益最大

化。 
根据生产过程中系统的运行状态，分两种情形分别计算涉及的各类成本损失。 

3.1. 情形 1：系统没有发生故障 

在批量产品加工完成时，由于系统没有发生故障，故批量产品能够被全部生产，生产加工的计划时

长为 Q P∆ = ，系统的累积退化量 ( )X L∆ < 。此时，对系统进行预防性维修，修复已有的退化。将系

统从开始生产到销售或维修结束记作一个生产周期，则一个生产周期内涉及的各类成本包括：次品报废

成本 ( )1
ReC 、库存成本 ( )1

IC 、预防性维修成本 ( )1
PMC 、缺货损失 ( )1

LC 和产品检验成本 ( )1
SC 。故，总成本为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 .T Re I PM L SC C C C C C= + + + +                              (1) 

1) 次品报废成本 
在一个生产周期内，生产的次品总数由生产率 P 及次品率 ( )( )P X t 决定，且为随机变量，其表达式

为： ( )( )
0

dP P X t t
∆
 ⋅ ∫ 。故，次品报废成本可表示为： ( )( )1

0
dRe reC c P P X t t

∆
= ⋅ ⋅ ∫ ，其中 rec 为单位次品

报废成本， ( )( ) ( ) ( )
00 0

d e dX tP X t t P tλη η
∆ ∆ −= + ∆ −∫ ∫ 。 

由于对 ( ]0,t∀ ∈ ∆ ，都有 ( )X t L< 。在 ( )X L∆ < 的条件下，记 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 0

1e e d e d , .
L LX t x xg t E P X t x X L P X t x X L

P X L
λ λ λ− − −= < ∆ < = < ∆ <

∆ <∫ ∫  

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, d
x

X tP X t x X L P X X t L u f u u≤ ∆ < = ∆ − < −∫  
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由伽马过程的独立增量性，得 ( ) ( ) ( )( ); ,X X t x tα β∆ − Γ ∆ − ，从而 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
1

0 0

,
d 1 e d .

t tx x u
X t

t L u uP X X t L u f u u u
tt

α α
βα β β

αα

−
−

 Γ ∆ − −
∆ − < − = − 

ΓΓ ∆ −  
∫ ∫        (2) 

其中 ( ),Γ ⋅ ⋅ 为上不完全 Γ函数。 

对式(2)两边同时求微分，得： ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1,
d , 1 e d

t t
xt L x xP X t x X L x

tt

α α
βα β β

αα

−
−

 Γ ∆ − −
< ∆ < = − 

ΓΓ ∆ −  
， 

又， ( )( ) ( ) ( )1 ,P X L Lα β α∆ < = −Γ ∆ Γ ∆ 。带入 ( )1g t 右边表达式中，得： 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
1

1 0

,1 1 e d .
,

1

t tL xt L x xg t x
L tt

α α
λ βα β β

α β αα
α

−
− +

 Γ ∆ − −
= − 

Γ ∆ ΓΓ ∆ −  −
Γ ∆

∫              (3) 

故，次品报废的平均成本为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
0 10

d .Re Re re re defC E C c P P g t t c Nη η
∆ = = ⋅ ⋅ + ∆ − = ⋅  ∫                   (4) 

其中 ( ) ( ) ( )1
0 10

ddefN P P g t tη η
∆ = ⋅ + ∆ −  ∫ 为情形 1 下生产的平均次品总数。 

2) 库存成本 
在生产过程中，为了满足市场需求，将合格品以市场需求率 D 发往市场，多余的产品将积压库存，

从而产生库存成本。由于次品直接作报废处理，故本文不考虑次品的库存问题。另外，在生产加工结束

后的系统维修期间，产品仍以速率 D 发往市场，由于清空库存需要时间，故还需要考虑生产加工结束后

的库存成本。因此，将库存成本分为生产过程中库存成本和生产结束后库存成本两部分。 
在生产过程中， ( )( )0,t t∈ ∆ 时的合格品产出率为 ( )( )1P P X t −  。因此，在 t 时的库存速率为

( )( )1P P X t D − −  。故，生产过程中的库存成本可表示为： 

( ) ( ) ( )( ){ }
( )( ) ( ) ( )

1
0

2

0 0

1 d

1 e d .
2

II h

X t
h

C c t P P X t D t

c P P D P t tλη η

∆

∆ −

 = ∆ − − − 

 ∆
= − − − + ∆ − 

 

∫

∫
                   (5) 

其中 hc 为单位时间库存成本， ( )1 IIC 为随机变量。 
对式(5)两边同时求期望，得出生产过程中的平均库存成本为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 1
0 10

1I
2

I d .I I hC E C C P P D P t g t tη η
∆ ∆

= = − − − + ∆ − 
 

∫               (6) 

在生产过程结束时，产品的库存数等于合格品总数减去已销售产品数。此时的库存数达到最大，其

最大平均库存数为： ( ) ( ) ( )1
1 defEI P D N= − ∆ − ，销售清空最大库存的平均时长为： ( )1EI D 。因此，在生产

过程结束后，销售清空最大库存的平均库存成本为： 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1
1 2

1 10
II d .

2

EI
hD

I h E E
c

C c I Dt t I
D

= − =∫                           (7) 

故，平均总库存成本为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1I III I IC C C= + 。 
3) 预防性维修成本 
预防性维修是在批量产品生产加工结束时进行，维修成本与系统的退化量 ( )X ∆ 有关。由于退化程
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度越高，将会给修复退化造成更大的难度。因此，本文假设预防性维修成本是退化量 ( )X ∆ 的线性函数，

即 ( )0PMC C aX= + ∆ ，其中 0C 和 a 为非负常数。在 ( )X L∆ < 的条件下，由于 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )20

1 1,1; , d
,

L

X X L

L
E X xf x x g

L
α α β

α β
β α α β∆ ∆ <

Γ ∆ + −Γ ∆ +
∆ = ∆ = ∆

Γ ∆ −Γ ∆∫  ，所以，预防性维修的平均 

成本为： 
( ) ( ) ( )1

0 2PM PMC E C C ag= = + ∆                              (8) 

4) 缺货损失 
在生产结束时停机进行预防性维修，停机的时间取决于预防性维修的时间 PMτ 。另外，库存产品被

销售清空的平均时间为 ( )1EI D 。分两种情况：a) 如果 ( )1PM EI Dτ < ，在库存产品被销售清空前，已完

成预防性维修，缺货的产品数为 0；b) 如果 ( )1PM EI Dτ ≥ ，在库存产品被销售清空后，预防性维修还将

延续时长 ( )1PM EI Dτ − ，故缺货的产品总数为 ( )( )1PM EI D Dτ − 。因此，缺货损失可表示为： 

( )

( )( ) ( )

1
1

1 1

0, ,

, .

PM E

L
s PM PME E

I D
C

c I D D I D

τ

τ τ

<= 
− ≥

                         (9) 

其中 sc 为单位产品缺货损失。 
设预防性维修时长 PMτ 服从威布尔分布，其概率密度为 ( ) ( ) 1

11 1 1
1 1 1~ e , 0t

PM h t t t
αλα ατ α λ −−= > 。对式(9)

求期望，得平均缺货损失为： 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )

1

1
1 11

1 1
11

1 1 1

1 1

d

1 1 1, e .

E

E

IL L s E
D

I

DE E
s

C E C c t I D Dh t t

I I
c D

D D

αλαλ

λ α

∞

 
 −
 
 

= = −

     = Γ + −        

∫

                   (10) 

5) 检验成本 
在情形 1 下，批量产品能够全部被生产加工，由于执行全检，故检验成本 ( )1

SC 等于单位产品检验成

本 1c 和批量 Q 的乘积，即 ( )1
1SC c Q= 。 

3.2. 情形 2：系统发生故障 

当系统发生故障时，通过纠正性维修使系统恢复至初始状态。故障的发生取决于退化量是否大于故

障阈值 L，由于退化是随机的，所以故障发生的时间是随机的，故障前产品的次品率也是随机的。为了

能够对这种高度随机的生产模型进行求解，本文采用近似的处理方法，首先确定系统故障的平均时间，

然后据此求解各类成本、生产利润和周期时长。 
假设在 ( ]( )0,t t∈ ∆ 时，退化量 ( )X t 首次大于 L。记 fT 是系统故障时已运行的时长，即 

( ){ }inf |fT t X t L= ≥ 。则，在 ( ]0,∆ 内系统发生故障的条件下， fT 的分布函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

, ,
| ,0 .

fT f
t L L

F t P T t P X t L X L t
t

α β α β
α α

Γ Γ ∆
= ≤ = ≥ ∆ ≥ = < ≤ ∆

Γ Γ ∆
        (11) 

fT 的期望为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )0 0 0

,
d 1 d d

,f f f f

t L
T E T P T t t P T t t t

L t
α α β

α β α
∆ ∆ ∆Γ ∆ Γ ′ = = > = − ≤ = ∆ −  Γ ∆ Γ∫ ∫ ∫ .       (12) 
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在系统发生故障的情况下，一个生产周期内涉及的各类成本包括：次品报废成本 ( )2
ReC 、库存成本

( )2
IC 、纠正性维修成本 ( )2

CMC 、缺货损失 ( )2
LC 和产品检验成本 ( )2

SC 。故，总成本为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
T Re I CM L SC C C C C C= + + + + .                           (13) 

1) 次品报废成本 
在情形 2 下，一个生产周期内的平均生产时长为 fT ′。因此，次品报废成本可表示为： 

( )( ) ( ) ( )2
00 0

d e d .f fT T X t
Re re re fC c P P X t t c P P T tλη η

′ ′ − ′= ⋅ = ⋅ + −  ∫ ∫                 (14) 

由于 ( )fX T L′ ≥ ，且当 ( )0, ft T ′∈ 时， ( )X t L< 。故在 ( )fX T L′ ≥ 的条件下，有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

1e e d , .
LX t x

f
f

E P X t x X T L
P X T L

λ λ− − ′= ≤ ≥
′ ≥

∫                  (15) 

其中 ( )( ) ( ) ( ),f f fP X T L T L Tα β α′ ′ ′≥ = Γ Γ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, d
x

f f X tP X t x X T L P X T X t L u f u u′ ′≤ ≥ = − ≥ −∫  

由伽马过程的独立增量性， ( ) ( ) ( )( )~ ; ,f fX T X t x T tα β′ ′− Γ − 。从而 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
1

0 0

,
d e d .

t tx x f u
f X t

f

T t L u uP X T X t L u f u u u
tT t

α α
β

α β β
αα

−
−

′Γ − −
′ − ≥ − =

Γ′Γ −
∫ ∫         (16) 

于是， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1,
d , e d

t tf x
f

f

T t L x xP X t x X T L x
tT t

α α
β

α β β
αα

−
−

′Γ − −
′≤ ≥ =

Γ′Γ −
。 

代入式(15)，求得在 ( )fX T L′ ≥ 的条件下，有： 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
1

30

,1e e e d .
,

t tL fX t x x

f f f

T t L x xE x g t
tT L T T t

α α
λ λ β

α β β
αα β α α

−
− − −

′Γ − −
=

Γ′ ′Γ Γ ′Γ −
∫        (17) 

对式(14)两边同时求期望，得次品的平均报废成本为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 30

d .fT
Re Re re f re defC E C c P P T g t t c Nη η

′ ′= = ⋅ + − = ⋅  ∫                   (18) 

其中 ( ) ( ) ( )2
0 30

dfT
def fN P P T g t tη η

′ ′= + −  ∫ 为情形 2 下生产的平均次品总数。 
2) 库存成本 
与情形 1 类似，库存分为生产过程中库存和生产结束后库存两部分。在生产过程中，库存成本可表

示为： 

( ) ( ) ( )( )( ){ }
( )( ) ( ) ( )

2
0

2

0 0

1 d

1 e d .
2

f

f

T
I h f

Tf X t
h f

C c T t P P X t D t

T
c P P D P T t tλη η

′

′ −

′Ι = − − −

 ′
= − − − + − 

  

∫

∫
                  (19) 

故，生产过程中的平均库存成本为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2
0 30

1 d .
2

fTf
I I h f

T
C E C c P P D P T t g t tη η

′ ′
  ′Ι = Ι = − − − + −  

  
∫             (20) 

当系统故障时，生产停止运行。此时，最大的平均库存产品数为： ( ) ( ) ( )2
2 f defEI P D T N′= − − 。与情形
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1 类似，在生产过程结束后，销售清空最大库存的平均库存成本为： 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

2
2 2

2 20
d .

2

EI
hD

I h E E
c

C c I Dt t I
D

ΙΙ = − =∫                          (21) 

故，总库存成本为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
I I IC C C= Ι + ΙΙ .                                 (22) 

3) 纠正性维修成本 
在系统发生故障时，通过纠正性维修对其进行彻底修复，将纠正性维修成本记为常数 CMC 。 
4) 缺货损失 
由于系统发生故障后，立即进行纠正性维修。因此，停机的时间取决于纠正性维修持续的时长 CMτ

和库存产品被销售清空的时间 ( )2EI D 。 
设纠正性维修时长 CMτ 服从威布尔分布，其概率密度为 ( ) ( ) 222 2 1

2 2 2~ e , 0t
CM h t t t

αλα ατ α λ −−= > 。与情形

1 类似，平均缺货损失为： 

( ) ( ) ( )
( )

2
2 22

2 2 22

2 2

1 1 1, e .
EI

DE E
L s

I I
C c D

D D

αλαλ

λ α

 
 −
 
 

     = Γ + −        

                  (23) 

5) 检验成本 
在情形 2下，批量产品被部分生产，检验成本 2

SC 等于单位产品检验成本 1c 和生产的产品总数 fPT 的

乘积，即 2
1S fC c PT= ， 2

SC 为随机变量。故，平均检验成本为： 
( ) ( )2 2

1 .S S fC E C c PT ′= =                                 (24) 

4. 平均利润模型 

生产加工的合格品按需求率全部发往市场销售。在情形 1 下，平均销售的产品总数为： ( )1
defQ N− ；

在情形 2下，平均销售的产品总数为： ( )2
f defPT N′ − 。记单位产品的销售价格为R，则，一个生产周期内获

得的利润是销售额和总成本的差，平均利润为： 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 2

1 1 2 2, ,
1 .

R def T f def T

def T f def T

E Q N R C P X L PT N R C P X L

L L
Q N R C PT N R C

α β α β
α α

   ′= − − ∆ < + − − ∆ ≥   
 Γ ∆ Γ ∆   ′= − − − + − −     Γ ∆ Γ ∆ 

         (25) 

另外，在情形 1 下，一个生产周期的时长可表示为
( ) ( ) ( )1 1 1

1
E E E

PM PM PM

I I I
T I I

D D D
τ τ τ

      = ∆ + > + ≤   
      

，

这是一个随机变量，对 1T 求期望，得情形 1 下一个生产周期的平均时长为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 11

1 1 1
11

1 1

1 1 1, 1 e .
EI

DE EI I
T E T

D D

αλαλ

λ α

 
 −
 
 

      = = ∆ + Γ + + −           

                (26) 

情形 2 下，一个生产周期的时长可表示为
( ) ( ) ( )2 2 2

2
E E E

f CM CM CM

I I I
T T I I

D D D
τ τ τ

      ′= + > + ≤   
      

。 

故，情形 2 下一个生产周期的平均时长为： 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 22

2 2 2
22

2 2

1 1 1, 1 e .
EI

DE E
f

I I
T E T T

D D

αλαλ

λ α

 
 −
 
 

      ′= = + Γ + + −           

             (27) 

因此，一个生产周期的平均时长为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )1 2 1 2

, ,
1 .T

L L
E T P X L T P X L T T

α β α β
α α

 Γ ∆ Γ ∆
= ∆ < + ∆ ≥ = − +  Γ ∆ Γ ∆ 

       (28) 

综上所述，一个生产周期内，单位时间获取的平均利润为： 

.R

T

EERT
E

=                                    (29) 

5. 数值计算 

假定某产品的市场需求一直比较稳定，在生产加工过程中，系统随着运行逐渐发生退化，退化服从

伽马过程。根据退化量是否达到故障阈值，分别采用预防性维修和纠正性维修两种方案，维修时长服从

威布尔分布。以批量产品为单位组织生产。为了制定最佳的生产计划，先确定模型参数值，如表 1 所示。 
 

Table 1. Model parameters and their values 
表 1. 模型参数及其取值 

参数 取值 

α  0.28 

β  0.54 

D 540 

0P  0.003 

η  0.067 

λ  0.035 

a 5.3 

rec  6.2 

0C  80 

CMC  170 

hc  0.5 

sc  4.4 

1α  1 

2α  1 

1λ  1.32 

2λ  0.78 

1c  1 

R 10 
 
根据式(29)，寻找最优的 ERT 及对应的 Q，P，寻优算法步骤如下： 
Input：α ， β ，D， 0P ，η， λ ，a， rec ， 0C ， CMC ， hc ， sc ， 1α ， 2α ， 1λ ， 2λ ， 1c ，R。 
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Step 1：设置 Q 和 P 的搜索范围 [ ]min max,Q Q Q∈ ， [ ]min max,P P P∈ ； 
Step 2：令 minQ Q= ， minP P= ； 
Step 3：分别计算 Q P∆ = ； 
Step 4：根据式(25)、(28)、(29)分别计算 RE 、 TE 和 ERT； 
Step 5：记录 ERT 及 Q，P； 
Step 6：如果 maxP P< ，则令 1P P= + ， 1Q Q= + ，并返回 Step 3； 
Step 7：如果 maxQ Q< ，则令 1P P= + ， 1Q Q= + ，并返回 Step 3； 
output：输出最大的单位时间平均利润 maxERT 及对应的 Q，P。 
 

 
Figure 1. The effect of batch and productivity on average profit per unit time 
图 1. 批量、生产率对单位时间平均利润的影响 

 
批量、生产率对单位时间平均利润的影响关系如图 1 所示。由图 1 知，单位时间平均利润 ERT 的最

大值是存在的。将表 1 中的参数值代入式(29)，采用 for 循环遍历搜寻方法，遍历网格内的所有的参数点，

找到全局最优解，通过 MATLAB 编程计算得：最佳批量 * 8140Q = ，最佳生产率 * 580P = ，单位时间平

均利润 4416.2ERT = 。 

6. 灵敏度分析 

为了进一步分析模型参数变化对最佳决策方案的影响，作灵敏度分析如下。 
 

Table 2. The influence of L on decision variables 
表 2. L 对决策变量的影响 

参数 值 Q∗  P∗  Δ ERT 

L 

11.25 9240 570 16.2 4452.8 

9.68 8140 580 14.0 4416.2 

8.00 7200 590 12.2 4364.0 

7.21 6480 610 10.6 4333.9 

6.65 6100 620 9.8 4309.3 
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由表 2 知，当故障临界阈值 L 减小时，最佳批量 *Q 逐渐减小，最佳生产率 *P 逐渐增大，计划生产

加工的时长 ∆逐渐减小，单位时间平均利润 ERT 逐渐减小。 
 

Table 3. The influence of ch on decision variables 
表 3. ch对决策变量的影响 

参数 值 Q∗  P∗  Δ ERT 

hc  

0.1 8350 660 12.7 4574.8 

0.3 8120 600 13.5 4473.9 

0.4 8040 590 13.6 4441.7 

0.5 8140 580 14.0 4416.2 

0.7 8210 570 14.4 4379.6 

 
由表 3 知，当单位时间库存成本 hc 增大时，最佳批量 *Q 先逐渐减小，然后逐渐增大，最佳生产率

*P 逐渐减小，计划生产加工的时长 ∆逐渐增大，单位时间平均利润 ERT 逐渐减小。 
 

Table 4. The influence of cs on decision variables 
表 4. cs对决策变量的影响 

参数 值 Q∗  P∗  Δ ERT 

sc  

1.0 7340 580 12.7 4530.6 

1.8 7550 580 13.0 4503.1 

2.4 7700 580 13.3 4482.8 

3.6 7980 580 13.8 4442.6 

4.4 8140 580 14.0 4416.2 

 
由表 4 知，当单位产品缺货损失 sc 增大时，最佳批量 *Q 逐渐增大，最佳生产率 *P 保持不变，计划

生产加工的时长 ∆逐渐增大，单位时间平均利润 ERT 逐渐减小。 
 

Table 5. The influence of cre on decision variables 
表 5. cre 对决策变量的影响 

参数 值 Q∗  P∗  Δ ERT 

rec  

3.3 8390 580 14.5 4436.5 

4.7 8270 580 14.3 4426.6 

5.5 8200 580 14.1 4421.1 

6.2 8140 580 14.0 4416.2 

7.0 8080 580 13.9 4410.7 

7.6 8030 580 13.8 4406.7 
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由表 5 知，当单位次品报废成本 rec 增大时，最佳批量 *Q 逐渐减小，最佳生产率 *P 保持不变，计划

生产加工的时长 Δ逐渐减小，单位时间平均利润 ERT 逐渐减小。 

7. 总结 

本文研究了在市场需求率不变的情况下，生产计划和维修方案的决策问题。讨论了系统的随机退化

过程对运行状态及产品质量的影响，根据退化是否导致系统故障，分别采用预防性维修和纠正性维修两

种方案。为了能够对这种高度随机的生产模型进行数值求解，通过计算各类成本的均值及生产周期的平

均时长，提出以批量和生产率为决策变量的平均利润模型。灵敏度分析讨论了模型参数对决策变量和单

位时间平均利润的影响。研究表明：故障阈值、单位时间库存成本的变化对最佳批量、最佳生产率都有

较大影响；单位产品缺货损失、单位次品报废成本的变化对最佳批量的影响较大，对最佳生产率没有影

响。 
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