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摘  要 

本文主要考虑Toeplitz符号模式矩阵，研究3阶Toeplitz符号模式矩阵是否允许代数正。结合组合矩阵论

和图论的理论，研究零对角的3阶Toeplitz符号模式矩阵，给出零对角的3阶Toeplitz符号模式矩阵允许

代数正的等价条件。同时，给出一类允许代数正的3阶Toeplitz符号模式矩阵及其具体结构。 
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Abstract 
This paper mainly considers Toeplitz sign pattern matrices, whether Toeplitz sign pattern ma-
trices with order 3 allow algebraic positivity is studied. Combining the theories of combina-
torial matrix theory and graph theory, zero diagonal Toeplitz sign pattern matrices with order 
3 were studied, the equivalent conditions of the zero diagonal Toeplitz sign pattern matrices 
with order 3 that allow algebraic positivity were given. At the same time, a class of Toeplitz sign 
pattern matrices with order 3 that allow algebraic positivity and their specific structure were 
given. 
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1. 引言 

Toeplitz 矩阵是一类非常重要的矩阵，在应用数学、物理学、信号理论、统计理论等很多领域都有非

常重要的应用。关于 Toeplitz 矩阵的研究是矩阵与计算数学理论的重要组成部分，也是应用数学领域中

一个非常活跃和比较重要的研究方向。符号模式矩阵是组合矩阵论的一个重要问题，主要通过实矩阵的

元素符号来研究实矩阵具有的仅与其元素的符号有关而与元素的数量大小无关的组合性质。1987 年，C.A. 
Eschenbach [1]引入并研究了符号模式矩阵允许和要求的某种性质。2016 年，S. Kirkland [2]等引入并研究

了代数正矩阵，并且首次提出了符号模式矩阵要求代数正和允许代数正这两个重要问题。2019 年，J.L. 
Abagat [3]等讨论了 3 阶不可约符号模式矩阵，分别给出了符号模式矩阵要求代数正、允许代数正非要求

代数正以及非允许代数正的刻画。同年，S. Das [4]等研究了树符号模式矩阵允许代数正和要求代数正。

2021 年，S. Das [5]给出了 5 阶树符号模式矩阵要求代数正的等价条件。2022 年，A. Biswas [6]等刻画了

3 阶对称符号模式矩阵要求代数正。同年，S. Das [7]给出了符号模式矩阵允许代数正的充分条件。 
本文受到上述文献的启发，考虑 Toeplitz 符号模式矩阵，借助组合矩阵论和图论的理论，借助 Maple

编程软件，给出阶数为 3 的零对角 Toeplitz 符号模式矩阵允许代数正的刻画，并且找到了一类允许代数

正的 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵。 
符号模式矩阵(简称符号模式)是指所有元素都来自集合 { }, ,0A = + − 的矩阵。任意实矩阵 ( )ijA a= ，以

ija 的符号为元素构成的符号模式矩阵称为 A 的符号模式矩阵。 ( )Q A 表示与符号模式矩阵 A 具有相同符

号的实矩阵构成的集合。设符号模式矩阵 A 具有性质 P，若 ( )Q A 中每一个矩阵都具有性质 P，则称符号

模式矩阵 A 要求 P。设符号模式矩阵 A 具有性质 P，若 ( )Q A 中存在一个矩阵具有性质 P，则称符号模式

矩阵 A 允许 P。正矩阵(非负矩阵) M 是指所有元素都是正(非负)实数的矩阵，记作 ( )0 0M M> ≥ 。矩阵(或
符号模式矩阵) A 的第 i 行 j 列元素用 ( ),i jA 表示。本文研究的矩阵都是实方阵。 

2. 预备知识 

以下是本文用到的基本概念以及相关结论。 
定义 2.1 [2]设 A 是实方阵，如果存在一个实系数多项式 ( )f x ，使得 ( )f A 是一个正矩阵，则 A 是代

数正矩阵。 
引理 2.1 [2]允许代数正的符号模式矩阵不可约。 
引理 2.2 [2]设 A 是符号模式矩阵，若 A 允许代数正，则 A 的每行每列都包含+或每行每列都包含−。 
引理 2.3 [6]若 A 是不可约的实矩阵，并且除对角线以外的元素都是非负或非正，则 A 是代数正矩阵。 
引理 2.4 [6]设 A 是对称的实矩阵，则 A 是代数正矩阵当且仅当存在单特征值以及对应的正的右特征

向量。 
引理 2.5 [4]设 A 是符号模式矩阵，则 A 要求代数正当且仅当 PAPΤ 要求代数正，其中 P 是置换符号

模式矩阵。 
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引理 2.6 [4]设 A 是不可约符号模式矩阵，若 A 中除对角线以外的非零元符号都相同，则 A 是要求代

数正。 
定义 2.2 设 A 是 n 阶矩阵(符号模式矩阵)，若存在置换矩阵 P 使得 

0B
P AP

C D
Τ  

=  
 

， 

其中 ,B D 是阶数小于 n 的方阵，则称 A 可约。否则，称 A 不可约。 
设 V 是有限集合， 2E V⊆ ，则集合对 ( ),D V E= 称为一个有向图。V 中元素称为顶点，E 中的元素

称为弧[8]。 
设 A 是 n 阶矩阵(或符号模式矩阵)，则对于 ( )D A 中任意两个不同顶点 { }, 1, 2, ,i j n∈  ，存在 i 到 j

的有向路径当且仅当 

( ) ( ) ( ), 1 1, 2 1, 0i i i i j jA A A+ + + − ≠ 。 

在 n 阶矩阵 M 的有向图 ( )D M 中，若对于任意两个顶点 { }, 1, 2, ,i j n∈  ，存在从 i 到 j 和 j 到 i 的有

向路径，则称顶点 ,i j 强连通。 ( )D M 强连通当且仅当对于 ( )D M 的任意两个顶点都强连通[8]。 
引理 2.7 [8]设 M 是 n 阶矩阵(符号模式矩阵)，则 M 不可约当且仅当它的有向图 ( )D M 强连通。 
定理 2.1 [3]设 A 是 n 阶符号模式矩阵。若 A 不可约且 AB 可约，则 A 不是允许代数正。 

3. 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵 

这部分主要考虑零对角的 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵，讨论其是否允许代数正。最后，找到一类允

许代数正的 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵。 
定义 3.1 符号模式矩阵形如 

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 3

01 2 3

n

n

n

n n n

a a a a
a a a a
a a a aA

a a a a

−

− −

− − −

− − − − − −

 
 
 
 =
 
 
 
 







    



， 

其中 { }, ,0ia ∈ + − ， ( )( )1 , , 1,0,1, , 1i n n= − − − − 
，称 A 是 Toeplitz 符号模式矩阵。 

定义 3.2 [6]设 A 是符号模式矩阵，若 A 的对角线元素都是零，则 A 是零对角符号模式矩阵。 
由参考文献[6]中推论 4.7 易得： 
定理 3.1 设 A 是零对角的 3 阶对称的 Toeplitz 符号模式矩阵，则 A 允许代数正当且仅当 A 或−A 置换

相似于 C 中的符号模式矩阵 

0 0 0 0
0 , 0 , 0

0 0 0 0
C

 + + + + −      
      = + + + + + +      
      + + + − +      

。 

证明:设 A 是零对角的 3 阶对称的 Toeplitz 符号模式矩阵，则 

1 2

1 1

2 1

0
0

0

a a
A a a

a a
−

− −

 
 =  
 
 

。 

必要性。设 A 允许代数正，则由引理 2.1 可知，A 不可约。所以 1 2 0a a− ≠ ；或 1 1 0a a− ≠ ；或 1 2 0a a− ≠ 。

根据引理 2.5，只需考虑 1 2 0a a− ≠ 和 1 1 0a a− ≠ 两种情况。再根据引理 2.2 以及 A 是对称符号模式矩阵，故
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A 或−A 置换相似于 C 中的符号模式矩阵。 
充分性。1) 根据参考文献[6]中的推论 4.7 可知，C 中的前两个符号模式矩阵是允许代数正。 
2) 若 A 或−A 置换相似于 C 中的第 3 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中存在实矩阵， 

0 1 1
2 0 1
1 1 0

M
− 

 =  
 − 

， 

有单特征值
1 13
2 2

− + 以及对应的正的右特征向量 

( )
( )( )

( )6 13 3 2 13 2
, ,1

5 135 13 13 1

Τ
 − −
 
 −− − 

。 

根据引理 2.4，M 是代数正矩阵，因此 C 中第三个符号模式矩阵允许代数正。 
下面主要考虑零对角的 3 阶非对称的 Toeplitz 符号模式矩阵，讨论其是否允许代数正。 
定理 3.2 设 A 是零对角的 3 阶非对称的 Toeplitz 符号模式矩阵，则 A 允许代数正当且仅当 A 或−A 置

换相似于 S 中的符号模式矩阵 

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 , 0 0 , 0 , 0 0 ,

0 0 + + 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 , 0 , 0 , 0 .

0 0 0 0

S
 + + + + + + −         
         = + + + + − + +         
         + + + − +         

+ + + − + − +        
       − + + + − + + +        
       + − + + + − − +       

 

证明：设 3 阶零对角的 Toeplitz 符号模式矩阵为 

1 2

1 1

2 1

0
0

0

a a
A a a

a a
−

− −

 
 =  
 
 

， 

其中 { }( ), ,0 2, 1,1,2ia i∈ + − = − − 。 
必要性。设 A 允许代数正，则由引理 2.1 可知，A 不可约。所以 1 2 0a a− ≠ ；或 1 1 0a a− ≠ ；或 1 2 0a a− ≠ 。

根据引理 2.5，只需考虑 1 2 0a a− ≠ 和 1 1 0a a− ≠ 两种情况。再根据引理 2.2，A 或−A 置换相似于 S 中的符号

模式矩阵。 
充分性。1) 设 A 或−A 置换相似于 S 中第 1 个符号模式矩阵 

0 0
0 0

0 0
A

+ 
 ′ = + 
 + 

， 

则 ( ) ( ) ( )1,2 2,3 3,1 0A A A′ ′ ′ ≠ ，所以 ( )D A′ 是强连通的。根据引理 2.7， A′不可约。 
设 A 或−A 置换相似于 S 中第 2 个符号模式矩阵 

0 0
0

0
A

+ 
 ′ = + + 
 + + 

， 
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则 ( ) ( ) ( )1,2 2,3 3,1 0A A A′ ′ ′ ≠ ，所以 ( )D A′ 是强连通的。根据引理 2.7， A′不可约。 
设 A 或−A 置换相似于 S 中第 3 个符号模式矩阵 

0
0 0

0 0
A

+ + 
 ′ = + 
 + 

， 

则 ( ) ( ) ( )1,2 2,3 3,1 0A A A′ ′ ′ ≠ ，所以 ( )D A′ 是强连通的。根据引理 2.7， A′不可约。 
因此，根据引理 2.6， A′要求代数正，故 S 中第 1 个、第 2 个和第 3 个符号模式矩阵都是允许代数正。 
2) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 4 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中任取实矩阵 

1

2 3

4 5

0 0
0

0

n
M n n

n n

 
 = − 
 − 

， 

其中 ( )0 1,2,3,4,5in i> = 。那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中 
1 2 3 5

1 3 4

n n n n
n n n

α
+

= ， 1β = ，γ 充分大。所以 M 是代数正，故 S 中第四个符号模式矩阵是要求代数正。因此， 

S 中第四个符号模式矩阵是允许代数正。 
3) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 5 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中任取实矩阵 

1 2

3

4

0
0 0

0 0

n n
M n

n

− 
 =  
 
 

， 

其中 ( )0 1,2,3,4in i> = 。那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中 2

1 3

1n
n n

α
+

= ， 

1β = ，γ 充分大。所以 M 是代数正，故 S 中第五个符号模式矩阵是要求代数正。因此，S 中第五个符号

模式矩阵是允许代数正。 
4) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 6 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中存在实矩阵 

10 1
4

2 0 1

1 3 0

M

 
 
 
 = −
 

− 
 
 

， 

那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中 2α = ， 1β = ， γ 充分大，所以

M 是代数正，故 S 中第 6 个符号模式矩阵是允许代数正。 
5) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 7 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中存在实矩阵 

10 1
2

2 0 1
1 3 0

M

 − 
 

=  
 
 
 

， 

那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中
7

12
α = ， 1β = ，γ 充分大，所以

M 是代数正，故 S 中第七个符号模式矩阵是允许代数正。 
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6) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 8 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中任取实矩阵 

1 2

3 4

5 6

0
0

0

n n
M n n

n n

− 
 = − 
 − 

， 

其中 ( )0 1,2,3,4,5,6in i> = 。那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中 
1 3 2 5 4 6

1 4 5

n n n n n n
n n n

α
+ +

= ， 1β = ，γ 充分大。所以 M 是代数正，故 S 中第 8 个符号模式矩阵是要求代数正。 

因此，S 中第 8 个符号模式矩阵是允许代数正。 
7) 若 A 或−A 置换相似于 S 中的第 9 个符号模式矩阵，则在 ( )Q A 中存在实矩阵 

0 2 0
1 0 3
1 1 0
2

M

 
 
 

=  
 
 −
 

， 

那么，存在实系数多项式 ( ) 2f x x xα β γ= + + 使得 ( ) 0f M > ，其中
7

12
α = ， 1β = ，γ 充分大，所以 

M 是代数正，故 S 中第 9 个符号模式矩阵是允许代数正。 
综上，根据定理 3.1 和定理 3.2 易得： 
定理 3.3 设 A 是零对角的 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵，则 A 允许代数正当且仅当 A 或−A 置换相似于

S ′中的符号模式矩阵 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 , 0 0 , 0 , 0 0 , 0 ,

0 0 0 0 0 + + 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 , 0 , 0 , 0

0 0 0 0 0

S
 + + + + + + + +           
           ′ = + + + + + + + + − +           
           + + + + + + −           

+ − + + + − + −      
      + − + + + − +     
     + + − + + + −      

0 0 0
, 0 , 0 .

0 0

+ + −     
    + + + +      
     − + − +    

 

引理 3.1 [3]设 A 是符号模式矩阵，若 A 允许代数正，则下面符号模式矩阵也是允许代数正： 
1) AΤ ；3) PAPΤ ，P 是任意置换矩阵； 
2) A− ；4) A Iβ α+ ， Rα∀ ∈ 且 { }\ 0Rβ ∈ 。 
根据定理 3.3 和引理 3.1(4)易得： 
定理 3.4 设 A 是 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵，则 A 允许代数正当且仅当 A 或−A 置换相似于 S∗中的符

号模式矩阵 

0 0 0 0
, , 0 , , 0 ,

0 0 + + 0

0 , , ,
0

S∗

 ∗ + ∗ + + ∗ + ∗ + ∗ + + ∗ +           
           = + ∗ + + ∗ + ∗ + + ∗ + ∗ + − ∗ +           
           + ∗ + + ∗ + ∗ ∗ + ∗ + − ∗           
∗ + − ∗ + + ∗ + − ∗ + −      

      ∗ + − ∗ + + ∗ + − ∗ +      
     + ∗ + − ∗ + + ∗ + − ∗      

0
, , .
∗ + ∗ + −     

    + ∗ + + ∗ +     
     − + ∗ − + ∗    

 

其中 { }, ,0∗∈ + − 。 
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4. 结论 

针对 Toeplitz 矩阵的结构特点，本文考虑了 Toeplitz 符号模式矩阵，讨论零对角的 3 阶 Toeplitz 符号

模式矩阵是否允许代数正，从而找到一类允许代数正的 3 阶 Toeplitz 符号模式矩阵。利用组合矩阵论以

及图论的理论，借助 Maple 编程软件，这种研究方法对于其他符号模式矩阵允许代数正的研究在一定程

度上提供了途径和方法，具有借鉴意义。 
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