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摘  要 

图的交叉数是拓扑图论中重要的一个分支，国内外诸多学者对图的交叉数这一问题进行广泛的关注和深

入的研究，Garey和Johnson证明了计算图的交叉数是NP-完全问题。本文令cr(G)表示图G的交叉数，主

要利用弱积图Cn × K3的一个传递分解{ }1 2, , , nH H H 对其交叉数进行研究。首先构造了六边形图C2k × K3

交叉数较少的画法，给出交叉数的上界，然后采用数学归纳法和反证法，将C2k × K3的边集分成边不相交

的2k组，讨论所有可能情况，从而证得cr(C2k × K3) = 4k，k ≥ 3。 
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Abstract 
The crossing number of graphs is an important branch of topological graph theory. Many scholars 
at home and abroad have made extensive attention and in-depth research on the crossing number 
of graphs. Garey and Johnson proved that the calculation of the crossing number of graphs is a 
NP-complete problem. In this paper, let cr(G) denote the crossing number of a graph G, we study 
the crossing number of Cn × K3 by using a transitive decomposition { }1 2, , , nH H H . First, we con-
struct a method of drawing the hexagon graph C2k × K3 with less crossing number, and give the 
upper bound of the crossing number. Then, the edge set of C2k × K3 is divided into 2k groups with 
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disjoint edges by mathematical induction and reduction to absurdity. All possible cases are dis-
cussed, and cr(C2k × K3) = 4k, k ≥ 3 is proved. 

 
Keywords 
Crossing Number, Hexagonal Graph, Transitive Decomposition 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

图论是组合数学的一个重要分支，已有数百年之久的研究历史。拓扑图论作为图论的一个分支[1]，
其计算结果在社会科学、计算科学和自然科学等多个领域具有广泛的应用[2]。图的交叉数是图论中一个

重要的部分，国内外很多学者都对这一问题进行研究[3]，但由于探究和证明难度比较大，至今为止，图

的交叉数的研究成果大部分集中在典型的图类上[4]，只得到了较少图族的交叉数的精确值[5]。 
设 A，B，C 为图 G 的边集的互不相交的子集，则对于图 G 的任意画法 D，有 

( ) ( ) ( ) ( ),D D D Dcr A B cr A cr B cr A B= + + , 

( ) ( ) ( ), , ,D D Dcr A B C cr A C cr B C= + . 

引理 1 如果在画法 D 中存在一条被交叉的边 e，并且删除边 e 后得到了新的画法 D* [6]，那么

( ) ( ) 1cr D cr D∗≥ + 。 
引理 2 画法 D 下的交叉数用 cr(D)或 crD(G)表示[7]。设 H 是 G 的子图且 fD(H)是 H 到所有非负实数

集合的映射： ( ) ( ) ( )( ), \ 2D D Df H cr H cr H G E H= + 。 
引理 3 令 c 是一个正实数。假设 1 2, , , tG G G 是图 G 的传递分解[8]，若对图 G 的每个好的画法 D，

有 ( ) ( ) ( ){ }1 2max , , ,D D D
c c c tl G l G l G t≤

，则 ( )cr G ct≥   。 
Jordan 曲线定理 任意一条简单(自身不相交)闭曲线 J 把平面分成两个区域，在不同区域的两点若要

相连，则连结的弧必与 J 相交[9]。 
根据 Jordan 曲线定理，我们有以下引理。 
引理 4 在图G中，设C和C′是两个顶点不相交的圈， 1 2t tP u u u=  是一条 t阶路径且 ( ) ( )tV P V C φ= 。

假设 D 是 G 的一个好的画法，那么 ( ),Dcr C C′ 是偶数；当 u1 和 ut 位于 ( )D C 的同一区域时， ( ),D tcr C P 为

偶数，否则为奇数[10]。 

2. 弱积图 C2k × K3的交叉数 

2.1. 弱积图 Cn × K3的定义 

设弱积图的顶点集 ( ) { }3 :1 ,1 3i
n jV C K v i n j× = ≤ ≤ ≤ ≤ ，边集 

( ) { } { }1 1
3 1 2:1 ,1 3 :1 ,1 3i i i i

n j j j jE C K v v i n j v v i n j+ +
+ +× = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

，其中上标和下标分别取模 n 和 3。令

Hi 是由{ } { }1:1 3 :1 3i i
j jv j v j+≤ ≤ ≤ ≤

诱导的 3nC K× 的子图，其中1 i n≤ ≤ 。很容易得到{ }1 2, , , nH H H 是

3nC K× 的一个可传递分解。图 1 给出了 Hi 满足条件的 3 个好的画法，它们依次具有交叉数 1、1、0。 
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Figure 1. Good drawings of H1 
图 1. H1的好的画法 

2.2. 弱积图 C2k × K3的交叉数的上界 

引理 5 对于弱积图 2 3kC K× ，当 3k ≥ 且 ( ) 2D if H < 时， ( )2 3 4D kcr C K k× ≤ 。 
证明：图 2 给出了 2 3kC K× 的一个有 4k 个交叉点的好的画法，因此，当 3k ≥ 且 ( ) 2D if H < 时，

( )2 3 4D kcr C K k× ≤ 。 
 

 
Figure 2. A good drawing of with 4k crossings 
图 2. 有 4k 个交叉点的好的画法 

2.3. 弱积图 C2k × K3的交叉数的下界 

引理 6 令 D 是 2 3kC K× 的一个好的画法，其中 3k ≥ 。若 ( )2 1D
il H > 且 ( )iD H 与图 1(a)同构，则

( )2 2D
il H = ，1 2i k≤ ≤ 。 
证明：反证法。不失一般性，假设当 ( )1D H 同构于图 1(a)时，有 ( )2 1 2Dl H > 。通过 ( )2 1 2Dl H > ，得

到 ( )1 2Df H < 和 ( )1,2 4Df H < 。若顶点
3
1v 在区域 R1 内，则由引理 2 可知，路径

3 4 3 2
1 2 3 1v v v v 和

3 4 3 2
1 3 2 1v v v v 各交路

径
1 2 1 2 1
2 3 1 2 3v v v v v 一次，与 ( )1 2Df H < 矛盾，因此顶点

3
1v 不在区域 R1 内。类似地，顶点

3
1v 不在区域 R2 内，则
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顶点
3
1v 在区域 R0 内。由于

3
2v 和

3
3v 与

3
1v 在同构意义下等价，与上述证明过程类似，可得到

3
2v 和

3
3v 也位于

区域 R0 内。通过 ( )1 2Df H < 且 ( )1 1Dcr H = ，得到 ( )1 2, 1Dcr H H ≤ 。因此，我们分别考虑以下两种情况。 
情况 1 ( )1 2, 1Dcr H H = 。 
假设 ( )2 3 2

1 2 1 3, 1Dcr H v v v = ，通过 ( )1,2 4Df H < ，得到 ( )2 1Dcr H ≤ 。若 ( )2 1Dcr H = ，则 ( )2 3 2
1 1 2 3D H v v v

同

构于图 3(a)。根据引理 2 可知，路径
1 2 1
1 2 3

kv v v 和
1 2 2 1 2 1
1 3 2 1 3

k k kv v v v v−
各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。

若 ( )1,2 4Df H < ，则 ( )2 3 2 3 2
1 2 3 1 2 3D H v v v v v

同构于图 3(b)。根据引理 2 可知，路径
3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
2 3 1 3 1 3 1 3 2

k kv v v v v v v v v−
 和

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
2 1 3 1 3 1 3 1 2

k kv v v v v v v v v−
 各交圈

2 1 2 3 2
1 3 2 3 1v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。 

假设 ( )2 3 2
1 1 2 3, 1Dcr H v v v = 或 ( )2 3 2

1 1 3 2, 1Dcr H v v v = ，不失一般性，假定 ( )2 3 2
1 1 3 2, 1Dcr H v v v = 。若 ( )2 1Dcr H = ，

则 ( )2 3 2
1 1 2 3D H v v v

同构于图 3(a)，与 ( )2 3 2
1 2 1 3, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = 情况相同，得到矛盾。因此

( )2 0Dcr H = ，即顶点
3
1v 和

3
2v 产生的边都是干净的，则 ( )2 3 2 3 2

1 1 2 3 1 2D H v v v v v
同构于图 3(c)。根据引理 2 可

知，路径
3 4 5 6 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 3

k kv v v v v v v−
 和

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
1 3 2 1 2 1 2 1 3

k kv v v v v v v v v−
 各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次；路径

1 2 1
2 3 1

kv v v 和 
3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
2 1 3 2 3 2 3 2 1

k kv v v v v v v v v−
 各交路径

1 2 3 2 1
2 3 1 2 3v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。 

情况 2 ( )1 2, 0Dcr H H = 。通过 ( )1,2 4Df H < ，得到 ( )2 2Dcr H ≤ 。 
若 ( )2 2Dcr H = ，则 ( )2 3 2

1 1 2 3D H v v v
同构于图 3(a)，与 ( )2 3 2

1 2 1 3, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = 情况相同，得

到矛盾。 
若 ( )2 1Dcr H = ，不失一般性，假设路径

2 3 2
1 3 2v v v 被交，则 ( )2 3 2 3 2

1 1 2 3 1 2D H v v v v v
同构于图 3(c)，与

( )2 3 2
1 1 3 2, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 0Dcr H = 情况相同，得到矛盾。 

若 ( )2 0Dcr H = ，则 ( )1,2D H 的画法唯一确定，同构于图 3(d)。由引理 2 可知，路径
3 4 5 6 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 3

k kv v v v v v v−


和
3 4 5 6 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1 3

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次；路径

3 4 5 6 2 1 2 1
2 3 2 3 2 3 1

k kv v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
3 2 3 2 3 2 1

k kv v v v v v v−
 各交路径

1 2 3 2 1
2 3 1 2 3v v v v v 一次；路径

3 4 5 6 2 1 2 1
1 3 1 3 1 3 2

k kv v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 1 2 3 2
1 3 2 3 1v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛

盾。证毕。 
 

 
Figure 3. Subdrawings of H1,2 
图 3. H1,2的子画法 
 

引理 7 令 D 是 2 3kC K× 的一个好的画法，其中 3k ≥ 。若 ( )2 1D
il H > 且 ( )iD H 与图 1(b)同构，则

( )2 2D
il H = ，1 2i k≤ ≤ 。 
证明：反证法。不失一般性，假设当 ( )1D H 同构于图 1(b)时，有 ( )2 1 2Dl H > 。通过 ( )2 1 2Dl H > ，得

到 ( )1 2Df H < 和 ( )1,2 4Df H < 。若顶点
3
1v 在区域 R1 内，则由引理 2 可知，路径

3 2
1 2v v 和

3 4 3 2
1 3 2 1v v v v 各交路径

2 1 2 1
2 1 3 2v v v v 一次，与 ( )1 2Df H < 矛盾，因此顶点

3
1v 不在区域 R1内。若顶点

3
1v 在区域 R2内，则由引理 2 可知，

路径
3 2
1 3v v 和

3 4 3 2
1 3 2 3v v v v 各交路径

1 2 1 2 1 2
1 2 3 1 2 3v v v v v v 一次，与 ( )1 2Df H < 矛盾，因此顶点

3
1v 不在区域 R2内，则顶点

3
1v

在区域 R0内。由于
3
2v 和

3
3v 与

3
1v 在同构意义下等价，与上述证明的过程类似，可以得到顶点

3
2v 和

3
3v 也位于

区域 R0内。通过 ( )1 2Df H < 且 ( )1 1Dcr H = ，得到 ( )1 2, 1Dcr H H ≤ 。因此，我们分别考虑以下两种情况。 
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Figure 4. Subdrawings of H1,2 
图 4. H1,2的子画法 
 

情况 1 ( )1 2, 1Dcr H H = 。 
假设 ( )2 3 2

1 2 1 3, 1Dcr H v v v = ，通过 ( )1,2 4Df H < ，得到 ( )2 1Dcr H ≤ 。若 ( )2 1Dcr H = ，则 ( )2 3 2
1 1 2 3D H v v v

同

构于图 4(a)。根据引理 2 可知，路径
1 2 1
1 2 3

kv v v 和
1 2 2 1 2 1
1 3 2 1 3

k k kv v v v v−
各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。

若 ( )2 0Dcr H = ，则 ( )2 3 2 3 2
1 2 3 1 2 3D H v v v v v

同构于图 4(b)。根据引理 2 可知，路径
3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
3 2 1 3 1 3 1 3 2

k kv v v v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1 2

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 1 2 1 2 3 2
1 3 2 1 3 2 1v v v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。 

假设 ( )2 3 2
1 1 3 2, 1Dcr H v v v = ，若 ( )2 1Dcr H = ，则 ( )2 3 2

1 1 2 3D H v v v
同构于图 4(a)，与 ( )2 3 2

1 2 1 3, 1Dcr H v v v = 且

( )2 1Dcr H = 情况相同，得到矛盾。因此 ( )2 0Dcr H = ，即顶点
3
1v 和

3
2v 产生的边都是干净的，则 

( )2 3 2 3 2
1 1 2 3 1 2D H v v v v v

同构于图 4(c)。根据引理 2 可知，路径
1 2 1
1 2 3

kv v v 和
1 2 2 1 2 1
1 3 2 1 3

k k kv v v v v−
各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次；

路径
3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
1 2 3 1 3 1 3 1 2

k kv v v v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
1 3 1 3 1 3 2

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 1 2 1 2 3 2
1 3 2 1 3 2 1v v v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。 

假设 ( )2 3 2
1 1 2 3, 1Dcr H v v v = ，若 ( )2 1Dcr H = ，则 ( )2 3 2

1 1 3 2D H v v v
同构于图 4(d)。根据引理 2 可知，路径

1 2 1
1 2 3

kv v v 和
1 2 2 1 2 1
1 3 2 1 3

k k kv v v v v−
各交路径

1 2 3 2 1 2
1 2 3 1 2 3v v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。因此 ( )2 0Dcr H = ，即顶点

3
1v 和

3
3v 产生的边都是干净的，则 ( )2 3 2 3 2

1 1 3 2 1 3D H v v v v v
同构于图 4(e)。经过检验，很容易得到 ( )1,2D H 与图 5 中

的其中一个图同构。 
若 ( )1,2D H 同构于图 5(a)，则根据引理 2 可知，路径

3 4 5 6 2 1 2 1
1 3 1 3 1 3 2

k kv v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1 2

k kv v v v v v v−
 各交路

径
1 2 1 2 3 2
1 2 3 1 2 3v v v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。若 ( )1,2D H 同构于图 5(b)，则根据引理 2 可知，路径

1 2 1
2 1 3

kv v v 和
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3 4 5 6 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 3

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 3 2 1 2 3 2
1 3 2 1 3 2 1v v v v v v v 一次；路径

3 4 5 6 2 1 2 1
1 3 1 3 1 3 1

k kv v v v v v v−
 和

3 4 5 6 2 1 2 1
3 2 3 2 3 2 1

k kv v v v v v v−
 各交路径

1 2 3 2
2 3 2 1v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。 

 

 
Figure 5. Subdrawings of H1,2 
图 5. H1,2的子画法 

 

情况 2 ( )1 2, 0Dcr H H = 。通过 ( )1,2 4Df H < ，得到 ( )2 2Dcr H ≤ 。 
若 ( )2 2Dcr H = ，则 ( )2 3 2

1 1 2 3D H v v v
同构于图 4(a)，与 ( )2 3 2

1 2 1 3, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = 情况相同，得

到矛盾。 
若 ( )2 1Dcr H = ，假设

2 3 2
2 1 3v v v 路径被交，则 ( )2 3 2 3 2

1 2 3 1 2 3D H v v v v v
同构于图 4(b)；假设

2 3 2
1 3 2v v v 路径被交，

则 ( )2 3 2 3 2
1 1 2 3 1 2D H v v v v v

同构于图 4(c)；假设
2 3 2
1 2 3v v v 路径被交，则 ( )2 3 2 3 2

1 1 3 2 1 3D H v v v v v
同构于图 4(e)。分别与

( )2 3 2
1 2 1 3, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = ， ( )2 3 2

1 1 3 2, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = 和 ( )2 3 2
1 1 2 3, 1Dcr H v v v = 且 ( )2 1Dcr H = 情

况相同，得到矛盾。 
若 ( )2 0Dcr H = ，则 ( )1,2D H 的画法唯一确定，同构于图 4(f)。由引理 2 可知，路径

3 4 5 6 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 1

k kv v v v v v v−


和
3 4 5 6 2 1 2 1
1 3 1 3 1 3 1

k kv v v v v v v−
 各交圈

2 3 2 1 2
3 2 1 2 3v v v v v 一次；路径

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
2 1 3 2 3 2 3 2 3

k kv v v v v v v v v−
 和

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
2 3 2 1 2 1 2 1 3

k kv v v v v v v v v−
 各交

路径
1 2 3 2 1 2
1 2 3 1 2 3v v v v v v 一次；路径

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
3 1 2 3 2 3 2 3 2

k kv v v v v v v v v−
 和

3 4 5 6 7 8 2 1 2 1
3 2 3 1 3 1 3 1 2

k kv v v v v v v v v−
 各交圈

2 1 2 1 2 3 2
1 3 2 1 3 2 1v v v v v v v 一次，

与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。证毕。 
引理 8 令 D 是 2 3kC K× 的一个好的画法且 ( )2 1D

il H > ，其中 3k ≥ 。若 ( )1, 3D i icr H H + = 且 ( ), 1i iD H + 与

图 6 中的其中一个图同构，则
3 3

1 2,i iv v+ +
和

3
3
iv +

均在区域 R0 内，其中1 2i k≤ ≤ 。 
 

 
Figure 6. Subdrawings of H1,2 
图 6. H1,2的子画法 
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证明：不失一般性，假定 ( )2 1 2Dl H > ， ( )1 2, 3Dcr H H = 且 ( ), 1i iD H + 与图 6 中的其中一个图同构。通

过 ( )2 1 2Dl H > ，可得到 ( )1 2Df H < 和 ( )1,2 4Df H < 。 
如果

4
1v 和

3
2v 位于 ( )1D H 的不同区域内，那么由引理 2 可知，

3 4
1 1v v 交 H1 一次，与 ( )1 2Df H < 矛盾，

因此
4
1v 和

3
2v 位于 ( )1D H 的相同区域内。若

4
1v 在区域 R2 内，则由引理 2 可知，路径

3 4
2 1v v 和

3 4
3 1v v 各交路径

1 2 3 2
1 3 1 2v v v v 一次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾，因此顶点

4
1v 不在区域 R2 内，同理可证，顶点

4
1v 也不在区域 R3 和 R4

内，则顶点
4
1v 在区域 R0 内。由于

4
2v 和

4
3v 与

4
1v 在同构意义下等价，与上述证明过程类似，可得到

4
2v 和

4
3v

也位于区域 R0 内。证毕。 
引理 9 令 D 是 2 3kC K× 的一个好的画法且 ( )2 1D

il H > ，其中 3k ≥ 。若 ( )1, 3D i icr H H + = 且 ( ), 1i iD H + 与

图 6 中的其中一个图同构，则 ( )2 , 1, 0D i i icr H H+ + = ，1 2i k≤ ≤ 。 
证明：反证法。不失一般性，假定 ( )2 1 2Dl H > ， ( )1 2, 3Dcr H H = 且 ( ), 1i iD H + 与图 6 中的其中一个图

同构，有 ( )3 1,2, 1Dcr H H ≥ 。通过 ( )2 1 2Dl H > ，可得到 ( )1 2Df H < 和 ( )1,2 4Df H < 。不失一般性，假设

( )4 3
1 2 1,2, 1Dcr v v H ≥ 。由于 ( )1 2, 3Dcr H H = 且 ( )1 2Df H < ，可得 ( )4 3

1 2 1, 0Dcr v v H = ，因此 ( )4 3
1 2 2, 1Dcr v v H ≥ 。

又因为 D 是一个好的画法， ( )4 3 2 3 2
1 2 3 2 1, 0Dcr v v v v v = ，因此 ( )4 3 2 3 2 3 2

1 2 3 1 2 3 1, 1Dcr v v v v v v v ≥ 。由引理 8 可知，顶点
4
1v

在区域 R0 内。根据引理 2 可知，路径
4 3
1 2v v 交圈

1 2 3 2 3 2 1
2 3 1 2 3 1 2v v v v v v v 至少两次，与 ( )1,2 4Df H < 矛盾。证毕。 

引理 10 令 D 是 2 3kC K× 的一个好的画法且 ( )2 1D
il H > ，其中 3k ≥ 。若 ( )iD H 与图 1(c)同构，则

( )2 3D
il H ≤ ，1 2i k≤ ≤ 。 
证明：反证法。不失一般性，假设当 ( )1D H 同构于图 1(c)时，有 ( )2 1 3Dl H > 。通过 ( )2 1 3Dl H > ，得到

( )1 2Df H < ， ( )1,2 4Df H < 和 ( )1,2,3 6Df H < 。我们分别考虑以下两种情况。 
情况 1 3 3

1 2,v v 和
3
3v 均在同一区域。 

情况 2 3 3
1 2,v v 和

3
3v 不在同一区域。 

3. 结论 

本文通过分支限界法证明了六边形图 ( )2 3 3kC K k× ≥ 的交叉数，并给出了相应的好的画法，确定了其

交叉数的上界。进一步采用数学归纳法和反证法证明其交叉数的下界至少是 4k，与假设矛盾，因此可以

确定 ( )2 3 3kC K k× ≥ 的交叉数是 4k，即 ( )2 3 4kcr C K k× = ， 3k ≥ 。对于不同的图，需要设计不同的分支

限界策略才能对顶点数较大的图的交叉数进行计算。在得到对应的好的画法后，与数学证明相结合，最

终才能确定给定图类的交叉数。进一步提出猜想： ( )6 3 7cr C K× = 。 
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