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摘  要 

Toeplitz矩阵是结构矩阵的一种特殊形式，其研究在矩阵与计算数学理论中占有重要地位，本文主要讨

论一类特殊的Toeplitz矩阵行列式的求解，运用行列式的性质得到三个递推关系式，从而将这类特殊的

Toeplitz矩阵行列式的求解转化为三对角Toeplitz矩阵行列式的求解，构造等差和类等比数列结合递推

关系式求出通项表达式，进而给出了这类特殊的Toeplitz矩阵行列式的精确解。作为应用，解决了这类

特殊的Toeplitz矩阵正定性判定的问题。 
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Abstract 
Toeplitz matrix is one of special forms of structural matrix, and its study plays an important role 
in the theory of matrix and computational mathematics. This paper mainly discusses the solution 
of the determinant of a special Toeplitz matrix, three recursive relations are obtained by using the 
properties of the determinant, and the solution of the determinant of the special Toeplitz matrix is 
transformed into the solution of the determinant of the tridiagonal Toeplitz matrix, the arithmetic 
difference and quasi-arithmetic sequence are constructed by combining the recursive relations to 
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find the general term expression, and the exact solution of the determinant of the special Toeplitz 
matrix is given. As application, the positive qualitative determination problem of this special 
Toeplitz matrix is solved. 
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1. 引言 

Toeplitz 矩阵是由德国数学家 Toeplitz Otto 在 1846 年提出的一类具有特殊形式的结构矩阵，它不仅

在代数学和计算数学领域[1] [2] [3]具有重要的理论意义，而且在一些相关领域[4] [5] [6]中具有广泛的应

用，例如数字图像与信号处理、计算流体力学、数值天气预报、优化问题的求解。基于 Toeplitz 矩阵在

数学及其相关领域的重要应用，求解 Toeplitz 矩阵的各类重要参数，如行列式、矩阵的逆、特征值等参

数具有重大意义。目前，国内外有很多学者都在从事 Toeplitz 矩阵的相关研究，得到了一系列重要的研

究成果，文献[7]考查了 Toeplitz 矩阵的特征值和伪特征值。在文献[8] [9]中，讨论了一些特殊的 Toeplitz
矩阵的逆。文献[10] [11]给出了具有 Fibonacci-Lucas 数的拟循环矩阵与具有 Fibonacci 数和 Lucas 数的循

环矩阵的行列式表达式。进一步，文献[12]中通过构造变换矩阵的方法，得到了具有 k-Fibonacci 数和

k-Lucas 数的循环型矩阵的行列式表达式。文献[13]通过构造特殊变换矩阵的方法，结合已有的一些结果

得到了具有 Fibonacci 数和 Lucas 数的斜对称 Toeplitz 矩阵的行列式表达式。 
本文主要考察一类特殊的 Toeplitz 矩阵 

n

n n

x y z z z z
y x y z z z
z y x y z z

G
z z y x y z
z z z y x y
z z z z y x ×

 
 
 
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      
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



 

其中 x，y，z 是与 n 无关的实变量，运用行列式的性质得到三个递推关系式，从而将这类特殊的 Toeplitz
矩阵行列式的求解转化为三对角 Toeplitz 矩阵行列式的求解，构造等差和类等比数列结合递推关系式求

出通项表达式，进而得到 nG 行列式的精确解。进一步基于矩阵的各阶顺序主子式均大于零则矩阵正定的

事实，结合 nG 行列式的精确解，借助一些计算软件如 matlab，解决了矩阵 nG 的正定性判定的问题。 

2. 矩阵 Gn 行列式的求解 

本节我们给出求解 nG 的行列式 nG 的一种递推方法，进而给出 nG 的精确解。 
首先我们回顾三对角 Toeplitz 矩阵行列式 ( )0nC ac ≠ 的求解。 
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注意到 nC 是一种具有递推结构的行列式，其所有主子式的结构相同，从而按最后一列展开，将所得

的 n − 1 阶行列式再展开即得递推公式，根据参考文献[14]，通过对方程 2 0b acλ λ− + = 中 ∆的三种情况

分析，得到 nC 的通解： 
(i) 当 0∆ > 时， 

( ) ( )
2 1 2 1

1 2
n n n n

n
C C C CC k kβ α

α β α β
α α β β β α

− −
= + = +

− −
 

其中 ,α β 为方程 2 0b acλ λ− + = 的两个不等实根， 1 2,k k 由 1 2,C C 来确定。 
(ii) 当 0∆ = 时， 

( )2 1 1 2
1 22 2

2 n n
n

C C C CC n g n gα α
α α

α α
 
 


=


− −
= + +  

其中α 为方程 2 0b acλ λ− + = 的两个相等实根， 1 2,g g 由 1 2,C C 来确定。 
(iii) 当 0∆ < 时， 

( ) ( )
2 1 2 1

1 2
n n n n

n
C C C CC l lβ α

α β α β
α α β β β α

− −
= + = +

− −
 

其中 ,α β 为方程 2 0b acλ λ− + = 的两个不等虚根， 1 2,l l 由 1 2,C C 来确定。 
利用上述三个公式解就可以计算三对角Toeplitz矩阵行列式，其中具体参数仍需通过题目的条件来确定。 
其次我们给出矩阵 nG 行列式的一种递推解法。 
先利用行列式的性质化简 nG 的行列式 nG ：将 nG 扩充为 n + 1 阶行列式 1nD + ，再将 1nD + 第一列的 z−

倍加到其余各列，最后对 1nD + 按第 n + 1 列展开，得到 

( ) ( ) ( )
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其中 
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再求解 nB ：对 nB 按第 n 行展开，再对第二项中 n − 1 阶行列式提取公因式 z− ，得到 
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综上，将(2)代入到(1)中，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1 1 11 1n n

n n n n n nG D x z D y z D zA y z zA+ +
+ − −= = − − − + − + − −              (3) 

这样就将 nG 的求解转化为求解 nA 和 nG 自身的递归问题。 
接下来求解 nA ：对 nA 按第 n 行展开，可以观察到第二项中 n − 1 阶行列式是三对角 Toeplitz 矩阵行

列式，得到 

( ) ( )

( ) ( )
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                (4) 

其中 1nC − 是 n − 1 阶三对角 Toeplitz 矩阵行列式。 
最后我们求解 1n nG D += ：根据(3)和(4)，将 nG 的求解转化为求解 1nC − 和 nA 以及 1nD + 自身的递归问
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题。根据 1nC − 公式解的情况，分三种情形讨论 nG 的求解。 
情形(一)： ( )( )2 3 2 0x y z x y z∆ = + − − + > 。 

令 ,α β 为方程 ( ) ( )22 0x z y zλ λ− − + − = 的两个不等的实数根，
( )
2 1

1
C Ck β
α α β

−
=

−
，

( )
2 1

2
C Ck α
β β α

−
=

−
，根

据前文三对角 Toeplitz 矩阵行列式的公式解结论，得到 
1 1

1 1 2
n n

nC k kα β− −
− = +  

首先构造等差数列求解 nA ，将 1nC − 代入(4)，并在等号两边同除以 ( )ny z− ，得到 

( ) ( )
1 1 2

1

n n
n n

n n

A A k k
z y z yy z y z
α β

α β
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−

   
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− −− − 


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
    

 

其中
( )

n
n

A
y z−

是等差数列， 1 1A = ，进行等差数列求解，可得通项 

( )
1 2

2

1
k kn

n
n

k

A k k
y z z y z yy z

α β
α β=

   
= − +  

 
 
 
 
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∑  

于是 

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

1 1 2

2 2

1 1
1 21

k kn nn n n
n

k k

n nn n
n

k kA y z y z y z
z y z y

k y z k y z
y z

z y z y

α β
α β

α β

α β

−

= =
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−
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∑ ∑
 

其次构造类等比数列求解 1nD + ，根据(3)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1 1 11 1n n

n n n n nD x z D y z D zA y z zA+ +
+ − −− − + − = − + − −  

利用递推法来待定系数求解上述二阶线性递推公式。记上述等式右边所有项的总和为 1nF − ，即 

( ) ( ) ( )1 1
1 11 1n n

n n nF zA y z zA+ +
− −= − + − −  

因为 nF 是关于 1,n nA A − 的表达式，根据 1,n nA A − 的结构形式，可以推断出 nF 是关于 , ,x y z 的 n 次多项式，

所以可以单独求 nF 的相关函数( nF 的相关函数本质上是等比数列求和)。令 

( ) ( )2
1 1 0n n nD x z D y z D+ −− − + − =  

通过观察，上述方程与求解 nC 过程中已有的方程 ( ) ( )22 0x z y zλ λ− − + − = 相同，所以 ,α β 也是递

推关系式 nD 的两个不等的实根，所以可以构造出如下两个类等比递推关系式 

( )1 1 1n n n n nD D D D Fα β α+ − −− = − +                             (5) 

( )1 1 1n n n n nD D D D Fβ α β+ − −− = − +                             (6) 

(5)式中， 1n nD Dα+ − 是类等比数列，初始条件 2 1D D xα α− = − ，进行类等比数列求解，可得通项 

( )
1

1 1
1

1

n
n n k

n n k
k

D D x Fα β α β
−

− − −
+

=

− = − +∑                           (7) 

对(6)式进行相同处理，可得通项 
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( )
1

1 1
1
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n n k

n n k
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D D x Fβ α β α
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+

=
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(8)减(7)，消去 1nD + ，从而有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1

1

n
n n n k n k

n k
k

D x x Fα β α β β α α β
−
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=
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故 

( )
1

1 1 1 1

1

1 n
n n n k n k

n k
k

x xD Fβ αα β α β
α β α β α β

−
− − − − − −

=

− −
= − + −

− − − ∑  

从而得到 1n nG D += 的公式解 

( )1
1

1 n
n n n k n k

n n k
k

x xG D Fβ αα β α β
α β α β α β

− −
+

=

− −
= = − + −

− − − ∑  

因此将 kF 代入上式，可得当 0∆ > 时， nG 关于 , , ,n x y z 的公式解，可借助一些计算软件如 matlab 的

符号运算给出具体形式。 
情形(二)： ( )( )2 3 2 0x y z x y z∆ = + − − + = 。 

令α 为方程 ( ) ( )22 0x z y zλ λ− − + − = 的两个相同的实数根， 2 1
1 2

C Cg α
α
−

= ， 1 2
2 2

2 C Cg α
α
−

= ，根据

三对角 Toeplitz 矩阵行列式的公式解，得到 

( )( ) 1
1 1 21 n

nC g n g α −
− = − +  

首先构造等差乘等比数列求解 nA ，将 1nC − 代入(4)，并在等号两边同时除以 ( )ny z− ，得到 

( ) ( )
( )1 21
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其中
( )

n
n

A
y z−

是等差数列， 1 1A = ，进行等差数列求解，可得通项 

( )
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2
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α
α=
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= −  − −−  
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利用错位相减法对等差乘等比数列求和，得到 nA 的通项 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
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2

2
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1

1
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 
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其次构造类等比数列求解 1nD + ，根据(3)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1 1 11 1n n

n n n n nD x z D y z D zA y z zA+ +
+ − −− − + − = − + − −  

利用递推法来待定系数求解上述二阶线性递推公式。记上述等式右边所有项的总和为 1nF − ，即 
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( ) ( ) ( )1 1
1 11 1n n

n n nF zA y z zA+ +
− −= − + − −  

因为 nF 是关于 1,n nA A − 的式子，且根据 1,n nA A − 的结构形式，可以推断出 nF 是关于 , ,x y z 的 n 次多项式，

所以可以单独求 nF 的相关函数( nF 的相关函数本质上是等比以及等差乘等比数列求和)。令 

( ) ( )2
1 1 0n n nD x z D y z D+ −− − + − =  

通过观察，上述等式的方程与求解 nC 过程中已有的方程 ( ) ( )22 0x z y zλ λ− − + − = 相同，所以α 也

是递推关系式 nD 的两个相等的实根，所以可以构造出如下类等比递推关系式 

( )1 1 1n n n n nD D D D Fα α α+ − −− = − +                              (9) 

在(9)式中， 1n nD Dα+ − 是类等比数列，初始条件 2 1D D xα α− = − ，进行类等比数列求解，可得通项 

( )
1

1 1
1

1

n
n n k

n n k
k

D D x Fα α α α
−

− − −
+

=

− = − +∑  

等号两边同除 1nα +  
1

21
1 2

1

n
kn n

kn n
k

D D x Fα α
α α α

−
− −+

+
=

−
− = +∑  

其中 1
1

n
n

D
α

+
+ 是等差数列， 1 1D = ，进行等差数列求解，可得通项 

( )
1

21
1 2

1

1 n
kn

kn
k

D xn n k Fα α
αα α

−
− −+

+
=

−
= + + −∑  

从而得到 1n nG D += 的公式解 

( ) ( )
1

1 1
1

1

n
n n n k

n n k
k

G D n x n k Fα α α α
−

− − −
+

=

= = + − + −∑  

因此将 kF 代入上式，可得当 0∆ = 时， nG 关于 , , ,n x y z 的公式解，可借助一些计算软件如 matlab 的

符号运算给出具体形式。 
情形(三)： ( )( )2 3 2 0x y z x y z∆ = + − − + < 。 

令 ,α β 为特征方程 ( ) ( )22 0x z y zλ λ− − + − = 的两个不同的虚数根，得到 

1 1
1 1 2

n n
nC l lα β− −
− = +  

利用和情形(一)类似的讨论，可以得到 1n nG D += 的公式解 

( )1
1

1 n
n n n k n k

n n k
k

x xG D Fβ αα β α β
α β α β α β

− −
+

=

− −
= = − + −

− − − ∑  

因此将 kF 代入上式，可得当 0∆ < 时， nG 关于 , , ,n x y z 的公式解，可借助一些计算软件如 matlab 的

符号运算给出具体形式。 

3. 正定性的判定 

利用上一节给出的这类特殊的 Toeplitz 矩阵行列式 nG 的表达式，当 1,2,3,n = 时，借助一些计算

软件如 matlab，可以计算出 nG 的各阶顺序主子式，注意到矩阵的各阶顺序主子式均大于零则矩阵是正定

的，从而给出了这类特殊的 Toeplitz 矩阵正定性的判定。 
注：本文论证前提 , ,x y z 是与 n 无关的实变量。如果 , ,x y z 是关于 n 的函数，则本文中提到的三个递
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推关系式(1)，(3)，(4)依旧成立，但 nG 的精确解还需进一步讨论。 
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