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摘  要 

研究大型的医疗数据具有重要意义，但大量数据会导致计算复杂度变高，尤其涉及到反复发生的疾病数

据时。本文对大型数据的聚类复发事件提出了一个半参数边际加性比率函数模型。在进行参数估计时，

随着数据量级的增加而导致未知参数增加，为了提高计算效率，对基准比率函数进行分段常数化。利用

估计方程方法给出了模型参数的估计量的表达式。并证明估计量满足相合性和渐近正态性等大样本性质。

通过数值模拟，验证了提出的估计方法，模拟结果表明对参数部分的估计结果较好。与对基准比率函数

未做分段常数化的方法进行比较，发现分段常数化的方法偏差更小，而且计算时间显著缩短。最后将模

型和方法应用到慢性肉芽肿病的数据中，将病人按照医院进行分类，找到影响各医院病人病情复发的显

著因素和因素的影响方式。 
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Abstract 
Studying large medical databases is important. However, the use of large databases may introduce 
computational difficulties, particularly when the event of interest is recurrent. A semiparametric 
marginal additive rate function model is proposed for large databases clustered recurrence events. 
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In the parameter estimation, the number of baseline rate functions increases as the number of 
classes increases, leading to an increase in the parameters. The baseline rate functions were re-
garded as piecewise constant during the estimation, which improved the computational efficiency. 
The expressions of the estimate of the model parameters were given using the estimating equa-
tion method. The estimators were proved consistent and asymptotic normality. The proposed es-
timation method is verified by numerical simulation, and the simulation results show that the es-
timation results of the parameter part are good, compared with the method without piecewise 
constant of the risk ratio function. It is found that the bias of the piecewise constant method is 
smaller, and the calculation time is significantly shortened. Finally, the model and method were 
applied to the data of chronic granulomatous disease, and the patients were classified by hospital 
to find out the significant factors affecting patients' disease recurrence in each hospital and the in-
fluencing ways of the factors. 
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1. 引言 

在一段时间内，若某个感兴趣事件重复发生，我们称之为复发事件。复发事件在临床试验以及工业

领域中很常见，例如癌症的反复发生，反复感染病毒，机器反复发生故障等等。在实际研究中，我们遇

到的复发数据可能是来自不同医疗机构的病人，或者是家族遗传病，这时，来自于同一个机构或家庭的

病人就具有相似性，我们需要根据这些属性(例如医疗机构，家族)，将研究的多个个体进聚类，得到聚类

复发事件数据。 
复发事件是近些年来的一个热门研究领域。根据复发事件建模对象的不同，主要有两种研究：一种是

对复发事件过程的强度函数建模[1] [2]；另一种是对边际均值或比率函数进行建模[3]。均值模型和比率模

型具有计算简单，真值易估计、稳健性强等优点，因此吸引了大批学者进行研究。有些学者假设协变量效

应和基准比率之间是乘积关系的乘性模型，例如 Lin [4]或者 Lawless [5]。相应的，也有学者研究协变量效

应和基准比率之间是相加关系的加性模型，例如 Liu 和 Wu [6]等人。Cai [7]等人则在平均寿命函数中同时

考虑了加性效应和乘性效应。死亡事件也受到了学者的关注，Sun [8]等人提出了一种特定复发事件均值的

半参数方法，该方法结合了死亡事件的加性模型和条件复发事件的加性模型，在这篇论文的基础上，马燕

[9]所提出的方法则是基于乘性模型。Xu [10]等人还研究了复发事件和死亡事件的联合尺度变化模型，并

用脆弱变量来解释复发事件和死亡事件之间的相关性，Chan 和 Wang [11]通过以死亡时间为源头，通过逆

向计数的方法来研究复发事件。在估计间歇性观测的时间依赖协变量的比率模型时，Sun 等人在 2020 [12]
年提出了一种基于逆速率加权和核平滑的估计方法，Lyu Tianmeng 等人 2021 [13]年则提出了使用加性–

乘性比率的半参数回归模型来解决上诉问题。对被调查的个体可能会经历几种不同类型的多类型复发事

件，杜彦斌[14]等人提出了一种半参数转移模型，作者利用广义估计方程的思想对参数进行了估计。杨青

龙[15]用广义半参数风险模型研究了多类型复发事件，并用重采样方法计算估计参数的方差。 
对于聚类复发事件的研究主要集中在边际均值或者边际比率函数上。Schaubel 和 Cai [16]对聚类复发
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事件提出了一个半参数乘积比率模型。Liu [17]推广了该模型，假设来自于一个中心的数据为一个类，不

同的类具有不同的基准比率函数，并且考虑了死亡事件，当中心数较大时，作者提出对基准比率函数分

段常数化，提高计算效率，但是 Liu [17]只研究了乘积比率模型，没有考虑加性的情况。Liu 等人[18]在
聚类复发事件的比率函数加入了一个起乘积作用的类固定效应项，但该方法的计算效率不高。He [19]等
人提出了一个加性比率函数模型，在模型中加入带加性作用的类固定效应项。此外，Sun [20]等人还分别

考虑了加性比率模型和加性风险回归模型的核加权估计过程。 
本论文借鉴了 Liu [17]等人的基准比率函数分段常数化的方法，但他只研究了乘性比率函数模型的情

况，我们在此基础上研究加性比率函数模型的估计，并且进一步研究了估计量大样本性质。 
本文第一部分给出记算符号，并建立模型和估计方法，第二部分给出估计量的相合性和渐近正态性等大

样本理论，第三部分进行数值模拟验证提出的方法，并与基准比率函数不做分段化处理时的结果进行了比较。

第四部分分析了一个慢性肉芽肿病的数据，第五部分是论文的总结和展望，渐近性质的证明在附录里。 

2. 模型和估计方法 

2.1. 符号说明及模型建立 

假设有 n 个观测的个体，将这些研究的个体分成 K 个类，用 ( )1,2, ,k k K=  表示类的指标值，用 kn  

代表第 k 个类所包含的样本数，满足
1

K

k
k

n n
=

=∑ ，同时用 ( )1, 2, ,i i n=  表示第 i 个个体，对于个体 i，我们 

用 iG 表示该个体的类别， iG k= 表示个体 i 在第 k 个类。 iC 表示个体 i 的右删失时间，假设删失时间与

复发事件过程是独立的。 ( ) ( )i iY t I t C= ≤ 表示个体处于删失的风险，这里的 ( )I ⋅ 是一个示性函数。用 

( )iN t∗ 表示在 t 时刻之前，个体 i 潜在的事件复发次数， ( ) ( ) ( )
0

d
t

i i iN t Y s N s∗= ∫ 表示在 t 时刻之前观测到 

的复发次数。用τ 表示观测截止时间。假设给定协变量的条件下，右删失时间与复发事件过程是独立的。 
用 ( ) ( ) ( )d i i iN t N t N t∗ ∗ ∗= − − 表示第 i 个个体在时刻 t 的瞬间复发事件发生次数，它只能取 1 (有事件

发生)或 0 (没有事件发生)。在复发事件数据分析中，定义 ( ) ( ) ( ){ }d | , ,0 ,i i i iE N t N u Z u u t G k∗ ∗ ≤ < = 为给定

历史数据下，t 时刻复发事件的风险或强度函数。我们研究复发事件的边际强度函数 ( ) ( ){ }d | ,i i iE N t Z t G k∗ = ，

也叫做比率函数。对比率函数定义如下的加性模型： 

( ) ( ){ } ( ) ( )( )*
0d | , d ,i i i k iE N t Z t G k t Z t tρ βΤ= = +                   (1) 

式中： ( )iZ t 表示与时间有关的协变量， ( )0k tρ 表示与类别有关的基准比率函数， β 是待估计的参数。 
定义 ( )ik iG I G k= = ， ( ) ( )ik ik iY t G Y t= ， ( ) ( )d dik ik iN t G N t∗ ∗= ， ( ) ( )d dik ik iN t G N t= ，在右删失与复发

事件独立的假设下，有 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }d | , , 1 d | ,i i i i i i iE N t Z t G k Y t E N t Z t G k∗ = = = = ，结合 

( ) ( ) ( )
0

d
t

i i iN t Y s N s∗= ∫ ，模型(1)变成 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )0d | , d .ik i ik ik k iE N t Z t Y t Y t t Z t tρ βΤ= +                (2) 

2.2. 估计方法 

我们利用分段常数化的思想，将 [ ]0,τ 切割成 L 个区间， 0 1 La a a< < < 是 L 个区间的切割点。设

( )0k tρ 在区间 ( ]1,l la a− 上为一个常值函数，记成 klρ 。同样的，将 ( )iz t 进行分段常值化，用 ilz 表示 ( )iz t 在 

时间区间 ( ]1,l la a− 上的值。记 ( )
1
dl

l

a
ikl ika

d N t
−

= ∫ ， ( )
1

dl

l

a
ikl ika

t Y t t
−

= ∫ ，根据以上的记法，模型(2)以及估计方 

程的思想，得到如下的估计方程： 
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( )T

1
0, 1,2, ,

n

ikl ikl kl il
i

d t Z l Lρ β
=

 − + = = ∑                     (3) 

( ) ( ) ( )
1

T

1 1 1
d d 0l

l

n K L a
il ik ik kl ila

i k l
Z N t Y t Z tρ β

−= = =

 − ⋅ + = ∑∑∑∫                 (4) 

由方程(3)可得 

T

1 1

1

, 1, 2, ,

n n

ikl ikl il
i i

kl n

ikl
i

d t Z
l L

t

β
ρ = =

=

−
= =
∑ ∑

∑
                      (5) 

将(5)式代入方程(4)，可得 

( ) ( )
1

2

1 1 1 1 1 1

ˆ ,
n K L n K L

ikl il kl il kl ikl
i k l i k l

t Z Z Z Z dβ
−

⊗

= = = = = =

 = − ⋅ − ⋅  
∑∑∑ ∑∑∑                 (6) 

其中 1

1

n

ikl il
i

kl n

ikl
i

t Z
Z

t

=

=

=
∑

∑
。在上式中，对于每一个向量ν ， 2v vv⊗ ′= 。将 β 的估计量，代入到(5)式，得到 klρ 的

估计结果如下： 

( )
T

1 1

1

ˆ
ˆˆ ,

n n

ikl ikl il
i i

kl n

ikl
i

d t Z

t

β
ρ β = =

=

−
=
∑ ∑

∑
                          (7) 

根据分段常值化的假定，我们可以进一步求出累积基准比率函数 ( ) ( )0 00
d

t
k kt u uµ ρ= ∫ 的估计： 

( ) ( )( )0 1
1

ˆ ˆˆˆ ;
L

k kl l l
l

t t tµ β ρ β α α −
=

= ∧ − ∧∑                        (8) 

式中： ( )min ,a b a b∧ = ，表示两个数中的较小者。 

3. 渐近性质 

记
( )
( )
ikl il

kl
ikl

E t Z
z

E t
= 是 1

1

n

ikl il
i

kl n

ikl
i

t Z
Z

t

=

=

=
∑

∑
的极限， ( )kl iklt E t= 是

1

1 n

ikl
i

t
n =
∑ 的极限。另外记 

( )0d ikl ikl ikl kl ilM d t Zρ β′= − + 。 

为了研究估计量的渐近性质，我们需要以下正则性条件： 
a) ( ) 0ijP C τ≥ > 对于一切 0τ > 都成立； 
b) ( ) 0iklE t > ，对于所有的 1,2, ,l L=  均成立。(为了保证 klz 的分母不等于 0)； 
c) , , 1, ,ikl ild Z l L=  ，都是有界的； 

d) A 是正定矩阵，这里 ( ) 2

1 1

K L

ikl il kl
k l

A E t Z z ⊗

= =

 = −  
∑∑ 。 

3.1. 定理一 

在上述正则化条件下， β̂ 是一个强相合估计。收敛关系 0β̂ β→ 几乎处处成立。而且 ( )0
ˆn β β− 收
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敛到一个正态分布，这个正态分布的均值是 0，方差是 1 1A A− −Ω ，可以由 1 1ˆ ˆˆA A− −Ω 估计，这里 

( )i
1 1

d
K L

il kl ikl
k l

Z z Mη
= =

= −∑∑ 。 

3.2. 定理二 

在上述条件下，对于任意给定的 k, 1, 2, ,k K=  ， ( )0
ˆˆ ,k tµ β 关于 ( ]0,t τ∈ 几乎处处一致收敛于 ( )0 tµ ，

( ) ( )0 0
ˆˆ ,kn t tµ β µ − 弱收敛于零均值的高斯过程，其在 ( ),s t 处的协方差函数为 

( ) ( ) ( )( )
1

,
n

k jk jk
j

s t E s tφ φ
=

Γ = ∑ ，这里 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

1 1

d1ˆ
L L

jkl
jk kl j l l l l

l l kl

M
t z A t t n t t

tn
φ η α α α α−

− −
= =

 ′= − ∧ − ∧ + ∧ − ∧ 
 

∑ ∑  

4. 数值模拟 

4.1. 数据生成 

在本节中，我们按照模型随机生成有限的样本，对参数进行模拟研究。首先，我们假设 n 个个体来

自于 K 个类( 10,50K = )，每个类包含 kn 个样本( 2,5,10,20kn = )，总个体 kn K n= × ，对每一个个体

( )1,2, ,i i n=  我们生成两个协变量 1 2,i iZ Z ，对于第 k 类生成一个脆弱变量 ( )1,2, ,kW k K=  ，假设 1iZ 来

自区间(0, 1)上的均匀分布， 2iZ 来自参数为 0.5 的两点分布， kW 来自于均值和方差都为 1 的伽玛分布，

并假设来自同一个类的个体共用一个相同的 kW 。假设删失时间 C 服从区间(u, v]上的均匀分布，u 在[0, 0.5]
之间变化，v 在[2, 6]之间变化，试验终止时间 3τ = ，这些设置保证复发事件的平均发生次数在 2~3 次之

间。我们从下列模型中生成复发事件： 

( ) ( ){ } ( ) ( )( )0 0d | , , di i i k k i kE N t Z t G k W t Z t W tρ βΤ∗ = = + +                   (9) 

我们分别考虑 ( )0 1k tρ = 、 ( )0k t tρ = 两种情况， ( )0 0.5,0.5β ′= ，为了对基准比率函数实行分段常数化，

将事件发生时间的整个区间 ( ]0,τ 分别分成 10L = 或 15L = 个小区间，在每一个小区间上 ( )0k tρ 为一个常 

数。我们根据提出的方法来估计模型中的回归参数 β 和累积基准比率函数 ( ) ( )0 00
d

t
k kt u uµ ρ= ∫ 。 

4.2. 模拟结果 

β 的估计结果见表1和见表2。表中BIAS表示 β 的估计值 β̂ 和真值 0β 之间的偏差在1000次中的平均

值，ASE表示 β̂ 的计算的标准差估计在1000次模拟中的平均值，ASD表示1000次模拟中所得到的 β̂ 的观

测值的样本标准差，CP表示在正态分布下，真值 0β 的95%置信区间内，覆盖到的 β̂ 的百分比。模拟结果

可以看出：估计值和真值的偏差都在0.05以内，样本标准差和估计量的标准差估计比较接近， 0β 的95%
置信区间内，覆盖真值的比例在95%附近，估计效果较好。 
 
Table 1. The parameter estimation results of repeated simulations 1000 times when 0k tµ =  
表 1. 0k tµ = 时，重复模拟 1000 次的参数估计结果 

   1β  2β  

K
 

nk L
 

BIAS ASE ASD CP BIAS ASE ASD CP 

10 
10 10 −0.004 0.431 0.468 0.919 0.014 0.249 0.269 0.934 

10 15 0.013 0.430 0.452 0.921 0.010 0.250 0.263 0.930 
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Continued 

10 
20 10 0.004 0.306 0.311 0.938 0.015 0.176 0.181 0.953 

20 15 0.009 0.306 0.314 0.942 0.014 0.176 0.188 0.930 

50 
5 10 0.021 0.272 0.311 0.915 0.012 0.157 0.181 0.910 

5 15 0.026 0.274 0.306 0.913 0.009 0.157 0.184 0.911 

50 
10 10 0.013 0.192 0.210 0.925 0.009 0.111 0.121 0.934 

10 15 0.006 0.164 0.175 0.931 0.002 0.095 0.102 0.925 
 
Table 2. The parameter estimation results of repeated simulations 1000 times when 2

0 0.5k tµ =  

表 2. 2
0 0.5k tµ = 时，重复模拟 1000 次的参数估计结果 

   1β  2β  

K
 

nk L
 

BIAS ASE ASD CP BIAS ASE ASD CP 

10 
10 10 0.011 0.429 0.471 0.933 0.017 0.249 0.268 0.929 

10 15 0.002 0.429 0.454 0.935 0.031 0.248 0.269 0.915 

10 
20 10 0.007 0.304 0.315 0.934 0.020 0.176 0.183 0.945 

20 15 0.022 0.307 0.307 0.933 0.016 0.177 0.177 0.937 

50 
5 10 −0.007 0.243 0.272 0.921 0.004 0.140 0.160 0.910 

5 15 −0.012 0.230 0.259 0.921 0.002 0.133 0.1150 0.921 

50 
10 10 0.004 0.172 0.190 0.930 −0.001 0.099 0.110 0.923 

10 15 0.008 0.163 0.169 0.938 −0.002 0.094 0.098 0.938 

 
另外，我们也绘制了 50K = ， 10kn = ， 15L = 时， ( )01 tµ 在不同时间点处的估计曲线以及置信度

为95%的置信带的估计，见图1和图2。 ( )01 tµ 的估计的95%置信带内基本上包含了真实的 ( )01 tµ 。图1
和图2如下所示。 
 

 
Figure 1. Estimate when ( )01 t tµ =  

图 1. ( )01 t tµ = 时的估计 
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Figure 2. Estimate when ( ) 2

01 0.5t tµ =  

图 2. ( ) 2
01 0.5t tµ = 时的估计 

 

在评价加入分段常数化的计算效率的时候，我们使用联想YOGA14S笔记本电脑，该电脑基于AMD 
R7-5800H处理器。在设置模型参数时，我们设置 800n = ， [ ]0.5,0.5β = ， ( )0k t tρ = ，用本文的分段常数

化方法与不加入分段常数化的传统方法进行了比较。在不进行分段常数化时，根据计算， β 的估计表达

式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

2

0 0
1 1 1 1

ˆ d d
n K n K

ik i k i k ik
i k i k

Y t Z t Z t t Z t Z t N t
τ τ

β
−

⊗

= = = =

 = − ⋅ − 
 
∑∑ ∑∑∫ ∫         (10) 

其中 ( )
( ) ( )

( )
1

1

n

i ik
i

k n

ik
i

Z t Y t
Z t

Y t

=

=

=
∑

∑
，相应的 ( )

( ) ( )( )
( )( )

i ik
k

ik

E Z t Y t
z t

E Y t
= 。 

同理，此时也可以计算与标准差 β̂ 有关的值，分别如下： 

( ) ( ) ( )( ) 2

0
1 1

d
n K

ik i k
i k

A E Y t Z t z t t
τ ⊗

= =

 = − 
 
∑∑∫                          (11) 

( ) ( )( ) ( )
0

1
d

K

i i k ik
k

Z t z t M t
τ

η
=

= −∑∫                              (12) 

比较的结果在表3中，从结果中发现使用传统的估计方法，估计量的偏差大于分段常数化的偏差结果。

无论使用哪种方法，在估计方差时，样本观测的标准差和模拟计算的结果均十分接近。 
两种方法的差别主要体现在计算时间上，对于恒定的个体 800n = ，分别设置 20,40,80K = 计算 500

次模拟结果，结果记录在表 3 中。可以看到，用分段常数化的方法运行时间显著低于传统方法，传统方

法所用的时间是分段常数的 4 倍以上；并且随着 K 的增大，这一比值也在不断增大。由于计算机性能的

限制，包含更多个体的实验并没有展示。但分段常数化方法偏差更小，计算速度更快是毋庸置疑的，相

较于传统方法优势很明显。 
了解释分段常数化计算效率更高的原因，假设所有个体n的复发次数之和为 rN ，当我们使用分段常

数化的方法计算文中的 ikld ， iklt 和 klρ 时，我们将时间区间一共分成了L段，这里的L由我们设置，此时我

们设置的L一般远小于总个体n的复发次数之和 rN 。但当我们使用传统方法时，我们需要计算所有个体相
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邻两个发病时间点的 ikld ， iklt 和 klρ ，此时的 1rL N= + 。随着L的增大。计算所涉及的矩阵维度也随之增

大，计算的数据量同样增大，因此计算时间大幅增加，每次计算都带有一定的误差，随着计算量级的增

大，计算次数变多，最后所得到的偏差也随之增大。 
 
Table 3. Computational time comparison results 
表 3. 运算时间比较结果 

  1β  2β  
 

是否分段 k BIAS ASE ASD BIAS ASE ASD 运算时长/min 

否 20 −0.0501 0.132 0.135 −0.0498 0.076 0.085 161.3 

是 20 0.0299 0.151 0.166 0.0131 0.087 0.082 53 

否 40 −0.0457 0.133 0.138 −0.0386 0.077 0.082 283.6 

是 40 −0.0069 0.152 0.158 0.0088 0.088 0.088 59 

是 80 0.0048 0.15 0.161 0.0172 0.087 0.097 68.3 

否 80 −0.0209 0.132 0.145 −0.046 0.076 0.085 564.9 

5. 实例分析 

在这部分，我们分析了一个慢性肉芽肿病(CGD)数据[16]，这种疾病是免疫功能方面的遗传性疾病，大

多发生在婴幼儿中。数据集包括来自不同医院的(13 个医院)128 个的病人，记录了他们的发病的间隔时间，

是否接受 Gamma 干扰素治疗，基因信息，年龄，身高，体重，性别，是否删失，是否用过抗生素等信息。

根据以前学者的研究[4]，我们主要关心患者年龄和接受 Gamma 干扰素治疗对疾病的重复感染比率函数的

影响。用协变量 1iZ 表示是否使用 Gamma 干扰素， 1 1iZ = 表示使用 Gamma 干扰素， 1 2iZ = 表示使用安慰 

剂。用 2iZ 表示年龄，这里我们对年龄做了规范化变换
( )

( ) ( )
2 21, ,128

2
2 21, ,1281, ,128

min

max min
i ii

i
i iii

Z Z
Z

Z Z
=∗

==

−
=

−




。假设重复感染的比 

率函数满足模型： 

( ){ } ( )( )T
0d | , di i i k iE N t Z G k t Z tρ β∗ = = +                       (13) 

应用提出的估计方法对参数 β 进行估计，β 的估计结果见表 4 中。从表四的结果可以看出，协变量 1iZ
的估计系数 1β 为 0.25%，且该系数的检验 P 值小于 0.0001，说明系数是显著的，因此说明接受 Gamma
干扰素治疗能够显著降低重复感染的比率函数。且固定年龄时，使用 Gamma 干扰素治疗的患者比使用安

慰剂的患者平均降低 0.25%。协变量 2iZ 的估计系数 2β 为−0.14%，但是检验的 P 值却大于 0.05，所以年

龄的影响不显著。 
 
Table 4. Parameter estimation of CGD data in model (1) 
表 4. CGD 数据在模型(1)下的参数估计 

1β  2β  

EST ASE p_value EST ASE p_value 
0.25% 0.0006 0.000 -0.14% 0.0013 0.4989 

 

为了对模型进行检验，我们绘制了残差 ( ) ( ) ( ) ( )( )00
d dik ik ik k ir N t Y t t Z t t

τ
ρ βΤ= − +∫ 对观测个体序号 i 
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的残差图，见图 3。在图 3 中，横轴表示个体序号，纵轴表示该个体在模型下的残差值。我们发现残差

值在[−2, 2]之间随机变化。因此，没有理由拒绝提出的模型。 
 

 
Figure 3. Scatterplot of residuals vs. individuals under additive ratio model 
图 3. 加性比率模型下残差对个体的散点图 

6. 总结与展望 

本文提出了一个聚类复发事件的加性比率模型，该模型将具有相似特征或来源的个体进行了分类，

应用估计方程和非参部分分段常数化的方法对参数进行了估计，证明了估计量的相合性和渐近正态性。

在数值模拟中获得了较好的估计效果，在与传统方法进行对比时，计算效率远远高于传统方法。并且对

慢性肉芽肿病数据进行了分析，得到了与实际情况相吻合的结论。我们提出的模型和方法具有一定的应

用前景，特别是可以应用到多中心医疗数据，家族遗传病医疗数据，以及社区医疗数据中，同时，我们

的模型计算效率高，处理大规模医疗数据非常得心应手。 
属于同一个类别的个体可能具有相关性，未来我们会考虑在模型中加入一个随机效应项，表示同一

类个体之间的关系，那就需要对随机效应项的分布做一些假设，对分布中包含的参数进行估计。另外复

发事件往往伴随着死亡事件的发生，我们会进一步研究这两类事件之间的联合建模，比如考虑加入随机

效应项或者考虑对反向均值函数进行建模。加性模型可以推广到更加灵活的模型上，比如加性乘积模型，

变系数模型，转移函数模型，部分线性模型等等，这些模型会用到一些非参数估计方法，统计推断会更

复杂一些，更具有挑战性，适用范围也更广。 
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附  录 

定理一证明 
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交换连加顺序，并应用大数定律，上式可以转化为如下关系： 
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