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摘  要 

针对一个典型的具有可变取值域的随机约束满足问题模型即RB模型，提出一种基于回溯的置信传播的算

法。该算法在置信传播方程不收敛时，通过回溯对上一个变量进行重新赋值，从而将消去变量的过程继

续进行下去。数值结果表明：这种基于回溯的置信传播算法能在可满足性相变区域找到问题的解，有效

地提高了置信传播算法的求解效率。 
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Abstract 
In this paper, we propose a belief propagation algorithm based on backtracking for a typical mod-
el of random constraint satisfaction problem with variable range, namely RB model. In this algo-
rithm, when the belief propagation equation does not converge, it reassigns the previous variable 
by backtracking, so as to continue the process of variable elimination. The numerical results show 
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that the backtracking belief propagation algorithm can find the solution of the problem in the sa-
tisfiability phase transition region, and effectively improve the efficiency of the belief propagation 
algorithm. 
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1. 引言 

消息传递算法的迭代特性捕获了复杂系统中相互关联变量之间的复杂交互，并从迭代消息的不动点

中提取信息，为处理优化、推理和学习问题中的困难计算任务提供了一个强大的工具包。约束满足问题

(Constraint Satisfaction Problems, CSPs)是复杂系统研究中最典型的计算任务之一，CSPs 的一个基本计算

问题是，在给定实例中找到满足所有约束的变量赋值的存在性和数量。在理论计算机科学的计算复杂性

理论中，许多原型 NP-难问题可以被表述为 CSPs，因此 CSPs 被广泛研究和讨论。 
许多学者开始利用消息传递算法求解约束满足问题，如利用消息传递算法中的置信传播(belief 

propagation, BP)算法求解约束满足问题，得到了很好的求解效率。由于 RB 模型是一个典型的具有可变取

值域的随机约束满足问题模型，且具有精确相变，所以 RB 模型一经提出，就受到广泛关注，得到国内

外学者的重视，并针对 RB 模型进行了大量的理论和实验研究。文献[1] [2]提出几种不同的置信传播(belief 
propagation, BP)算法求解 RB 模型产生的随机实例。文献[3]提出改进的置信传播算法，在 BP 方程中加入

惩罚值，使得算法可以更有效的求解最大约束满足问题。文献[4]提出置信传播和模拟退火相结合的算法

求解 RB 模型。相关文献[5]中，提出一种基于异步更新的置信传播算法求解 RB 模型，改变 BP 算法消息

更新过程，极大的提高了算法的求解效率。文献[6]提出一种基于残差的消息传递算法，选择具有最大残

差的边更新信息，算法提高了 BP 算法的收敛性和性能。 
本文基于文献[1]中的算法 3，考虑置信传播方程不收敛时，为了使算法可以继续下去，提出基于回

溯的置信传播算法(backtracking belief propagation, BBP)来提高算法的收敛性。在 BBP 算法中，若迭代收

敛，则根据变量的边际概率分布选取具有最大边际概率的变量，将其值固定在边际概率最大的分量上，

同时将该变量的各取值分量按照边际概率降序依次排序，以此作为该变量的取值顺序；若迭代不收敛后，

则进行回溯，改变上一个变量的值，重新进行迭代。数值结果表明：与 BP 算法相比，BBP 算法通过回

溯可以找到更多的有解实例，有效提高随机实例的求解概率。 

2. RB 模型 

过去几十年，针对 CSP 的研究，主要集中在 A，B，C，D 四种标准模型[7] [8] [9]上。后来 Achlioptas
等人发现随着问题规模的增大，很难找到一组赋值同时满足所有约束，即模型会表现出平凡渐近无解性

[10]。为解决这一问题，学者们先后从多个角度提出各种不同改进模型[10] [11] [12] [13] [14]，其中包括

RB (Revised B)模型[11]，RB 模型对 B 模型约束数量和取值域大小进行了限制。文献[11]证明了 RB 模型

存在精确的可满足性相变现象。而且 RB 模型在相变区域会产生大量的难解实例[15] [16]。 
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RB 模型的一个随机实例由变量集合 { }1 2, , , NX x x x=  和约束集合 { }1 2, , , MC C C C=  组成。每个变

量都有对应的定义域 { }1 2, , , dD s s s=  ，其中 D d= ，d Nα=  ( 0α > 是常数)。每个约束 iC 包含 ( )2k k ≥

个不同的变量。对于每个约束 iC ，定义 iQ 为 k 个变量的不相容赋值，即若这 k 个变量的取值属于集合 iQ ，

则约束是不可满足的；否则约束就是可满足的。求解 RB 模型的一个实例，相当于找到实例中 N 个变量

的一组赋值，使得所有约束同时被满足。生成 RB 模型的随机实例的步骤如下[11]： 
a) 从可能的 k

NC 个约束中随机、可重复地挑选 lnM rN N= 个约束构成约束集合{ } 1

M
i i

C
=
，每个约束 iC

都包含从 N 个变量中随机、不可重复挑选的 k 个变量； 
b) 对每个约束 iC ，从 kd 个可能赋值中随机、不可重复地选取 kpd 个构成不协调赋值集合 iQ ，这里

0 1p< < 表示约束紧度。 
文献[11]中严格证明了 RB 模型存在精确的可满足性相变现象。用 ( )Pr SAT 表示 RB 模型的随机实例

有解的概率，则有以下结论成立： 

定理 1 [11]  令 1 e r
sp

α
−

= − ，如果
1 , 0r
k

α > > 是两个常数，且 e 1rk
α

−
≥ ，则 

( )
1,

lim Pr SAT
0,

s

N
s

p p
p p→∞

<
=  >

                              (1) 

定理表明 RB 模型在临界值 sp 处的可满足概率发生突变，当 N →∞时，若 sp p< ，RB 模型的随机

实例有解的概率趋近于 1；若 sp p> ，RB 模型的随机实例有解的概率趋近于 0。 

3. 基于回溯的置信传播算法 

3.1. RB 模型的因子图 

因为 2k ≥ 时 RB 模型都是 NP-完全问题，所以为了方便讨论，本文讨论 2k = 时的 RB 模型。二元

RB 模型的部分因子图如图 1 所示，图中的圆圈表示变量结点，记作 , , ,i j k ，图中的方块表示约束结点，

记作 , , ,a b c ，约束与约束中包含的变量的结点之间用线相连，表示一条边。 
 

 
Figure 1. Partial factor graphs of random instances of binary RB model 
图 1. 二元 RB 模型随机实例的部分因子图 
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3.2. BP 迭代方程 

因子图中每条边 ( ),a i 上定义了两种信息，分别是约束 a 发送给变量 i 的信息 ( )a i isη → 和变量 i 发送

给约束 a 的信息 ( )i a iu s→ ， ( )a i isη → 表示约束 a 要求变量 i 取值为 is 的概率； ( )i a iu s→ 表示变量 i 在没有

约束 a 的情况下取值为 is 的概率。根据统计物理学中的空腔场理论，可得到 BP 迭代方程： 

( ) ( )
( )\

1t t
i a i b i ii a

b V i a
u s s

Z
η→ →→

∈

= ∏                              (2) 

( ) ( ) ( )
( )

1

, \

1 ,
j

t t
a i i i j j a ja i

s D j V a i
s s s u s

Z
η δ+

→ →→
∈ ∈

= ∑                         (3) 

其中 

( ) ( )
( )

0, ,
,

1, ,

i j a
i j

i j a

s s Q
s s

s s Q
δ

 ∈= 
∉

                               (4) 

这里 i aZ → 和 a iZ → 是归一化因子， ( )V i 表示与变量 i 相关的所有约束， ( ) \V i a 表示与变量 i 相关的

约束除去约束 a； ( )V a 表示约束 a 中包含的所有变量， ( ) \V a i 表示约束 a 包含的变量除去变量 i。 

3.3. BBP 算法 

事实上，文献[1]中提出的算法，在接近相变点会出现 BP 方程不收敛的情况，导致算法失效，为了

提高算法地求解效率，在算法中加入回溯算法，得到 BBP 算法。当 BP 算法不收敛时，通过回溯增加算

法收敛的可能性，最后找到满足约束的一组赋值。 
置信传播算法是在 BP 方程收敛后，计算每个变量取值的边际概率分布，每一步只将一个具有最大

边际概率的变量的值固定到其概率最大的分量上，因此在算法执行过程中，将变量分为三种类型，如图

2 所示： 
A 类型：已赋值的变量； 
B 类型：与 A 类型的变量在同一个约束中的变量； 
C 类型：其它变量； 

 

 
Figure 2. Type of variable during algorithm execution 
图 2. 算法执行过程中的变量类型 

 
BBP 算法步骤： 
输入：二元 RB 模型一个随机实例的因子图，BP 方程的最大迭代次数 maxt ，精度 ε 和最大回溯次数 mT 。 
输出：实例的解或者算法不收敛。 
Step 1： 1n = ， 0T = ，运行子程序 BP 算法得到 ( )a i isη∗

→ ； 
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Step 2：计算每个变量 i 的取值的边际概率 

( )
( )

( )
i

a i i
a i

i i
a i i

s D a i

s
s

s

η
η

η

∗
→

∈∂
∗
→

∈ ∈∂

=
∏
∑∏

                                 (5) 

Step 3：挑选所有 ( )i isη 中的最大值，将其所对应的变量 i 作为第一个待赋值的变量 1x ，将 1x 的值固

定在分量 is 上，并将 1x 的所有取值按边际概率降序排列，得到该变量的一个取值顺序
1x

V 。 
Step 4： 1n n= + ， 0t = ，初始化每条边上约束发送给变量的信息 ( ) ( )0

a i isη → ： 
对于 A 类型的变量：跳过； 
对于 B 类型的变量：如果变量 i 的取值 is 与约束中 A 类型的变量 j 的取值满足 ( ),i j as s Q∈ ，则

( ) ( )0 0a i isη → = ；否则， ( ) ( )0 1a i isη → = ； 
对于 C 类型的变量：随机初始化 ( ) ( )0

a i isη → ； 
Step 5： 1t t= +  
对于 A 类型的变量：跳过； 
对于 B 类型的变量： ( ) ( ) ( ) ( )1t t

a i i a i is sη η −
→ →= ； 

对于 C 类型的变量：将 ( ) ( )1t
a i isη −
→ 代入公式 (2)计算得到 ( ) ( )1t

i a iu s−
→  (如果 ( ) \V i a φ= ，则令

( ) ( )1 1t
i a iu s d−
→ = )，然后将 ( ) ( )1t

i a iu s−
→ 代入公式(3)更新得到 ( ) ( )t

a i isη → ； 
Step 6：如果 ( ) ( ) ( ) ( )1t t

a i i a i is sη η ε−
→ →− < ，则令 ( ) ( ) ( )t

a i i a i is sη η∗
→ →= ，并执行 Step 8；否则，执行 Step 5； 

Step 7：如果 maxt t= ，则 BP 方程不收敛，令 1n n= − ，执行 Step 10； 
Step 8：对于 B 类型和 C 类型的变量，利用公式(5)计算变量取值的边际概率； 
Step 9：挑选所有 ( )i isη 中的最大值，将其所对应的变量 i 作为第 n 个待赋值的变量 nx ，并将 nx 的值

固定在分量 is 上。同时将 nx 的所有取值按边际概率降序排列，得到该变量的一个取值顺序
nxV 。检查此次

赋值是否满足所有约束，如果不满足约束则输出未找到实例的解； 
Step 10： 1T T= + ，如果 mT T> ，则输出没找到实例的解；否则，执行 Step 11； 
Step 11：根据变量 nx 的取值顺序

nxV ，如果
nxV 中还有值未被取过，则将

nxV 中当前取值的后一位赋

给 nx ，并检查此次赋值是否满足所有约束，如果该不满足约束则执行 Step 10；如果
nxV 中所有值都被取

过，则清除该变量的取值，且 1n n= − ，如果 1n < ，则输出没找到实例的解，如果 1n ≥ ，则执行 Step 10； 
Step 12：如果 n N< ，执行 Step 7；如果 n N= ，则找到上满足约束的一组赋值，并输出这组赋值作

为实例的解。 
子程序 BP 算法如下： 
Step 1： 0t = ，随机初始化每条边上约束发送给变量的信息 ( ) ( )0

a i isη → ； 
Step 2： 1t t= + ，将 ( ) ( )1t

a i isη −
→ 代入公式(2)计算得到 ( ) ( )1t

i a iu s−
→  (如果 ( ) \V i a φ= ，则令 ( ) ( )1 1t

i a iu s d−
→ = )，

然后将 ( ) ( )1t
i a iu s−
→ 代入公式(3)更新得到 ( ) ( )t

a i isη → ； 
Step 3：如果 ( ) ( ) ( ) ( )1t t

a i i a i is sη η ε−
→ →− < ，则令 ( ) ( ) ( )t

a i i a i is sη η∗
→ →= ,输出 ( )a i isη∗

→ ;否则，执行 Step 2； 
Step 4：如果 maxt t= ，则输出不收敛。 

4. 数值结果及分析 

在数值实验中，本文取 { }20,40,60,80,100N ∈ ， 2k = ， 0.8α = ， 3r = 生成 100 个二元 RB 模型的

随机实例。对不同的变量数 N，变量的定义域规模 d 和约束的数目 M 如表 1 所示。在算法中，取最大迭

代次数 3
max 10t = ，精度 410ε −= 。 
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Table 1. Parameter values of binary RB model under different number of variables 
表 1. 二元 RB 模型在不同变量数 N 下的参数值 

N α  r d M 

20 0.8 3 11 180 

40 0.8 3 19 443 

60 0.8 3 26 737 

80 0.8 3 33 1052 

100 0.8 3 40 1382 

4.1. 算法结果 

在算法中，取最大回溯次数 500mT = 。在 100 个随机实例上运行 BBP 算法，算法求解概率如图 3 所

示。 
 

 

Figure 3. The result of solving 100 random instances by BBP algorithm 
图 3. BBP 算法求解 100个随机实例的结果 

 

从图 3 可以看出，在 20N = 时，BBP 算法在 0.16p ≤ 时找到解的概率是 100%，当 0.25p ≥ 时算法找

不到任何解；在 100N = 时，BBP 算法在 0.19p ≤ 时找到解的概率是 100%，当 0.22p ≥ 时算法找不到任

何解。 

4.2. 算法分析 

{ }20,40,60N = 时，BBP 算法和 BP 算法的求解效率对比分别如图 4~6 所示。 
从图中可以看出，与 BP 算法相比，BBP 算法可以明显提高对实例的求解概率，尤其是在区域

0.18 0.22p< < 内，BBP 算法可以通过回溯找到更多的有解实例。 
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Figure 4. Comparison of the results of the two algorithms for N = 20 
图 4. N = 20 时两种算法的结果对比 

 

 

Figure 5. Comparison of the results of the two algorithms for N = 40 
图 5. N = 40 时两种算法的结果对比 

 

 

Figure 6. Comparison of the results of the two algorithms for N = 60 
图 6. N = 60 时两种算法的结果对比 
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{ }20,40,60N = 时，BBP 算法求解 100 个实例，未发生回溯找到解和发生回溯找到解的情况如图 7~9
所示。从图中可以看出，对于 { }20,40,60N = ，在区域 0.17 0.23p≤ ≤ 内，BBP 算法通过回溯有效提高算

法的求解效率，当 0.23p > 时，即使发生回溯也无法找到实例的解。值得注意的是，随着 p 的增大，发

生回溯找到解的实例的数目呈现先增加再减少的趋势，在 0.2p = 时，发生回溯找到解的实例的数目达到

最大。 
接下来，我们比较 BBP 算法和 BP 算法的收敛性。取 20N = ，BBP 算法和 BP 算法求解 100 个实例

时收敛的实例数对比如图 10 所示。图 10 表明 BBP 算法的收敛性优于 BP 算法的收敛性，说明通过回溯

可以提升算法的收敛性，从而提高算法的求解效率。 
 

 

Figure 7. The backtracking when the BBP algorithm finds the solu-
tion for N = 20 
图 7. 20N = 时 BBP 算法找到解的回溯情况 

 

 

Figure 8. The backtracking when the BBP algorithm finds the solu-
tion for N = 40 
图 8. 40N = 时 BBP 算法找到解的回溯情况 
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Figure 9. The backtracking when the BBP algorithm finds the 
solution for N = 60 
图 9. N = 60 时 BBP 算法找到解的回溯情况 

 

 
Figure 10. Comparison of the number of convergence cases 
between BP algorithm and BBP algorithm for N = 20 
图 10. N = 20 时 BP 算法和 BBP 算法收敛的实例数目对比 

 

 

Figure 11. The running time of the two algorithms for p = 0.19 
图 11. 0.19p = 时两种算法求解的运行时间 

0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23

Constraint tightness p

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

实
例

个
数

未发生回溯找到解的实例个数

发生回溯找到解的实例个数

0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23

Constraint tightness p

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

实
例
个
数

BP

BBP

20 30 40 50 60 70 80 90 100

N

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

tim
e\

s

BP

BBP

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123101


林童 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123101 1002 应用数学进展 
 

在 0.19p = 处 BBP 算法和 BP 算法求解 RB 模型的随机实例的运行时间对比如图 11 所示。 
从图 11 可以看出，算法运行时间随着问题规模 N 的增加呈指数形式增长。BBP 算法因为回溯策略

的加入，算法的运行时间也明显增加，而且随着问题规模 N 的增加，BBP 算法较 BP 算法增加的运行时

间越来越多。 

5. 总结 

本文提出基于回溯的置信传播算法求解大值域的随机约束满足问题。算法在 BP 迭代方程不收敛时，

通过回溯改变上一个变量的值，并重新进行迭代，保证消去变量的过程继续进行。数值结果表明，BBP
算法可以提高 BP 算法的收敛性，与 BP 算法相比可以有效提高算法的求解效率。因为回溯的加入，算法

的时间复杂度会增加，所以在未来的工作中，可以优化算法，减少算法的时间复杂度。 
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