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摘  要 

本文研究了带借贷利率的复合泊松模型的脉冲分红与注资问题。本文目标是最大化绝对破产界之上分红

现值与注资现值之差的期望值。我们先得到值函数的性质，给出可行策略的定义，然后根据随机控制理

论证明了动态规划原理，启发式得出QVI不等式并且证明值函数是该不等式的几乎处处解，最后在最优

策略存在的前提下给出验证定理的证明。 
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Abstract 
In this paper, we study the problem of impulse dividend and capital injection in the compound 
Poisson model with debit interest. The objective is to maximize the expected present value of the 
dividends minus the discounted costs of capital injections until the absolute bankruptcy boundary. 
Firstly, we get the properties of the value function and give the definition of the admissible strate-
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gy. Then, we prove the dynamic programming principle according to the stochastic control theory, 
elicit the QVI inequality and prove that the value function is almost everywhere solution of the in-
equality. Finally, we give the proof of the verification theorem on the premise of the existence of 
the optimal strategy. 
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1. 引言 

最优分红问题可以追溯到 De Finetti (1957) [1]，他首次用直到破产的最大累计分红量来度量保险公司

的表现，证明了简单离散风险模型下最优分红策略是障碍(barrier)策略。1969 年，Gerber [2]用一个相关

离散问题取极限的方法证明了在经典风险模型下最优的分红策略一般为波段(band)策略。关于最优分红问

题的发展现状，可参见 Albrecher & Thonhauser (2009) [3]的综述及 Schmidli (2008) [4]与 Azcue & Muler 
(2014) [5]的两本专著。 

为使风险模型贴近实际，学者们进一步考虑了交易费用对最优分红策略的影响。固定交易费用的存

在往往会使得最优化问题变得复杂，由此产生了的随机脉冲控制问题。Bai & Guo (2010) [6]研究了经典

模型的脉冲分红问题，并在索赔额为指数分布的情况下得到了解析解。Thonhauser & Albrecher (2011) [7]
也在该模型下进一步讨论了简单脉冲分红策略的最优性。 

在市场实践中，当公司遭遇到财务困难时，管理者可能会选择由股东注资或者向银行贷款来摆脱困

境，不会轻易宣布破产。若选择由股东进行注资，则此时的目标变为如何实现破产前积累折现分红量与

累积折现注资量之差的期望值最大化。Paulsen (2008) [8]研究了一般的扩散模型，存在固定交易费用下的

最优脉冲分红与注资问题。张帅琪和刘国欣(2012) [9]研究了复合 Poisson 风险模型下带比例与固定交易费

用的最优分红和注资问题。Yao et al. (2014) [10]考虑了存在由注资引起的固定成本的情况下，对偶风险

模型下最优分红和注资问题。若选择向银行进行贷款，这时的模型变为经典 Cramer-Lundberg 风险模型

的一种推广——带借贷利率的复合 Poisson 风险模型。Dassios & Embrechts (1989) [11]提出这一模型并且

使用鞅方法研究当索赔额服从指数分布时的绝对破产概率。Embrechts & Schmidli (1994) [12]用 PDMP 理

论方法研究了一般风险模型的绝对破产概率。近年来，诸多学者对这类问题进行了广泛的研究。Zhou & 
Zhang (2005) [13]用 PDMP 理论方法给出了古典风险模型下绝对破产概率的一个明确表达式。Cai, Gerber 
& Yang (2006) [14]研究了 O-U 模型的绝对破产问题。Cai (2007) [15]给出了经典风险模型中绝对破产的期

望折现罚函数。 
本文充分考虑市场摩擦，假设每次分红和注资都要消耗比例交易费用和固定交易费用。通过脉冲控

制方法，我们研究最大化在绝对破产限之上分红现值和注资现值之差的期望值的性能指标函数。本文的

其余结构如下：第 2 节详细地阐述了该问题并给出对应的模型介绍。第 3 节给出值函数的性质和可行策

略的定义。第 4 节根据随机控制理论证明了动态规划原理，启发式的得出值函数所满足的 QVI 方程，证

明了验证定理。 
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2. 模型介绍 

不受控时，带借贷利率的复合 Poisson 风险模型{ } 0t t
X

≥ 可以表示为 

{ }( )00
1

d ,
t

s

Nt
t s iX

i
X x c X I s Yβ <

=

= + + −∑∫                                 (1) 

其中 x 为初始资本， 0c > 是保费收入率， 0β > 是借贷利率，{ } 0t t
N

≥ 是参数为 0λ > 的 Poisson 过程。索

赔额序列{ } 1i i
Y

≥ 为一列独立同分布严格正随机变量，它们具有共同的连续密度函数 ( )p y ，并且具有有限

的期望值，即 [ ]iY µ= < ∞ 。索赔额序列{ }iY 与索赔计数过程{ }tN 是相互独立的。如果强调初值 x，记

概率及期望分别为 ,x x  。否则，省略 x 记为 , 。 
在该模型下，假设公司的贷款是连续动态的。若在 t 时刻 ( ) 0X t < ，则公司需贷款 ( )X t 并用后续

的保费收入偿还贷款及借贷利息来弥补赤字继续经营。假设在 ( ],t t t+ ∆ 内无索赔发生，则公司的盈余满足： 

( ) ( ) ( )( )e 1 ,tX t t X t c t X t β∆+ ∆ = + ∆ + −  

其中 ( )X t t+ ∆ 是剩余赤字， ( )X t 是原赤字，c t∆ 是新增保费收入， ( )( )e 1tX t β∆ − 是还贷支出。令 0t∆ → ，

得到 

( ) ( ).X t c X tβ′ = +  

可以看到，当 ( ) cX t
β

> − 时， ( ) 0X t′ > ，在没有索赔发生的情况下， ( )X t 严格单调增加，公司的经

营还有可能恢复。而当 ( ) cX t
β

≤ − 时， ( )X t 严格单调递减，保险公司不能恢复。这时我们称保险公司绝

对破产，
c
β

− 称为绝对破产界。 

假设 z 为从盈余过程中取出的分红量，则股东们实际得到的分红量为 1 1K k z− + 。其中

( ) ( ]1 10, , 0,1K k∈ ∞ ∈ 均为常数， 1K 为每次分红时产生的与分红额独立的固定交易费用， 11 k− 为分红时要

支付的税率。假设 h 为公司想得到的注资额，则股东就必须要支付 2 2K k h+ ，其中 ( ) [ )2 20, , 1,K k∈ ∞ ∈ ∞ 均

为常数， 2K 为每次注资时产生的固定交易费用， 2 1k ≥ 为注资时的比例交易成本率。 
给定带流概率空间 { }( ), , ,tΩ   ，其中Ω为具有左、右极限的集合，{ }t 为过程 X 的自然σ -代数

流。记{ }tD 为从 0时刻到 t时刻的累计分红量，{ }tZ 为从 0时刻到 t时刻的累计注资量。控制策略 ( ),D Zπ =

称为可容许策略如果π 满足以下条件： 
1) { }tD 是非降的，左连右极的，关于{ }t 适应的纯跳过程且 0 0D = ， 

0
, 0;t s

s t
D D t+

≤ <

= ∆ ≥∑                                      (2) 

2) { }tZ 是非降的，左连右极的，关于{ }t 适应的纯跳过程且 0 0Z = ， 

0
, 0;t s

s t
Z Z t+

≤ <

= ∆ ≥∑                                      (3) 

3) 对于 0 t πτ≤ < ， 0 t t
cD X π

β+≤ ∆ ≤ + ； 

4) 对于 0 t πτ≤ < ， 0t tD Z+ +∆ ⋅∆ = 。 
受控盈余过程 tX π 为 

{ }00
1

d .
t

s

Nt
t s i t tX

i
X x c X s Y D Zπ

π πβ
<

=

 
 
 

= + + − − +∑∫ 1                           (4) 
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绝对破产时刻定义为 

: inf 0 : .t
ct Xπ πτ
β+

 
= ≥ ≤ − 

 
 

记Π 是所有可容许策略的集合， xΠ 是初始盈余为 x 的所有可容许的控制策略的集合。其中，条件(3)
说明公司每次分红不能导致赤字发生，条件(4)说明分红和注资不可同时发生。 

对每个可容许策略π ，性能指标函数 ( )V xπ
定义如下： 

( ) { }( ) { }( )1 1 2 20 0
0 0

: e e ,
s s

s s
x s sD Z

s s

V x k D K k Z K
π π

π δ δ

τ τ
+ +

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ≤ <

 
= ∆ − − ∆ + 

 
∑ ∑ 1 1                (5) 

表示为绝对破产前的累计折现分红量和累计折现注资量之差的数学期望，其中 0δ > 为折现因子。 
我们的目标是找到最优可行策略来最大化性能指标函数，下面定义值函数 V： 

( ) ( ){ }: sup ; .V x V xπ π= ∈Π                                  (6) 

最优策略 *π ∈Π是使得下面等式成立的策略： 

( ) ( )*
.V x V xπ=  

3. 值函数和可行策略的性质 

3.1. 值函数的性质 

引理 3.1. 对于
cx
β

> − ，值函数 ( )V x 满足 

( ) 10 .c cV x k x
δ β

 
≤ ≤ + + 

 
                                (7) 

证明：当 0x < 时，我们定义策略π 如下： 0t tD Z= = ，则得到 ( ) ( ) 0V x V xπ≥ = 。现考虑策略π ： 

在初始时刻，将
cx ε
β

+ − 立即分红，将之后的保费收入进行分红并且不进行资金注入，这样得到上界： 

( ) 1 .c cV x k xπ ε
δ β

 
≤ + + − 

 
 

因为 ε 任意小并且取遍所有可允许策略，则得到 

( ) 1 .c cV x k x
δ β

 
≤ + + 

 
 

引理 3.2. 对于
cx
β

> − ，值函数 ( )V x 是非减的并且是局部 Lipschitz 连续的。 

证明：显然，对两个不同的初始资本采取同样的策略，那么就有值函数 ( )V x 是增的。对任意给定的 

可允许策略 ( ),t t x chD Zπ += ∈Π 。当
cx
β

> − 时，令 0h > ，考虑如下定义策略 { },t tD Zπ = ： 

( )1, ,
0, ,

t h
t

t hπ τ
π − ∧ ≥

= 
 其它

 

由于 ( )1 e hP h λτ −≥ = ，则 
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( ) ( ) { }( ) { }( )

( ) { }( ) { }( )

{ }( )

1 1 2 2 10 0
0 0

1 1 1 2 2 10 0
0 0

1 1 20

e e |

e e |

e e e

s s

s s

s

s s
x x s sD Z

s s

s s
x s sD Z

s s

h s s
x x s D

h s

V x V x k D K k Z K

P h k D K k Z K h

k D K k

π π

π π

π

π δ δ

τ τ

δ δ

τ τ

λ δ δ

τ

τ

τ τ

+ +

+ +

+

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ≤ <

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ≤ <

− − −
+ ∆ >

≤ <

≥ = ∆ − − ∆ +

 
= ≥ ∆ − − ∆ + ≥ 

 

= ∆ − −

  
  
   

∑ ∑

∑ ∑

∑

 



 

1 1

1 1

1 { }( )

{ }( ) { }( )
( )

{ }( ) { }( )

2 0

1 1 2 20 0
0 0

1 1 2 20 0
0 0

|

e e e e |

e e e

s

s s

s s

s hZ
h s

h h s s
x x s s hD Z

s h s h

h s s
x ch s sD Z

s h s h

Z K

k D K k Z K

k D K k Z K

π

π π

π π

τ

λ δ δ δ

τ τ

λ δ δ δ

τ τ

+

+ +

+ +

+ ∆ >
≤ <

− − − −
+ +∆ > ∆ >

≤ < − ≤ < −

− + − −
+ + +∆ > ∆ >

≤ < − ≤ < −

∆ +

 
= ∆ −

 

− ∆ + 
  


= ∆ − − ∆

 
  
   

 
 



+




∑

∑ ∑

∑ ∑

 







1

1 1

1 1

( ) ( )e ,hV x chλ δ π− +


 



= +

 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sup e e .
x ch

h hV x V x ch V x chλ δ λ δπ

π +

− + − +

∈Π
≥ + = +  

根据 ( )V x 的有界性，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 1 e .hV x ch V x V x ch V x ch hλ δ λ δ− +≤ + − ≤ + − ≤ + +  

由此可证明 ( )V x 在 ,c
β

 
− +∞ 
 

上的局部 Lipschitz 连续性。 

3.2. 可行策略 

令 x 与 x 分别为定义于 + 上的非减左连右极的阶梯函数 ( )1 tα 与 ( )2 tα 的集合，满足 

1) ( ) ( ) ( )1 1 1: tt t t xα α α+∆ = + − ≤ ，其中 ( ) ( ) ( )0 2 10
d

s

t
t s xx x c x s t tβ α α<= + + + −∫ 1 ； 

2) ( ) ( )1 2 0t tα α+ +∆ ∆ = ， 
对所有 t +∈ 成立； ( ) ( )1 20 0 0α α= = 。 
定理 3.3. 一个分红注资策略{ },t tD Z 是可行的，当且仅当存在两个 ( )2

+ -可测的函数 ( )1 ,x tα 和 

( )2 ,x tα 对所有的
cx
β

> − ， ( ) ( )1 2, , ,x xx xα α⋅ ∈ ⋅ ∈  以及 ( )
nτ +×   -可测函数

( ) ( ) ( )1 1 ,n n tα α ω= 和 

( ) ( ) ( )2 2 ,n n tα α ω= 对任意ω∈Ω和 1,2,n = ， ( ) ( )1 , D
n

n
Xτ

α ω ⋅ ∈ ， ( ) ( )2 , Z
n

n
Xτ

α ω ⋅ ∈ ，使得 

( )
( ) ( )

1 0 1

1 1

, , 0 ;

, , 1, 2, .
n

t n
n n n

X t t
D

D t t nτ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                       (8) 

( )
( ) ( )

2 0 1

2 1

, , 0 ;

, , 1, 2, .
n

t n
n n n

X t t
Z

Z t t nτ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                       (9) 

证明：先看充分性，显然(8)、(9)式定义的策略是可行的。我们只需要证明必要性。注意到 t 是一

个跳流，即对于 t +∈ ， 0,1,n = ， 

{ } { }1 1 ,
nt n n n nt tττ τ τ τ+ +≤ < = ∩ ≤ <∩   

其中， 

{ } { }0 0 0 1 1, ; , ; ; , , 1, 2,
n n nX X Y Y nτσ σ τ τ= = =    
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对任意 1,2,n = ，存在 ( )
nτ +×   -可测函数

( ) ( ) ( )1 1 ,n n tα α ω= 使得(8)式成立，存在 ( )
nτ +×   -

可测函数
( ) ( ) ( )2 2 ,n n tα α ω= 使得(9)式成立。由 { }0 0Xσ= 。根据 Doob 可测性定理可知，存在两个 

,c
β +

 
− +∞ × 
 

 -可测的函数 ( ) ( )1 2, , ,x t x tα α ，使得 ( ) ( )* *
1 0 2 0 1, , , ,t tD X t Z X t tα α τ= = < 。特别地， 

( )1 , xxα ⋅ ∈ ， ( )2 , xxα ⋅ ∈ 。 

4. 动态规划原理和验证定理 

4.1. 动态规划原理 

引理 4.1. (动态规划原理)对于任意的
cx
β

> − 和停时 T，可以写出如下方程： 

( ) { }

{ }
( ) ( )

1

1
1

1

1 1 0
0

2 2 0
0

sup e

e e .

s
x

s

s
x s D

s T

Ts
s TZ

s T

V x k D K

k Z K V X

δ

π τ

δ τδ π
τ

τ

+

+

−
+ ∆ >

∈Π ≤ < ∧

− ∧−
+ ∧∆ >

≤ < ∧


= ∆ −  


 − ∆ +



+   

∑

∑

 1

1

                  (10) 

证明：我们仅需证明对任意固定的时间 0t ≥  (10)式成立。令 

( ) { }

{ }
( ) ( )

1

1
1

1

1 1 0
0

2 2 0
0

, sup e

e e .

s
x

s

s
x s D

s t

ts
s tZ

s t

V x t k D K

k Z K V X

δ

π τ

δ τδ π
τ

τ

+

+

−
+ ∆ >

∈Π ≤ < ∧

− ∧−
+ ∧∆ >

≤ < ∧


= ∆ −  

 

 
 




− ∆ + + 


∑

∑

 1

1

                  (11) 

首先证明 ( ) ( ),V x V x t≤ ，任取一个可行策略 { },s s xD Zπ = ∈Π ，则 

( ) { }( ) { }( )( )

{ }( ) { }( )( )
1

1

1 1 2 20 0
0

1 1 2 20 0

e e

e e ,

s s

s s

s s
x s sD Z

s t

s s
s sD Z

t s

V x k D K k Z K

k D K k Z K
π

δ δ
π

τ

δ δ

τ τ

+ +

+ +

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ∧

− −
+ +∆ > ∆ >

∧ ≤ <


= ∆ − − ∆ +



+ ∆ −



− ∆ + 



∑

∑

 1 1

1 1
 

其中，等式右边的第二项满足 

{ }( ) { }( )( )
( ) ( )

{ }( )

( ) ( )
{ }( )

( ) ( )

1

1 1

1

1 1

1

1 1

1

1 1 2 20 0

1 1 0

2 2 0

1 1

e e

e e

e e

e e

s s

s

s

s s
x s sD Z

t s

t s t
x s D

t s

t s t
s Z

t s

t s t
x x s

t s

k D K k Z K

k D K

k Z K

k D K

π

π

π

π

δ δ

τ τ

δ τ δ τ

τ τ

δ τ δ τ

τ τ

δ τ δ τ

τ τ

+ +

+

+

+

− −
+ +∆ > ∆ >

∧ ≤ <

− ∧ − − ∧
+ ∆ >

∧ ≤ <

− ∧ − − ∧
+ ∆ >

∧ ≤ <

− ∧ − − ∧
+ ∆

∧ ≤ <

 
 
  

∆ − − ∆ +

= ∆ −


− ∆ + 





= ∆ −





∑

∑

∑

∑





 

1 1

1

1

1{ }( )

( ) ( )
{ }( )

( ) ( )

1

1 1
1

1

1
1

0

2 2 0

|

e e |

e .

s

s

tD

t s t
x s tZ

t s

t
x t

X

k Z K X

V X

π

π
τ

δ τ δ τ π
τ

τ τ

δ τ π
τ

+

∧>

− ∧ − − ∧
+ ∧∆ >

∧ ≤ <

− ∧
∧

 
− ∆

  
  
  

+  
  

 

 ≤  

∑



1

 

故 ( ) ( ),V x V x tπ ≤ 。由于可行策略π 的任意性， ( ) ( ),V x V x t≤ 。 
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下面证明 ( ) ( ),V x V x t≥ 。给定 0ε∀ > 取可行策略 { },s s xD Zπ = ∈Π 使得 

{ }( )

{ }( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1

1

1 1 0
0

2 2 0
0

e

e e ,
2

s

s

s
x s D

s t

ts
s tZ

s t

k D K

k Z K V X V x t

δ

τ

δ τδ π
τ

τ

ε

+

+

−
+ ∆ >

≤ < ∧

− ∧−
+ ∧∆ >

≤ < ∧


∆ −




− ∆ + + ≥ −


∑

∑

 1

1

 

由于 V 在 ,c
β

 
− ∞ 
 

上是递增且连续的，则可以找到递增数列 0 1 2 n
c x x x x
β

− = < < < < < ，且

lim nn
x

→∞
= ∞使得若 [ )1,i iy x x +∈ ，有： 

( ) ( ) .
4iV y V x ε

− <                                     (12) 

对于 1,2, , ,i n=  成立。取可行策略 { },
i

i i
i s s xD Zπ = ∈Π 使得 ( ) ( )

4
i

i iV x V xπ ε
− < 。 

定义一个新策略 { },s sD Zπ = ： 
• 如果 1 tτ ≤ 且 1 T πτ = ，令 , , 0s s s sD D Z Z s= = ≥ 。 

• 如果 1 tτ ≤ 且 1
πτ τ< 或 1 tτ > ，在 [ ]10,s t τ∈ ∧ 令；当 [ )

1 1,t i iX x xπ
τ∧ +∈ 时，在 ( 1, is t πτ τ ∈ ∧ 上令 iπ π= 。 

注意到对于
c x y
β

− < ≤ ，有 x yΠ ⊆ Π 。由上述定义方法可知策略π 可行，若 [ )
1 1,t i iX x xπ
τ∧ +∈ 有 

( ) ( ) ( )
1

.
4

i
t i iV X V x V xππ π
τ

ε
∧ = ≥ −                             (13) 

根据(12)和(13)有 

( ) ( ) { }( )

{ }( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1

1

1 1
1 1

1 1 0
0

2 2 0
0

, e

e e
2

e e .
2

s

s

s
x s D

s t

ts
s tZ

s t

t t
x t x t

V x t V x k D K

k Z K V X V x

V X V X

π δ

τ

δ τδ π π
τ

τ

δ τ δ τπ π π
τ τ

ε

ε ε

+

+

−
+ ∆ >

≤ < ∧

− ∧−
+ ∧∆ >

≤ < ∧

− ∧ − ∧
∧ ∧


− ≤ ∆ −



− ∆ + +



− +

 = −  
 + <  

∑

∑



 

1

1  

再根据 ε 的任意性，有 ( ) ( ) ( ),V x t V x V xπ≤ ≤ 。 
综上可得 ( ) ( ),V x V x t= 。因此，动态规划原理成立。 

4.2. 验证定理 

定义一些关于函数 ( )f x 的算子： 
1) 分红算子： 

( ) ( )1 1 1: sup ;0 ,cf x f x k K xξ ξ ξ
β

 
= − + − < < + 

 
                   (14) 

2) 注资算子： 

( ) ( ){ }2 2 2: sup ; 0 ,f x f x k Kη η η= + − − >                      (15) 

3) 折现生成算子 ： 
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( ) { }( ) ( ) ( ) ( ) ( )0: ,xf x c x f x f x f xβ λ δ λ< ′= + − + + 1                  (16) 

其中， ( ) ( ) ( )
0

df x f x y F y
∞

= −∫ 。 
因此，我们可以写出 QVI 不等式： 

( ) 0,f x ≤  

( ) ( )1 0,f x f x− ≤  

( ) ( )2 0,f x f x− ≤  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 0,f x f x f x f x f x− − =    

也可写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2max , , 0.f x f x f x f x f x− − =                  (17) 

命题 4.2. 值函数 V 是 QVI 不等式(17)的几乎处处解。 

证明：对于任意的
cx
β

> − 和 1 2,x xα α∈ ∈  ，定义 ( )1 2,α α α= ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1 20 0
: d

x

t
x x s

t x c s s t tα
α α

φ
φ βφ α α

<

 = + + − + 
 ∫ 1 和 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 21 1 1 2 2 20 0
0 0

e es s
s s

s t s t
v t k s K k s Kα δ δ

α αα α
+ +

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ≤ <

 = ∆ − − ∆ 
   +∑ ∑1 1 ，显然， ( )x tαφ 是左连右极 

的。根据定理3.3，对于策略 ( ), xD Zπ = ∈Π ，有 1 xα ∈ ， 2 xα ∈ 使得 ( ) ( )1 2 1, , , ,0t tD x t Z x t tα α τ= = ≤ < 。 
因此，可将(10)写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1 2
1

,
sup e .

x x

t
x tV x v t V Xδ τα π

τ
α α

τ − ∧
∧

∈ ∈

 = ∧ +  
                     (18) 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )1
11 e .t

x tV x v t V Xδ τα π
ττ − ∧

∧
 ≥ ∧ +   

令 0t → ，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )1 1
11 1 1 10 00 0 0 0 ,xV x v V k K V xα α

αφ α α
++ + + +∆ >≥ + = ∆ − + − ∆1  

或者 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )2 2
22 2 2 20 00 0 0 0 .xV x v V k K V xα α

αφ α α
++ + + +∆ >≥ + = − ∆ − + + ∆1  

由 1 2,α α 的任意性可以得到 

( ) ( )1 0.V x V x− ≤                                 (19) 

( ) ( )2 0.V x V x− ≤                                 (20) 

令 0h > 充分小，定义函数 

( ) ( ) ( ){ }( ), 00
, , d .

h

x sx h x c x s sϕϕ βϕ <= + +∫ 1  

由(18)式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 0 0

e e , e , d d .
hh h s

x hV x V X V x h V x s y F y sδ τ λ δ λ δπ
τ ϕ λ ϕ

∞− ∧ − + − +
∧≥ ≥ 

  + −∫ ∫  
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整理上式，两边同时除以 h，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1 e , e , d d,
0.

hh sV x h V x s y F y sV x h V x
h h h

λ δ λ δϕ λ ϕϕ
∞− + − +− −−

− + ≤∫ ∫          (21) 

由单调性和局部 Lipschitz 连续性知 ( )V x′ 是几乎处处存在的。那么存在一个序列 0nh → ，使得 

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( )

0

, ,
lim limsup .

, ,
n

n hn

V x h V x V x h V x
V x

x h x x h x
ϕ ϕ
ϕ ϕ→∞ →

− −
′= =

− −
 

又由于 

( )
{ }00

,
lim ,xh

x h x
c x

h
ϕ

β <→

−
= + 1  

因此 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
{ }( ) ( )0

, , ,
lim lim .

,
n n n

xn n
n n n

V x h V x V x h V x x h x
c x V x

h x h x h
ϕ ϕ ϕ

β
ϕ <→∞ →∞

− − −
′= ⋅ = +

−
1  

令(21)式子中的 0h → ，得 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 . . .xc x V x V x V x a eβ λ δ λ< ′≥ + − + + 1  

令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2: 0 or 0x V x V x V x V x= − = − =   。根据 V， ( )1V x 和 ( )2V x 的连续性可知区域

 是闭集。因此，定义 =   就是一个开集。根据前面的推导可以看出，区域 中发生了干涉。

取 x∈，当某个 0h > 足够小时，对于初始余额为 ( ),x x ch x ch′∈ − + ⊂ 时，初始时刻立即分红或者立

即注资不是最优的，因此可以得到 

( ) ( ) ( )1
1

e ,h
x hV x V Xδ τ π

τ
− ∧

∧
 =  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1 e , e , d d,
0.

hh sV x h V x s y F y sV x h V x
h h h

λ δ λ δϕ λ ϕϕ
∞− + − +− −−

− + =∫ ∫  

由于 V 是连续且线性有界的，当令 0h → 时右极限存在，因此下式在上几乎处处成立 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 .xc x V x V x V xβ λ δ λ< ′= + − + + 1  

再由 = ∪  ，可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 0.V x V x V x V x V x− − =    

在上几乎处处成立。因此， ( )V x 是 QVI 不等式(17)的几乎处处解。 
令 ( )f x 为非减的、绝对连续的 QVI 不等式(17)的几乎处处解。定义 

( ) ( ){ }1: arg max .c u x
a x f u k u

β
− < ≤

= −                          (22) 

( ) ( ){ }2: arg max .c z
d x f z k z

β
− <

= −                          (23) 

令 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1*

1

, 0;
0, 0.
x a x f x f x

x
f x f x

β
− − =

=  − <




                     (24) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2*

2

, 0;
0, 0.
d x x f x f x

x
f x f x

γ
 − − ==  − <




                       (25) 

定义 

( )
( )

*
1 0 1*

*
1 1

, , 0 ;

, , , 1, 2, .
n n

t
n n n

X t t
D

D X t t nτ τ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                    (26) 

( )
( )

*
2 0 1*

*
2 1

, , 0 ;

, , , 1, 2, .
n n

t
n n n

X t t
Z

Z X t t nτ τ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                    (27) 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* ** * * *
1 2

0 0
, : , , : .x x

s t s t
x t s x t sα αα β φ α γ φ

≤ < ≤ <

= =∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )* *

*
* * * * *

1 2 1 20 0
, , : d .

x

t
x x

s
t x c s s t t

α

α α

φ
α α α φ βφ α α 

 
 

<

 
 = = + + − +
 
 

∫ 1  

显然， ( ) ( )* *
1 2, , ,x xx t x tα α∈ ∈  且 ( )* *, xD Z ∈Π 。 

定理 4.3. (验证定理)假设非减的且绝对连续的函数 :f +  是方程(17)的一个几乎处处解，满足 

( ) 1 .c cf x k x
δ β

 
≤ + + 

 
 

那么(26)，(27)式定义的策略 ( )* *,D Z 是最优策略，函数
*f V V

π
= = 。 

证明：考虑定理 3.3 中式(8)、(9)定义的策略{ }, xD Z ∈Π ， nτ 和 1nτ + 之间的受控盈余过程对应的系统

为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )1 20 0

d .n
x

tn n n n
x x s

t x c s s t t
φ

φ βφ α α
<

 
= + + − + 

 
∫ 1  

我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

0 1
e e e e .

t t
n n n

n n n n

N N
tt

t t
n n

f X f x f X f X f X f Xδ τ δτ δτδ π π π π π
τ τ τ τ

+

+

− ∧ − −−
∧ − −

= =

   = + − + −  ∑ ∑  

根据 Stieltjes 分部积分公式，得到 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )11

1 1,
e e e d e d .nn n

n n n n nn

tt ns s
t n sXt

f X f X f s f X sπ
τ

τδ τ δτπ π δ δ π
τ τ τ τ τ

φ τ δ++

+ +

∧− ∧ − − −
∧ − ∧

 − = − − 
 ∫ ∫  

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )

1

1

, 0
0

1

0, 0
0

e e d e d

e

e d , e d .

t

n n n

t
n

n n

t
n

nn n

N tnt s s
t n sXt

n
N

n
N ts n s

s tt
n

f X f x f s f X s

f X f X

f x f X s f X s M

π
τ

δ π δ δ π
τ τ

δτ π π
τ τ

δ τ π δ π
ττ τ

φ τ δ

δ

+

+

− − −

∧
=

−
−

=

− + −

∧ −
=

 = + − − 
 

 + − 

= + − +

∑∫ ∫

∑

∑∫ ∫

 

其中算子 ( )n 和过程 M 分别定义如下： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
, : d ,

tn n n
x xf x t f t f x f f s sφ λ φ = − + − ∫   

( ) ( ) ( )( )0
1
e e d .

t
n

n n

N t s
t s

n
M f X f X f f X sδτ π π δ π

τ τ λ− −
−

=

   = − − −  ∑ ∫   

注意到， tX x ctπ ≤ + ， ( ) 1
c cf x k x
δ β

 
≤ + + 

 
，则有 

( ) ( ) ( ) [ ]
1
e 2 .

t
n

n n

N

x x t
n

f X f X f x ct Nδτ π π
τ τ

−
−

=

 
− ≤ + ⋅ < ∞ 

 
∑   

可知 tM 是一个零初值的鞅。在式子两边同时加上 

{ }( ) { }( )1 1 2 20 0
0 0

e e
s s

s s
s sD Z

s t s t
k D K k Z Kδ δ

+ +

− −
+ +∆ > ∆ >

≤ < ≤ <

∆ − − ∆ +∑ ∑1 1 后，再取期望得到 

( ) ( ) { }( )

{ }( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1

1 1 0
0

2 2 0
0

0,
0

0

e e

e

e d , d

e d ,

s

s

t
n

nn n

t s
x x s Dt

s t

s
x s Z

s t

N
s n n

x t
n

t s
x s

f X k D K

k Z K

f x f X s v s

f X s

π

π
π

π

πτ

π

π

δ τ π δ
τ

τ

δ

τ

δ τ π
ττ τ τ

τ δ πδ

+

+

∧

+

− ∧ −
+ ∆ >∧

≤ < ∧

−
+ ∆ >

≤ < ∧

− +
 ∧ ∧ − =

∧ −

   + ∆ −     
 

− ∆ + 
 

 
= + + 

  
 −   

∑

∑

∑ ∫

∫

 









1

1
             (28) 

其中 

( ) ( ) ( )
( ){ }

( )
( ){ }1 2

1 1 1 2 2 20 00 0
e e .n n

n n ns s

s t s t
v t k K k Kδ δ

α α
α α

+ +

− −
+ +∆ > ∆ >≤ < ≤ <

   
      
  

= ∆ − − ∆


+∑ ∑1 1  

对于 x +∈ ，令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) , d ,
n n n n

n
n n

t

X X
f t f X t v t f s sπ π

τ τ

α α π α α
τ δ φ = + −  

 ∫   

其中
( ) ( ) ( )( )1 2,n n nα α α= 。考虑其勒贝格分解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
n n n

n n n

c pd

X X X
f t f t f tπ π π

τ τ τ

α α α   = +   
   

    

其中，
( ) ( )
n

n

c

X
f tπ

τ

α 
 
 
 和

( ) ( )
n

n

pd

X
f tπ

τ

α 
 
 
 分别表示其连续部分和纯离散部分。f 是局部 Lipschitz 连续的函数， 

所以 f 绝对连续和几乎处处可微。因此存在一个密度函数 g 使得 ( ) ( ) ( )dy

x
f y f x g u u− = ∫ 和 ( ) ( )g x f x′=

几乎处处成立。因此可以得到， 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , . .xc x g x f x f x f x a eβ λ δ λ<+ − + + = 1  

和 

( ) ( ) { } ( ) ( )( )1 1 10 0, 0 ,cf x f x k K f x f x xξξ ξ ξ
β>− − + − ≤ − ∨ ≤ < +1  

( ) ( ) { } ( ) ( )( )2 2 20 0, 0 .f x f x k K f x f xηη η η>+ − − − ≤ − ∨ <1  
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由于 f 几乎处处满足 QVI 不等式(17)，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

d 0
n n n n n

nn n n n n
X

n

c
t

X X X X X
s

f t c s g s f s f s sπ π π π π
τ τ τ τ τα

π
τ

α α α α α

φ

βφ φ λ δ φ λ φ  < 
  

  
          = + − + + ≤         

         
   

∫ 1  

和 

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1

1

2 2

2

1 1 1 00

2 2 2 00

0.

n nn

n
n n n

n n

n
n n

pd
n

X X X ss t

n
X X uu t

f t f s f s k s K

f u f u k u K

π π π
τ τ τ

π π
τ τ

α αα

α

α α

α

φ φ α

φ φ α

+

+

+ ∆ >≤ <

+ ∆ >≤ <

       = + − + ∆ −      
       

     + + − − ∆ −    
     

≤

∑

∑

 1

1  

将上面两个不等式代入(28)有 

( ) ( ) ( ) { }( )

{ }( )

1 1 0
0

2 2 0
0

e e

e .

s

s

t s
x x s Dt

s t

s
x s Z

s t

f x f X k D K

k Z K

π

π
π

π

δ τ π δ
τ

τ

δ

τ

+

+

− ∧ −
+ ∆ >∧

≤ < ∧

−
+ ∆ >

≤ < ∧

  ≥ + ∆ −     
 

− ∆ + 
 

∑

∑

 



1

1
 

由于 f 非负，令 t →∞ ，有 ( ) ( )f x V xπ≥ ，从而得到 ( ) ( )f x V x≥ 。 
另一方面，令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2: 0 or 0x f x f x f x f x= − = − =   ， =   。f 几乎处处满足 QVI

不等式(17)，因此在上 ( ) 0f x = 几乎处处成立，在 上 ( ) ( )1 0f x f x− = 或 ( ) ( )2 0f x f x− = 。

( ) ( ){ }* *: 0 or 0x x xβ γ= > > 是干涉区间，因此
*

tX π ∈几乎处处成立，其中 ( )* *,D Z 是由(26)，(27)定义

的。这说明 

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

* * * * *

*

*

0 0

0

d

d 0

x

c t
x x x x x

s

t
x

f t c s g s f s f s s

f s s

α

α α α α α

φ

α

βφ φ λ δ φ λ φ

φ

 
< 

 

  = + − +


+ 
  


 
 

=

 

=

∫

∫

 



1
 

和 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

* **
1 1

*
1

* *
2 2

*
2

*
1 1 1 0

0

*
2 2 2 0

0

0.

pd

x x x s
s t

x x u
u t

f t f s f s k s K

f u f u k u K

α αα
α

α α
α

φ φ α

φ φ α

+

+

+ ∆ >
≤ <

+ ∆ >
≤ <

 = + − + ∆ − 
 
 + + − − ∆ − 
 

=

∑

∑

 1

1  

将上面两个等式代入(28)，将π 和 ( )nα 换成 *π 和 *α ，可得 

( ) ( ) { }

{ }

*
*

* *
*

*
*

*
1 1 0

0

*
2 2 0

0

e e

e .

s

s

t
s

x x s Dt
s t

s
x s Z

s t

f x f X k D K

k Z K

π

π
π

π

δ τ
π δ

τ
τ

δ

τ

+

+

 
− ∧  − 

+ ∆ >∧
≤ < ∧

−
+ ∆ >

≤ < ∧

     = + ∆ −  
      

  − ∆ +  
   

∑

∑

 



1

1

 

同时， 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

*
** * *

* * * *

*

*

e e e

e e ,

t
t

x x x t
t t t

t t
x t

t

f X f X f X

f X f x ct

π
π

π π π π

π

δ τ
π δτ π δ π

τ τ τ τ

δ π δ

τ

 
− ∧  − − 

   ∧ ≤ >   
   

− −
 

> 
 

     
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          

 
 ≤ ≤ +
  

  



1 1

1

 

可以得到，当 t →∞ 时， ( )
*

*

*e 0
t

x
t

E f X
π

π

δ τ
π

τ

 
− ∧ 

 

∧

 
  →
  

。再由 *
xπ ∈Π ，有 ( ) ( ) ( )*f x V x V x

π
= ≤ 。 
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