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摘  要 

Lasso正则化方法是常用的变量选择方法。但Lasso正则化方法的优劣取决于能否选取出最优的正则化参

数。本文在AIC准则的基础上，提出适用于Lasso正则化参数选择的修正的AIC (MAIC)准则。数据模拟及

实例分析表明，Lasso方法在MAIC准则下能够以更高的概率选择正确的模型，MAIC准则明显优于其它参

数选择方法。 
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Abstract 
Lasso regularization method is a commonly used variable selection method. However, the merits 
of Lasso regularization method depend on whether the optimal regularization parameters can be 
selected. Based on the AIC criterion, a modified AIC (MAIC) criterion is proposed for the selection 
of Lasso regularization parameter selection. Through data simulation and practical application, 
Lasso method can select the correct model with higher probability under MAIC criterion, and MAIC 
criterion is obviously superior to other parameter selection methods. 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2023.123106
https://doi.org/10.12677/aam.2023.123106
https://www.hanspub.org/


赵哲宇 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123106 1046 应用数学进展 
 

Keywords 
Lasso, Variable Selection, Regularization Parameter, MAIC, High-Dimensional Data 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

高维数据分析在科学、人文和工程的各个领域变得越来越重要。面对这些高维数据，需要采取合适

的方法对其进行降维或变量选择。经典的变量选择准则，如 Akaike 提出的最小信息准则(AIC) [1]、贝叶

斯信息准则(BIC) [2]以及交叉验证(CV)或广义交叉验证(GCV) [3]等。近年来，变量选择的正则化方法已

逐渐流行起来，这些方法包括 Lasso [4]，SCAD [5]，MCP [6]，Elastic net [7]及自适应 Lasso [8]等。 
稀疏正则化方法优劣的关键是选择正则化参数，CV 被广泛用于正则化参数的选择，然而在高维情况

下 CV 会导致模型不稳定，并且为 Lasso 估计[9]选择了过多变量。GCV 是另一种广泛使用的方法，但众

所周知，GCV 与 AIC 相似，具有较好的渐近有效性，但不满足变量选择的一致性。Wang、Li 和 Tsai [10]
指出，常用的 GCV 不能选择令人满意的正则化参数，在 SCAD 估计方法中存在不可忽视的过拟合现象。

AIC 准则本质上是相对熵损失的最核心部分的渐近无偏估计，非常适合在预测模型中权衡所估计模型的

复杂度和此模型拟合数据的优良性，但其在分析大样本时有时并不明显，并且在很复杂的模型识别中有

不适用的情况。因此，Akaike [11]进一步对准则做了修改，利用贝叶斯原理得到后验分布，再使似然函

数最小的办法得出后来的 BIC 准则，该选择器能够一致的识别正确的模型。Wang 和 Leng [12]也为自适

应 Lasso 做过类似的工作。 
上述关于正则化参数选择的研究主要针对固定维数。近年来，在高维模型中引入了各种调整参数的

选择方法。Wang，Li 和 Leng [13]提出了一种修正 BIC (MBIC)准则，适用于协变量的维数 p 小于样本量

n，并且维数 p 为发散维数的情况。在 p > n 的高维情形下，Chen 和 Chen [14]提出了广义的 BIC (EBIC)。
Wang 和 Zhu [15]将 EBIC 的结果推广到超高维情况，提出了一个高维 BIC (HBIC)准则。Fan 和 Tang [16]
在广义线性模型的罚似然估计中提出了广义信息准则(GIC)。 

最近，Hui，Warton 和 Foster 针对自适应 Lasso 提出了 ERIC 准则[17]。受 Lepski 非参数回归带宽选

择方法的启发，一种新的方案AV∞被提出，用于选择高维线性回归中 Lasso 正则化参数[18]。Li 和 Lederer 
[19]将该方法用于逻辑回归中。更多正则化参数选择方法可见文献 Wu 和 Wang [20]。 

本文在 AIC 准则基础上，提出 MAIC 准则选择 Lasso 正则化参数。该方法克服了 AIC 准则过拟合的

缺陷，既适用于低维情形，也适用于高维情形。通过数据模拟表明，MAIC 准则能够以更高的概率选择

正确的模型。 

2. 罚估计方法 

正则化方法是一类特殊的收缩方法，能够同时实现变量选择和系数估计，是一种主流的变量选择方

法。该方法是基于惩罚的思想，在最小二乘和最大似然估计的基础上，对目标函数施加一个惩罚项，从

而使新的目标函数的最优子集相对于原目标函数的最优子集有所收缩，从而达到稀疏的目的。以线性回

归模型为例，正则化方法基本形式如下： 

( ){ }2
12min p

jjy X Jβ λβ β
=

− +∑                               (1) 
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其中 Jλ 是依赖于参数 0λ > 的惩罚项。 
当惩罚项为对系数的 L1 范数，即为 Lasso 估计，如下所示： 

2

2 1

1ˆ arg min
2

y X
nββ β λ β = − + 

 
                            (2) 

Lasso 估计使用了绝对值形式的惩罚项，由于其在零处的不可导性质，使其在模型的参数估计过程中

较小系数会因为惩罚项的存在从而直接压缩到 0，从而实现变量选择的目的。 

3. Lasso 正则化参数选择方法 

在实际应用中，正则化模型的优劣与正则化参数取值密切相关，不同正则化参数会导致不同的惩罚

力度，进而影响最终的模型。本节主要研究 Lasso 估计的各种正则化参数选择方法。 

3.1. 交叉验证 

交叉验证(CV)是常用的正则化参数选择手段。在模型选择时把已有的数据分为三个部分，第一部分

用以训练，第二部分用以检验，第三部分用以测试。如果检验集的数据量不足，使用交叉验证也可以作

为一种检验模型的方法。交叉验证的基本思想是把样本分割成训练集以及检验集后先采用训练集建立模

型，用刚建立的模型对检验集进行预测，并求检验集的预测误差(PE)，多次重复后对所产生的多个预测

误差(PE)平均处理并进行记录。交叉检验的误差越小，说明模型拟合效果越好。 
K 折交叉验证(K-fold CV)表达式如下， 

( ) ( )2
1 1

1 1CV kn
i ik i

k

KK y X
K nλ β

= =

 
= − 

 
∑ ∑                           (3) 

但 CV 方法容易产生过拟合现象，即在参数选择时， λ 容易过小，则非零 β 数量就会过多，造成模

型的过拟合，从而不满足变量选择的一致性要求。 

3.2. AIC 准则 

信息准则有一个优势是计算信息准则的计算量比交叉检验要少。在常用的信息准则中比较有名的是

赤池信息准则(AIC)。通常情况下，AIC 定义为： 

( ) 

2
2AIC log

y X
df

n n λ

β
λ

 −
 = +
 
 

                             (4) 

其中dfλ 为广义自由度。 
Tibshirani [4]介绍了怎样去计算 Lasso 自由度(DF)的近似值。Efron [21]阐述了 Lasso 的求解路径，并

且用最小角回归 LARS 去求解 Lasso。而 Efron 认为自由度(DF)用非零系数项的个数进行近似能得到比较

好的近似值： 
 dfλ λ=                                             (5) 

其中 { }ˆ : 0jj λβ= ≠ 代表非零系数项的集合， 

λ 是集合非零元素的个数。Zou [22]证明了如果有

( )2~ ,y N Iµ σ 和 ( )rank X p= ，那么对 Lasso 正则化问题自由度的估计为无偏和一致的。若无特殊注明，

本文默认自由度使用上述公式进行计算。 

3.3. BIC 准则 

基于 BIC 准则选择正则化参数已被证明在满足模型选择的一致性[22]。BIC 准则定义为： 
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( )
 ( )



2

log
BIC log

y X n
df

n n
λ

λ

β
λ

 − = + 
 
 

                           (6) 

dfλ 的定义如式(5)所示。 
但上述的 BIC 主要针对的是固定维度。Wang et al. [13]提出了 MBIC 准则，将 BIC 准则推广到参数

发散 p n> 的情况。定义如下 

( )




( )
2

log
MBIC log n

y X n
df C

n n
λ

λ

β
λ

 
 
 




+




−
=                          (7) 

其中 0nC > 是一些正常数，一般设置为 ( ){ }log lognC p= 。 
然而当 p n> ，特别是维数 p 相对于样本量 n 呈指数快速增长时，经典的 BIC 准则已经不适合。Chen

和 Chen [14]提出了一种广义的 BIC(EBIC)准则， 

( )


( ) ( ){ }
2

EBIC log log 2 log
y X

n n p df
n

λ

λ

β
λ γ

 − = + + 
 
 

                    (8) 

其中 [ ]0,1γ ∈ 。现在已经被证明如果 ( )p O nκ= ，并且 ( ) 11 2γ κ −> − ，则 EBIC 满足变量选择的一致性。

然而，尚不清楚在 ( ) ( )log ,0 1p O nκ κ= < < 这样的超高维情况下是否 EBIC 仍然满足变量选择的一致性。

因此 Wang 和 Zhu [15]提出了高维 BIC(HBIC)作为 

( )


( )
2

HBIC log 2 log
y X

n p df
n

λ

λ

β
λ γ

 − = + 
 
 

                          (9) 

其中 1γ ≥ 。在一定的正则化条件下，HBIC 以概率趋于 1 选择真实模型。此外，还有 Wu 和 Wang 还提

出了各种正则化参数选择方法[20]，这里不再赘述。 

3.4. MAIC 

AIC 准则为选择最优模型提供了有效手段。但是 AIC 准则容易选择过多的变量，因此本文提出修正

AIC 准则，即 MAIC。定义如下： 

( )  ( )
2

2AIC log log
y X

df df
n n λ λ

β
λ

 −
 = + +
 
 

                           (10) 

其中自由度dfλ 的定义如式(5)所示。本文将通过数据模拟和实例分析证明 MAIC 准则能够以更高的

概率选择真实的模型，不仅适用于低维情形，也适用于高维情形。同时不需要像 BIC 型准则一样，在不

同的情形下需要选择不同的准则类型。 

4. 数据分析 

4.1. 模拟研究 

模拟数据由线性回归模型生成： 

( )2, ~ 0,Y X nβ ε ε σ= +  
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其中， p 维向量 X 由多变量正态分布生成 ( )0,N Σ 生成的，并且预测因子之间的相关性为

( ), i j
i jCov X X ρ −= ， , 1, ,i j p=  ，且 0.5ρ = 。所有模拟实验重复进行 100 次。 

构建两个数值研究来说明 MAIC 方法的有效性。利用 Lasso 正则化方法进行变量选择，MAIC 准则

选择正则化参数。为了说明 MAIC 准则的有效性，同时采用 AIC 准则和 BIC 型准则选择正则化参数。正

则化模型由 ADMM 算法计算[23]。 
为了评价方法的有效性和变量选择的一致性，考虑如下 7 个特征：1) MSE 表示 100 次重复实验中模

型均方误差 ME 的中位数，即 *

2
ˆMSE β β= − 。2) SD 表示为 100 次重复实验中模型误差 ME 的标准差

的中位数。3) C 表示 100 次重复实验中非零系数被正确估计为非零个数的均值。4) IC 表示 100 次重复实

验中零系数被错误估计为非零个数的均值。5) Underfit 表示欠拟合，即在 100 次模拟实验中将非零系数

错误估计为零的比例。6) Correctfit 表示正确拟合，即在 100 次模拟实验中将非零系数正确估计为非零且

零系数正确被估计为零的比例；7) Overfit 表示过拟合，即在 100 次模拟实验中选择了所有重要变量并且

包含了零系数被估计为非零的比例。 
模拟 1：在这个例子中，变量个数 p 取 8，考虑 p n< 的情况，另 ( )T3,1.5,0,0,2,0,0,0β = ， 2 1σ = ，

n = 50，100，200，模拟结果如表 1 所示。 
 

Table 1. Simulation results one 
表 1. 模拟 1 结果 

n 准则 MSE SD C IC Underfit Correctfit Overfit 

50 

AIC 0.1410 0.1526 3.0000 2.7300 0 0.0600 0.9400 

MAIC 0.1912 0.1922 3.0000 0.5700 0 0.6100 0.3900 

BIC 0.1387 0.1604 3.0000 1.6600 0 0.1900 0.8100 

100 

AIC 0.0753 0.0627 3.0000 2.7700 0 0.0800 0.9200 

MAIC 0.1058 0.0986 3.0000 0.1400 0 0.8600 0.1400 

BIC 0.0749 0.0652 3.0000 1.0400 0 0.3800 0.6200 

200 

AIC 0.0352 0.0315 3.0000 2.2000 0 0.1900 0.8100 

MAIC 0.0437 0.0666 3.0000 0.0100 0 0.9900 0.0100 

BIC 0.0319 0.0296 3.0000 0.7400 0 0.4800 0.5200 

 
从表 1，可以看出，首先所有方法的 C 值均为 3，说明所有模型都准确估计了非零系数。其次，在模

型误差中，所有变量选择的方法模型误差相当，MAIC 准则的误差略微偏高。再次， Lasso 方法在 MAIC
准则具有更小的 IC 值，能够以更高概率选择真实模型，选择正确模型的比例明显高于 AIC 和 BIC 准则。

特别是随着样本量 n 的增加，选择正确模型的比例趋于 1。 
模拟 2：考虑 p n> 的高维情况，令 2 2σ = ， ( )T3,1.5,2,2,2, ,0β =  。取 n = 200 且 p = 200、400、

1000、2000 的四种维数，模拟结果如表 2 所示。 
从表 2，可以得出如下结论。首先，在高维情况下 AIC 显然是一个失败的选择器，不能识别真正的

模型。其次，MAIC、MBIC、EBIC 和 HBIC 都能够一致的选择真实模型，但是 MAIC 选择正确模型的

比例更高。第三，各种方法的模型误差相当，相比模拟 1 的低维情形，MAIC 准则的误差偏高的态势并

不明显。当然，这也表明维度越高 MAIC 表现越好，MAIC 更适用于高维情况下的正则化参数的选择。 
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Table 2. Simulation results two 
表 2. 模拟 2 结果 

p 准则 MSE SD C IC Underfit Correctfit Overfit 

200 

AIC 3.9769 1.4952 5.0000 107.0900 0 0.0100 0.9900 

MAIC 0.3629 0.2162 5.0000 0.0100 0 0.9900 0.0100 

BIC 0.3129 0.1683 5.0000 1.0200 0 0.4000 0.6000 

MBIC 0.3241 0.1822 5.0000 0.3200 0 0.7300 0.2700 

400 

AIC 3.8139 0.5886 5.0000 158.5800 0 0 1.0000 

MAIC 0.4191 0.2253 5.0000 0 0 1.0000 0 

BIC 0.3570 0.1937 5.0000 1.1500 0 0.4300 0.5700 

MBIC 0.3895 0.2055 5.0000 0.3600 0 0.7400 0.2600 

EBIC 0.4053 0.2074 5.0000 0.2000 0 0.8400 0.1600 

1000 

AIC 2.4308 0.3419 5.0000 180.3500 0 0 1.0000 

MAIC 0.4545 0.1939 5.0000 0.0100 0 0.9900 0.0100 

EBIC 0.4368 0.1869 5.0000 0.1200 0 0.9100 0.0900 

HBIC 0.4462 0.1886 5.0000 0.0200 0 0.9800 0.0200 

2000 

AIC 1.9577 0.3030 5.0000 189.5500 0 0 1.0000 

MAIC 0.4856 0.2153 5.0000 0.0100 0 0.9900 0.0100 

HBIC 0.4591 0.1949 5.0000 0.0100 0 0.9000 0.1000 

4.2. 实际数据分析 

本文利用由 Deeksha Russell 和 Duan Wang 从世界卫生组织下属的全球卫生观察站(GHO)数据库及联

合国网站整理而成的数据集 Life Expectancy Data，该数据集包含 22 个变量，2938 个样本，描述关于 193
个国家从 2000 年到 2015 预期寿命及其影响因素的全部数据或部分数据，这意味着有 20 个预测变量，经

过预处理，即删除缺失值等后共获取 1649 个样本，其中包含 133 个国家从 2000 年到 2015 年的全部数据

或部分数据。数据集各个变量描述如下： 
X1：年份；X2：国家状态(发展中国家：1，发达国家：2)；X3：每 1000 人中的成人(15 至 60 岁)死亡

数；X4：每 1000 人中的未成年人死亡数；X5：15 岁以上人均酒精消费量(纯酒精升数)；X6：卫生支出占

人均国内生产总值的百分比；X7：1 岁儿童乙型肝炎(HepB)免疫接种覆盖率；X8：每 1000 人中报告的麻

疹病例数；X9：全部人口的平均体重指数；X10：每 1000 人中五岁以下死亡人数；X11：1 岁儿童脊髓灰

质炎(Pol3)免疫接种覆盖率；X12：政府卫生总支出占政府总支出的百分比；X13：1 岁儿童白喉、破伤风

和百日咳疫苗接种覆盖率；X14：每 1000 名活产婴儿中的艾滋病毒/艾滋病死亡人数(0~4 岁)；X15：人均

国内生产总值(美元)；X16：人口数；X17：10 至 19 岁儿童和青少年的偏瘦率；X18：5 至 9 岁儿童的偏瘦

率；X19：资源收入构成方面的人类发展指数(0~1)；X20：受教育年限；Y：预期寿命。 
假设各国人预期寿命与这些因素呈线性关系，即有如下线性模型： 

20
1 , 1, 2, ,i ij j ijy x i nβ ε
=

= + =∑ 
 

其中 iy 表示第 i 个样本的预期寿命， ijx 是它的第 j 个变量， iε 是均值为 0，方差为 2σ 的 i.i.d 的随机误差

项。 
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首先将数据划分为训练集(90%)及测试集(10%)，在训练集上选择模型，在测试集上预测并计算预测

误差(PE)，PE 定义如下： 

( )2

1

1 ˆPE
m

i i
i

y y
n =

= −∑  

基于不同准则，利用最小二乘估计(OLS)、Lasso 估计分析该数据。变量选择结果如表 3 所示。从表

3 可以看出，无罚的最小二乘估计(OLS)选择了所有的变量(由于小数精度原因，其中有 3 个变量系数绝对

值为 0.0000)；AIC、BIC 及 CV 均选择了 16 个变量，其中 AIC 及 BIC 估计结果相同；MAIC 则选择了最

少的 12 个变量，在选择了相对稀疏的模型的同时，误差并没有明显增大，R2值接近最小二乘。不同方法

选择的模型在测试集上预测误差以及 R2值如表 4 所示，因此该用方法作变量选择效果更好。 
 

Table 3. Parameter estimation under different methods 
表 3. 不同方法下的参数估计 

变量 OLS AIC MAIC BIC CV 

X1 0.0261 0.0262 0.0273 0.0262 0.0262 

X2 0.9991 0.9229 0 0.9229 0.8848 

X3 −0.0163 −0.0164 −0.0149 −0.0164 −0.0165 

X4 0.0928 0.0932 0.0984 0.0932 0.0934 

X5 −0.0879 −0.0809 0 −0.0809 −0.0775 

X6 0.0003 0 0 0 0 

X7 −0.0075 −0.0074 0 −0.0074 −0.0074 

X8 −0.0000 0 0 0 0 

X9 0.0322 0.0326 0.0397 0.0326 0.0328 

X10 −0.0697 −0.0700 −0.0734 −0.0700 −0.0701 

X11 0.0094 0.0094 0 0.0094 0.0094 

X12 0.1124 0.1108 0.0808 0.1108 0.1099 

X13 0.0135 0.0137 0.0192 0.0137 0.0139 

X14 −0.4427 −0.4432 −0.4493 −0.4432 −0.4434 

X15 0.0000 0 0 0 0 

X16 −0.0000 0 0 0 0 

X17 −0.0202 −0.0206 −0.0313 −0.0206 −0.0208 

X18 −0.0479 −0.0480 −0.0494 −0.0480 −0.0481 

X19 10.1277 9.6578 1.5495 9.6578 9.4241 

X20 0.8427 0.8580 1.1308 0.8580 0.8657 

 
Table 4. Prediction error of models selected under different methods on test set 
表 4. 不同方法下选择模型在测试集上的预测误差 

 OLS AIC MAIC BIC CV 

PE 13.9143 13.9171 14.3470 13.9171 13.8665 

R2 0.8508 0.8472 0.8360 0.8472 0.8474 
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5. 结论 

本文提出了 MAIC 准则选择 Lasso 正则化参数，它不仅适用于低维情况，而且也适用于高维情况。

模拟结果表明，MAIC 方法满足变量选择的一致性。此外，与 BIC 型选择器相比，MAIC 方法在高维情

况下表现得更好。当然，本文还没有讨论 MAIC 方法的理论性质，如变量选择的一致性，这将是未来的

研究课题。此外，本文提出的 MAIC 准则可以推广到非凸罚方法(如 SCAD 和 MCP等)的正则化参数选择。 
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