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摘  要 

本文提出了四阶特征值问题基于降阶格式的一种有效的Legendre-Galerkin逼近。首先，我们引入了一

个辅助函数，将原问题转化为一个二阶混合格式。通过引入一些适当的Sobolev空间，其相应的变分形

式被建立，并在解足够光滑条件下证明了其等价性。其次，基于Legendre多项式的正交性质，两组紧凑

的基函数被构造，并导出具有稀疏系数矩阵的线性特征系统。最后，我们给出了两个数值例子，数值结

果表明了算法的收敛性与高精度。 
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Abstract 
In this paper, an efficient Legendre-Galerkin approximation based on reduced order scheme for 
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fourth order eigenvalue problems is presented. First, we introduce an auxiliary function to trans-
form the original problem into a second order mixed format. By introducing some suitable Sobo-
lev Spaces, the corresponding variational form is established, and its equivalence is proved if the 
solution is sufficiently smooth. Secondly, based on the orthogonal property of Legendre polyno-
mials, two groups of compact basis functions are constructed, and a linear characteristic system 
with sparse coefficients matrix is derived. Finally, we give two numerical examples, and the nu-
merical results show the convergence and high precision of the algorithm. 
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1. 引言 

特征值问题广泛地应用于科学和工程领域，如量子力学，流体力学和随机过程[1] [2] [3] [4] [5]等。

其数值计算方法一直备受很多学者关注。因此，提出一些有效求解特征值问题的高精度数值方法是非常

有意义的。 
到目前为止，已经有一些有限元法[6] [7] [8]，有限差分法[9] [10] [11]相继被提出并应用于求解特

征值问题。然而，这些数值方法要获得高精度的数值解需要花费大量计算时间和内存容量。众所周知，

目前很少有将谱方法应用于求解基于混合格式的四阶特征值问题。因此，本文提出了四阶特征值问题

基于降阶格式的一种有效的 Legendre-Galerkin 逼近。首先，我们引入了一个辅助函数，将原问题转化

为一个二阶混合格式。通过引入一些适当的 Sobolev 空间，其相应的变分形式被建立，并在解足够光滑

条件下证明了其等价性。其次，基于 Legendre 多项式的正交性质，两组紧凑的基函数被构造，并导出

具有稀疏系数矩阵的线性特征系统。最后，我们给出了两个数值例子，数值结果表明了算法的收敛性

与高精度。 
本文其余部分组织如下：在第 2 节，我们推导了四阶特征值问题等价的二阶耦合格式及其变分形式。

在第 3 节，我们给出了算法的有效实现。第 4 节，我们给出了一些数值例子。第 5 节，我们给出了结论

性注记。 

2. 耦合的降阶格式及其变分形式 

本文考虑如下的四阶特征值问题： 

2 , ,

0, ,

ψ α ψ βψ λψ

ψψ

∆ − ∆ + = Ω

 ∂

= = ∂Ω
∂ n

在

在 上

内
                            (1) 

其中 ,α β 为非负常数，Ω为 d
 中的有界区域， n表示单位外法向量。 

令ω ψ= −∆ ，则方程组(1)等价于如下的二阶混合格式： 
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−∆ + + = Ω
∂

= = ∂Ω





 ∂ n

内在

在 上

内在                             (2) 

令 ( )2L Ω ， ( )mH Ω 和 ( )0
mH Ω 为通常的 Sobolev 空间， ⋅ 和

m⋅ 分别为 ( )2L Ω 和 ( )mH Ω 或 ( )0
mH Ω 中

的范数，
m⋅ 为 ( )mH Ω 或 ( )0

mH Ω 中的半范数。记 

( ) ( ) ( )1 1 2
0, , ,V H M H H L= Ω = Ω = Ω  

( ) ( ), d , , d .a v v bω ω ω ψ ω ψ
Ω Ω

= = − ∇ ∇∫ ∫x x  

则(2)的弱形式为：求 ( ), , V Mλ ω ψ ∈ × × 使得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , 0, ,
, , , , , .

a v b v v V
b M
ω ψ
ω ξ αω ξ βψ ξ λψ ξ ξ

 + = ∀ ∈
− + + = ∀ ∈

                         (3) 

不失一般性，我们仅考虑 [ ]21,1Ω = − 的情况。设 NP 为区间 [ ]1,1− 上的 N 次多项式空间，定义逼近空间

( ) ( )1
N N NV P P H= × Ω 和 ( ) ( )1

0N N NM P P H= × Ω ，则(3)式的离散格式为：求 ( ), ,N N N N NV Mλ ω ψ ∈ × ×

使得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , 0, ,
, , , , , .

N N N N N N

N N N N N N N N N N N

a v b v v V
b M
ω ψ
ω ξ αω ξ βψ ξ λ ψ ξ ξ

 + = ∀ ∈
− + + = ∀ ∈

                   (4) 

定理 1：四阶特征值问题(1)与混合变分问题(3)等价。 
证明：若ψ 为(1)的解，由格林公式可知 ( ),ω ψ ψ= −∆ 为(3)的解。反之，若 ( ),ω ψ 为(3)的解，则对

( )1
0Hξ∀ ∈ Ω ，由格林公式可得： 

( ), d d d d .b Sωω ξ ω ξ ξ ωξ ωξ
Ω ∂Ω Ω Ω

∂
− = ∇ ∇ = − ∆ = − ∆

∂∫ ∫ ∫ ∫x x x
n

 

将上式代入(3)的第二个等式可得： 

( ) d 0.ω αω βψ λψ ξ
Ω
−∆ + + − =∫ x  

由变分法基本引理可得： 

.ω αω βψ λψ−∆ + + =                                      (5) 

类似地，由格林公式，变分法基本引理和(3)的第一个等式可得： 

.ω ψ= −∆                                           (6) 

另一方面，对于 ( )1v H∀ ∈ Ω ，由(3)的第一个等式可得： 

( ) d d 0.v v Sψω ψ
Ω ∂Ω

∂
+ ∆ − =

∂∫ ∫x
n

                                 (7) 

在(7)中取 v ψ∂
=
∂n

，结合(6)可得： 0ψψ
∂Ω

∂Ω

∂
= =
∂n

。再将(6)代入(5)可知ψ 为(1)的解。证毕。 

3. 算法的有效实现 

在这节，我们将详细描述算法的实现过程。首先构造逼近空间中的一组基函数，我们用 ( )1nL x 表示

n 次 Legendre 多项式。令 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 , 0,1, , 2 ;i i ix L x L x i Nη += − = −  
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1
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用W 表示由 W 的列构成的长度为 ( )21N + 的列向量。用Ψ表示由Ψ的列构成的长度为 ( )21N − 的列

向量，则对 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , 0,1, 2, , , , , 0,1, 2, , 2,N m n N k lv x x m n N x x k l Nξ ξ ξ η η= = = = −   
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,ij ij ij ij ij ij ijS s A a B b C c D d E e H h= = = = = = = ， ( ),:A m 表示矩阵 ( )ijA a= 的第 m 行，

⊗表示矩阵的张量积，即 ( )ijA B a B⊗ = 。记 
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= ⊗ + ⊗
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= ⊗

 

因此(4)等价于下面的矩阵形式： 

1 2

3 4 5 6N

T T O OW W
T T T O Tλ

      
=      + Ψ Ψ      

 

4. 数值例子 

在这一节，我们将在 MATLAB R2017a 平台上进行两个数值例子，通过数值结果来验证我们提出的

算法是一种高精度数值方法。 
例 1：我们的第一个算例取 1α = ， 1β = ，用第 3 节提出的算法求解问题(1)，对于不同的 N，我们在

表1中列出了前4个特征值的数值结果( 2 3,N Nλ λ 为重根)。另外，我们以 60N = 时的数值解作为一个参考解，

并在图 1 中列出了 ( )1, 2,3, 4i
N iλ = 关于不同的 N 的误差曲线。 

 
Table 1. For different N, the first four approximate eigenvalue numerical results 
表 1. 对于不同的 N,前 4 个逼近特征值的数值结果 

N 1
Nλ  

2
Nλ  

3
Nλ  

4
Nλ  

15 87.9259161893109 351.940983159541 351.940983159543 755.288224258165 

20 87.9259157655838 351.940980918821 351.940980918823 755.288225074177 

25 87.9259157784313 351.940980819819 351.940980819819 755.288224059717 

30 87.9259157825022 351.940980834303 351.940980834303 755.288224076742 

 

 
Figure 1. The error between the approximation eigenvalue 

 ( )1,2,3,4i
N iλ =  and the reference solution 

图 1. 逼近特征值 ( )1,2,3,4i
N iλ = 与参考解之间的误差 
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从表 1 和图 1 中可以观察到我们的算法是收敛的和高精度的。 
例 2：我们取 0α β= = ，用第 3 节提出的算法求解问题(1)，对于不同的 N，我们在表 2 中列出了前

4 个特征值的数值结果( 2 3,N Nλ λ 为重根)。我们还以 60N = 时的数值解作为一个参考解，并在图 2 中列出了

( )1,2,3,4i
N iλ = 关于不同的 N 的误差曲线。 

 
Table 2. For different N, the first four approximate eigenvalue numerical results 
表 2. 对于不同的 N,前 4 个逼近特征值的数值结果 

N 1
Nλ  

2
Nλ  

3
Nλ  

4
Nλ  

15 80.9333740992877 336.666037446581 336.666037446581 731.925703613987 

20 80.9333737047232 336.666035116686 336.666035116688 731.925703319201 

25 80.9333737196819 336.666035027880 336.666035027882 731.925702338600 

30 80.9333737237369 336.666035042973 336.666035042974 731.925702359560 
 

 
Figure 2. The error between the approximation eigenvalue 

 ( )1,2,3,4i
N iλ =  and the reference solution 

图 2. 逼近特征值 ( )1,2,3,4i
N iλ = 与参考解之间的误差 

 

从表 2 和图 2 中再次观察到我们的算法是收敛的和高精度的。 

5. 结论性注记 

本文提出了四阶特征值问题基于降阶格式的一种有效的谱 Galerkin 逼近。首先，我们建立了原问题

的弱形式及其离散格式。其次，我们给出了算法的实现过程。最后通过具体的数值算例来验证算法的有

效性和理论结果的正确性。 
本文只给出了二维区域 [ ]21,1− 上基于降阶格式的四阶特征值问题的数值试验结果，但文中的方法也

可以直接推广到一般的矩形区域以及长方体区域。 
本文通过将一个四阶特征值问题转化为一个二阶混合特征值问题，不仅降低了问题的复杂度，还可

以结合谱元法应用于一般区域上的四阶特征值问题的计算。 
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