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摘 要

本文讨论的图是两棵树的乘积图. 分别研究了树和树的笛卡尔积图、直积图和强积图的 (𝑎, 1)-博弈

染色数, 给出了三种乘积图的 (𝑎, 1)-博弈染色的上界. 特殊地, 如果其中一棵树是一条路, 那么我们

类似的可以得出关于树和路的乘积图的 (𝑎, 1)-博弈染色数的结果.
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Abstract

The graph discussed in this article is a product graph of two trees. We study the

(𝑎, 1)-game coloring numbers of the Cartesian product graph, direct product graph

and strong product graphs of two trees, and give the upper bounds of (𝑎, 1)-game
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coloring numbers of the three product graphs. In particular, if one of the trees is a

path, then we can similarly obtain the results of the (𝑎, 1)-game coloring number of

the product graph of tree and path.
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1. 引言

假设𝐺 = (𝑉,𝐸) 是一个图. 1991年, Bodlaender在 [1]中提出了图的博弈色数的概念. 图𝐺 的博

弈色数通过一个两个人的博弈定义. 两个玩家, Alice 和Bob, 轮流对图𝐺 的顶点使用同一个𝑘 个颜

色的颜色集进行着色. 在每个玩家的回合中, 玩家从𝑉 (𝐺) 中选择一个未着色的顶点, 并将此顶点

用𝑘 个给定的颜色之一进行着色. Alice 首先着色, 在每一回合中, 两个玩家对图𝐺 的着色均为正常

染色. 博弈直到𝐺 的所有顶点都被着色或剩余的点没有可正常着色的方法. 如果图 𝐺 中所有的顶点

都被给定的颜色染好, 那么Alice 赢, 否则Bob 赢. Alice 的目标是在博弈结束以后, 图𝐺 的所有点均

被着色; Bob 的目标是在博弈结束以后, 至少存在一个顶点没有被着色. 博弈色数是使Alice 有一个

赢的策略的最小颜色数, 记作𝜒𝑔(𝐺).

在研究图博弈色数的过程中, Faigle, Kern, Kierstead 和Trotter [2]考虑了标记博弈, 并由Zhu

[3]正式的提出作为研究博弈色数的工具. 标记博弈的定义如下: 两个玩家, Alice 和Bob, 轮流对图𝐺

未被标记的顶点进行标记, Alice 首先进行标记. 博弈开始时, 所有顶点都未标记. 当图𝐺 的所有顶

点都被标记时, 博弈结束. 对于𝐺 的每个顶点𝑣, 用𝑏(𝑣) 表示在𝑣 标记之前标记的𝑣 的邻点的个数. 整

个博弈的分数为

𝑠 = 1 + max
𝑥∈𝑉 (𝐺)

𝑏(𝑥).

Alice 的目标是使整个博弈的分数尽可能的小; Bob 的目标是使整个博弈的分数尽可能的大. 博

弈染色数为最小的𝑠 使得Alice 有一个得分最多为𝑠 的策略, 记作𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺).

在2005 年, Kierstead提出在 [4]中提出了非对称版本的(𝑎, 𝑏)-博弈染色数的相关概念. (𝑎, 𝑏)-博

弈染色的规则除了要求每回合Alice和Bob分别染𝑎个顶点和𝑏个顶点以外, 其余规则不变. (𝑎, 𝑏)-博弈

染色数记为 (𝑎, 𝑏)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺).
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对于一个图𝐺, 设𝑂 (𝐺)是图 𝐺 所有定向的集合. 对于图𝐺的一个定向𝐺⃗以及𝐺⃗ 的一个点𝑥,

令𝑁+

𝐺⃗
(𝑥)为点𝑥的所有外邻点的集合, 令𝑑+

𝐺⃗
(𝑥) = |𝑁+

𝐺⃗
(𝑥)|为𝑥的出度. 令∆+(𝐺⃗) = max𝑣∈𝑉 (𝐺) 𝑑

+

𝐺⃗
(𝑣),

∆*(𝐺) = min𝐺⃗∈𝑂(𝐺) ∆+(𝐺⃗), ∆(𝐺) = max𝑣∈𝑉 (𝐺) 𝑑𝐺(𝑣).

在2005年, Kierstead和Yang 在 [5]中给出了如下定理:

定理1 [5]设𝑎是一个整数, 如果图𝐺满足∆*(𝐺) = 𝑘 ≤ 𝑎, 那么(𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺)≤ 2𝑘 + 2.

下面我们分别介绍图𝐻1和 𝐻2的笛卡尔积图、直积图和强积图的概念.

图𝐻1和𝐻2的笛卡尔积图 𝐺 = 𝐻12𝐻2 的顶点集为 𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐻1) × 𝑉 (𝐻2), 边集为 𝐸(𝐺) , 边

((𝑣, 𝑥), (𝑤, 𝑦)) ∈ 𝐸(𝐺)当且仅当: (1) 𝑣 = 𝑤且 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐻2) , 或 (2) 𝑥 = 𝑦且 𝑣𝑤 ∈ 𝐸(𝐻1) .

图 𝐻1 和 𝐻2 的直积图 𝐺 = 𝐻1 × 𝐻2 的顶点集为 𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐻1) × 𝑉 (𝐻2), 边集为 𝐸(𝐺) , 边

((𝑣, 𝑥), (𝑤, 𝑦)) ∈ 𝐸(𝐺)当且仅当: 𝑣𝑤 ∈ 𝐸(𝐻1)且 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐻2) .

图 𝐻1 和 𝐻2 的强积图 𝐺 = 𝐻1 � 𝐻2 的顶点集为 𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐻1) × 𝑉 (𝐻2), 边集为 𝐸(𝐺) , 边

((𝑣, 𝑥), (𝑤, 𝑦)) ∈ 𝐸(𝐺)当且仅当: (1) 𝑣 = 𝑤 且 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐻2) , 或 (2) 𝑥 = 𝑦 且 𝑣𝑤 ∈ 𝐸(𝐻1) , 或 (3)

𝑣𝑤 ∈ 𝐸(𝐻1)且 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐻2) .

通过笛卡尔积图、直积图和强积图的定义, 我们可以发现图 𝐻1 和 𝐻2 的笛卡尔积图、直积图

和强积图的顶点集是相同的, 并且图 𝐻1 和 𝐻2 的强积图的边集是图 𝐻1 和 𝐻2 的笛卡尔积图的边集

和直积图的边集不相交的并.

在 [6]中作者给出了如下关于树和路的乘积图的博弈染色数的结果：

定理2 [6]对于任意整数 𝑎 ≥ 2 , 如果 𝐺 = 𝑇2𝑃 , 其中 𝑇 是一棵树, 𝑃 是一条路, 那么

(𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺)≤6 .

定理3 [6]对于任意整数 𝑎 ≥ 2 , 如果 𝐺 = 𝑇 × 𝑃 , 其中 𝑇 是一棵树, 𝑃 是一条路, 那么

(𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺)≤6 .

定理4 [6]对于任意整数 𝑎 ≥ 4 , 如果 𝐺 = 𝑇 � 𝑃 , 其中 𝑇 是一棵树, 𝑃 是一条路, 那么

(𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺)≤10 .

本文主要研究的图是树和树的乘积图, 利用定理 1, 我们给出树和树的三种乘积图的 (𝑎, 1)-博弈

染色数的上界. 特别的, 如果其中一棵树是一条路, 那么我们可以得到与文献 [6]中关于树和路的乘

积图的博弈染色数相同的结果.

2. 树和树乘积图的博弈染色数

令 𝑇1 和 𝑇2 是两棵树. 令图 𝐺是树 𝑇1 与树 𝑇2 的乘积图. 我们对乘积图 𝐺的边进行定向, 给出

一个定向图 𝐺⃗, 得出图 𝐺⃗的最大出度, 再应用定理 1得出图 𝐺的 (𝑎, 1) -博弈染色数的上界.

首先我们分别取树 𝑇1 与树 𝑇2 的两个宽度优先顶点分层. 令 𝑢𝑖,𝑗 和 𝑣𝑖,𝑗 分别表示树 𝑇1 与树 𝑇2

在宽度优先分层中的第 𝑖层的第 𝑗 个元素. 并称在第 𝑖− 1层与点 𝑢𝑖,𝑗 邻接的点为点 𝑢𝑖,𝑗 的祖先, 在

第 𝑖 + 1层与点 𝑢𝑖,𝑗 邻接的点为点 𝑢𝑖,𝑗 的后代. 由于 𝑇1 与 𝑇2 都是树, 所以任意一个 𝑇1 或 𝑇2 中的点
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最多只有一个祖先. 由笛卡尔积图、直积图和强积图的定义我们知道, 树 𝑇1与树 𝑇2的笛卡尔积图、

直积图和强积图的顶点集是相同的, 为 𝑉 (𝐺) = 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ · · · ∪ 𝑉𝑖 ∪ · · · , 其中

𝑉𝑖 = {(𝑢1,1, 𝑣𝑖,1), (𝑢1,1, 𝑣𝑖,2), ..., (𝑢1,1, 𝑣𝑖,𝑚𝑖
),

(𝑢2,1, 𝑣𝑖,1), (𝑢2,1, 𝑣𝑖,2), ..., (𝑢2,1, 𝑣𝑖,𝑚𝑖
), (𝑢2,2, 𝑣𝑖,1), (𝑢2,2, 𝑣𝑖,2), ..., (𝑢2,2, 𝑣𝑖,𝑚𝑖

), · · ·
...

(𝑢𝑗,1, 𝑣𝑖,1), (𝑢𝑗,1, 𝑣𝑖,2), ..., (𝑢𝑗,1, 𝑣𝑖,𝑚𝑖
), · · · }

我们称点 (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞)是 𝑉𝑝的第 𝑖层的元素.

对于乘积图 𝐺的任意两个顶点 (𝑢𝑖1,𝑗1 , 𝑣𝑖2,𝑗2)和 (𝑢𝑖3,𝑗3 , 𝑣𝑖4,𝑗4), 我们根据如下规则, 将乘积图 𝐺

的顶点进行排序.

1. 如果 𝑖1 < 𝑖3 , 则 (𝑢𝑖1,𝑗1 , 𝑣𝑖2,𝑗2) ≺𝐿 (𝑢𝑖3,𝑗3 , 𝑣𝑖4,𝑗4);

2. 如果 𝑖1 = 𝑖3且 𝑖2 < 𝑖4, 则 (𝑢𝑖1,𝑗1 , 𝑣𝑖2,𝑗2) ≺𝐿 (𝑢𝑖3,𝑗3 , 𝑣𝑖4,𝑗4);

3. 如果 𝑖1 = 𝑖3, 𝑖2 = 𝑖4且 𝑗1 < 𝑗3, 则 (𝑢𝑖1,𝑗1 , 𝑣𝑖2,𝑗2) ≺𝐿 (𝑢𝑖3,𝑗3 , 𝑣𝑖4,𝑗4);

4. 如果 𝑖1 = 𝑖3, 𝑖2 = 𝑖4, 𝑗1 = 𝑗3且 𝑗2 < 𝑗4, 则 (𝑢𝑖1,𝑗1 , 𝑣𝑖2,𝑗2) ≺𝐿 (𝑢𝑖3,𝑗3 , 𝑣𝑖4,𝑗4).

令满足上述规则的乘积图 𝐺的顶点线性序为 𝐿. 根据顶点线性序 𝐿我们给乘积图 𝐺的边进行

定向, 定向规则如下:

对任意一条边 𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺), 边 𝑒 = (𝑢, 𝑣)的方向为从 𝑢指向 𝑣当且仅当 𝑣 <𝐿 𝑢.

即从顶点线性序大的顶点指向顶点线性序小的顶点.

定理5 令 𝑇1和 𝑇2是两棵树. 对于任意整数 𝑎 ≥ 2, 如果图 𝐺 = 𝑇12𝑇2, 则 (𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 6.

证明 首先我们对图 𝐺中的边按照上述规则进行定向. 由集合 𝑉𝑖 和 𝑉𝑗 的定义和笛卡尔积图的

定义我们知道, 如果 |𝑖− 𝑗| ≥ 2, 那么在顶点集 𝑉𝑖 和 𝑉𝑗 之间没有边相连. 所以根据我们上述定义的

边定向规则, 任意一个顶点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺), 我们有

1. 对于同 𝑉𝑝中与点 𝑣关联的边

与在 𝑉𝑝 中 𝑖 − 1 层关联的边 𝑒1 = ((𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝,𝑞), (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞)) 是从点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) 指向点

(𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝,𝑞);

与在 𝑉𝑝 中 𝑖 + 1 层关联的边𝑒 = ((𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞), (𝑢𝑖+1,𝑏, 𝑣𝑝,𝑞)) 是从点 (𝑢𝑖+1,𝑏, 𝑣𝑝,𝑞) 指向点 𝑣 =

(𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞);

2. 对于 𝑉𝑝−1中与点 𝑣关联的边

与在 𝑉𝑝−1中关联的边 𝑒2 = ((𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝−1,𝑐), (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞))是从点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞)指向点 (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝−1,𝑐);

3. 对于 𝑉𝑝+1中与点 𝑣关联的边

与在 𝑉𝑝+1中关联的边 𝑒 = ((𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞), (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝+1,𝑑))是从点 (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝+1,𝑑)指向点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞).

由于 𝑇1 和 𝑇2 都是树, 在 𝑇1 和 𝑇2 中的点都最多只有一个祖先, 所以对任意一个顶点 𝑣 =

(𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺), 最多在图 𝐺中与 𝑉𝑝 的第 𝑖 − 1层的一个元素邻接, 最多在图 𝐺中与 𝑉𝑝−1 中的

一个元素邻接. 所以任意一个顶点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺)在 𝐺⃗中的出度 𝑑+(𝑣) ≤ 2, 所以由定理 1

得 (𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 6.
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定理6 令 𝑇1和 𝑇2是两棵树,设 ∆ = ∆(𝑇2) ≤ ∆(𝑇1). 对于任意整数 𝑎 ≥ ∆,如果图𝐺 = 𝑇1×𝑇2,

则 (𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 2∆ + 2.

证明 首先我们对图 𝐺中的边按照上述规则进行定向. 由集合 𝑉𝑖 和 𝑉𝑗 的定义和直积图的定义

我们知道, 我们同样有如果 |𝑖− 𝑗| ≥ 2, 那么在顶点集 𝑉𝑖 和 𝑉𝑗 之间没有边相连, 此外我们还可以得

到每一个 𝑉𝑖 在图 𝐺 = 𝑇1 × 𝑇2 上都是一个独立集. 根据我们上述定义的边定向规则, 任意一个顶点

𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺), 我们有

1. 对于 𝑉𝑝−1中与点 𝑣关联的边

与在 𝑉𝑝−1 中 𝑖 − 1层关联的边 𝑒1 = ((𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝−1,𝑏), (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞))是从点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞)指向点

(𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝−1,𝑏);

与在 𝑉𝑝−1 中 𝑖 + 1 层关联的边 𝑒 = ((𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞), (𝑢𝑖+1,𝑐, 𝑣𝑝−1,𝑑)) 是从点 (𝑢𝑖+1,𝑐, 𝑣𝑝−1,𝑑) 指向点

𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞);

2. 对于 𝑉𝑝+1中与点 𝑣关联的边

与在 𝑉𝑝+1 中 𝑖 − 1层关联的边 𝑒2 = ((𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝+1,𝑏), (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞))是从点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞)指向点

(𝑢𝑖−1,𝑎, 𝑣𝑝+1,𝑑);

与在 𝑉𝑝+1 中 𝑖 + 1 层关联的边 𝑒 = ((𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞), (𝑢𝑖+1,𝑐, 𝑣𝑝+1,𝑑)) 是从点 (𝑢𝑖+1,𝑐, 𝑣𝑝+1,𝑑) 指向点

𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞).

如果 𝑝 = 1, 则 𝑉𝑝−1 = ∅, 所以点 𝑣 与 𝑉𝑝−1 之间没有边. 由于 ∆(𝑇2) = ∆, 且在树 𝑇1 上点 𝑢𝑖,𝑗

最多只有一个祖先 𝑢𝑖−1,𝑎 , 所以点 𝑣与在 𝑉𝑝+1中 𝑖− 1层关联的边最多有 1×∆ = ∆条; 如果 𝑝 > 1,

由于点 𝑢𝑖,𝑗 和点 𝑣𝑝,𝑞 分别在树 𝑇1 和 𝑇2 上都最多只有一个祖先, 所以点 𝑣与在 𝑉𝑝−1 中 𝑖− 1层关联

的边最多有 1× 1 = 1条, 又由于∆(𝑇2) = ∆ 且点 𝑣𝑝,𝑞 在树 𝑇2上有一个祖先, 所以点 𝑣与在 𝑉𝑝+1中

𝑖− 1层关联的边最多有 1 × (∆ − 1) = ∆ − 1条. 所以任意一个顶点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺)在 𝐺⃗中

的出度 𝑑+(𝑣) ≤ ∆, 所以由定理 1得 (𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 2∆ + 2.

定理7 令 𝑇1 和 𝑇2 是两棵树, 设 ∆ = ∆(𝑇2) ≤ ∆(𝑇1). 对于任意整数 𝑎 ≥ ∆ + 2, 如果图

𝐺 = 𝑇1 � 𝑇2, 则 (𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 2∆ + 6.

证明 令图 𝐺1 = 𝑇12𝑇2 和 𝐺2 = 𝑇1 × 𝑇2, 由强积图的定义我们知道图 𝐺 = 𝑇1 � 𝑇2 是

图 𝐺1 和 𝐺2 边不交的并. 由定理 5 和定理 6, 我们知道图 𝐺1 和 𝐺2 分别有一个对任意顶点

𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺) 满足 𝑑+(𝐺⃗1) ≤ 2 和 𝑑+(𝐺⃗2) ≤ ∆ 的定向. 所以图 𝐺 = 𝑇1 � 𝑇2 存在

一个对任意顶点 𝑣 = (𝑢𝑖,𝑗 , 𝑣𝑝,𝑞) ∈ 𝑉 (𝐺) 满足 𝑑+(𝐺⃗) ≤ ∆ + 2 的定向. 所以由定理 1 , 我们有

(𝑎, 1)-𝑐𝑜𝑙𝑔(𝐺) ≤ 2∆ + 6.

特殊地, 如果树 𝑇2 是一条路 𝑃 , 则 ∆(𝑇2) ≤ 2, 所以我们可以分别从定理 [5, 6, 7] 得到定理

[2, 3, 4] .

3. 结语

关于图的博弈染色数有着非常丰富的结果, 但关于乘积图的博弈染色数研究相对较少. 本文通

过研究两棵树的乘积图, 通过给出一个图的定向规则, 得到了两棵树的乘积图 (𝑎, 1)-博弈染色数的

上界, 推广了文献 [6]中的关于树和路的乘积图的 (𝑎, 1)-博弈染色数的结果. 对于任意两个图的乘积
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苏俊义

图的博弈染色数的上界, 仍然是值得进一步探讨的问题.
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