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摘  要 

罚函数法是求解约束优化问题的一种经典方法，其基本思想是将约束优化问题转化为无约束优化问题进

行求解。本文我们提出了一类新的具有二次连续可微性质的光滑化l1精确罚函数，并证明了相应罚函数

算法的全局收敛性。此外，我们进行了数值实验，数值结果表明了该方法比较有效。 
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Abstract 
Penalty function method is a classical method for solving constrained optimization problems. Its 
basic idea is to transform constrained optimization problem into constrained optimization prob-
lem for solving. In this article, we propose a new class of smoothing exact penalty function me-
thods and prove their global convergence. In addition, we conducted numerical experiments, and 
the numerical results showed that the method is relatively effective. 
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1. 引言 

罚函数法是求解约束优化问题的一种常用方法，其基本思想是：将约束条件转化为某种惩罚函数加

到目标函数中去，从而将约束优化问题的求解转化为一系列无约束优化问题的求解。在一定条件下，如

果罚问题的解是原问题的解或者原问题的解是罚问题的解，则称该罚函数为精确罚函数；如果罚函数中

包含原问题的目标函数和约束函数而不包含它们的梯度，则称该罚函数为简单罚函数[1]。 
本文考虑如下不等式约束优化问题： 

( )
( )

min
(P)

s.t. 0, 1, , ,i

f x

g x i m≤ = �
                           (1.1) 

其中 , : n
if g R R→ ， { }1,2, ,i I m∈ = � 是连续可微函数。记 ( ){ }0 0, 1,2, ,n

iX x R g x i m= ∈ ≤ = � ，则 0X 是

问题(P)的可行集。下面给出一些关于近似最优解的定义。 
定义 1.1 [2] 如果 xε 是问题(P)的可行解， *x 是(P)的最优解，并且满足 ( ) ( )*f x f xε ε− ≤ 。则称 xε 是

(P)的 ε-近似最优解。 
定义 1.2 [2] 如果满足对 i I∀ ∈ 有 ( )ig xε ε≤ ，则 nx Rε ∈ 是问题(P)的 ε-可行解。 

2l 罚函数是一种经典常见的罚函数： 

( ) ( ) ( ){ }2
2 , max ,0i

i I
F x f x g xρ ρ

∈

= + ∑ . 

2l 罚函数是光滑但非精确的。1967 年，Zangwill [3]提出了经典 1l 罚函数： 

( ) ( ) ( ){ }1 , max ,0i
i I

F x f x g xρ ρ
∈

= + ∑ . 

其相应无约束优化问题为 

( )1(P1) min , s.t nF x x Rρ ∈ . 

1l 罚函数是精确的，但是不可微[5]，因而不能有效应用求解光滑优化问题的算法进行求解，对 1l 这
样的非光滑罚函数进行光滑化是十分重要的。学者们对 1l 精确罚函数采用各种光滑化函数进行光滑化处

理，以达到光滑精确罚函数的效果。 
1994 年，Mustafa Ç [4]提出了一个可以求解大规模问题的光滑化 1l 罚函数。2012 年，Lian [5]提出了

如下带有指数的光滑化 1l 罚函数： 

( )
3 e 2 , 0
2

e , 0.
2

t

t

t
P t

t t

ε

ε

ε

ε ε

ε −


− ≤= 

 − >

，

 

2016 年，Ahmet [6]提出了带有一个参数的一类光滑化 1l 罚函数，该罚函数对应的光滑化罚问题的解

和原问题的解之间的误差较小。2009 年，刘[7]提出了一种新的精确罚函数： 
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( )
e , 0

2

e , 0.
2

t

t

t
P t

t t

ε

ε

ε

ε

ε −


≤= 

 + >

，

 

该罚函数至少两次连续可微。2013 年，Xu [8]提出了如下具有二阶连续可微性质的光滑化 1l 罚函数： 

( )
3

2

2

0,                           0,

,                    0
6

4 ,          .
2 3

t
t tP t

t t
t

ε
ε

ε
ε ε ε

<

 ≤ <= 

 + − ≤


 

2015 年，BINH [9]提出了一种带有指数的二阶连续可微光滑化 1l 罚函数。2019 年，Xu [10]提出了如

下的二阶连续可微的光滑化 1l 罚函数： 

( )
3 3 4

3

2

2 2

0,                                         0,

,                         0 ,
10

3 3 ,          .
25

t
m t t

P t m

t t
m mm t

ε

ρ ε
ρε

ε ε ε
ρ ρρ

<

 ≤ <= 

 + − ≤


 

此外有一些学者[11] [12]对低价精确罚函数的光滑化函数也进行了深入研究。 
受文献[8]的启发，本文对 1l 罚函数提出了一类新的具有二次连续可微性质的光滑化罚函数，选择适

当的参数可以得到较高的光滑化精度。在此基础上我们给出了求解不等式约束优化问题的 1l 光滑化罚函

数法，并进行了数值实验。 

2. 一类二阶光滑罚函数 

考虑如下函数 

( ) 0, 0,
, 0,

t
P t

t t
≤

=  >
 

1l 罚函数的罚问题(P1)转化为如下形式： 

( ) ( ) ( )( )1min , , n
i

i I
F x f x P g x x Rρ ρ

∈

= + ∈∑ . 

受文献[8]的启发，我们对 ( )P t 构造如下的光滑化函数： 

( ) ( )
( )

( )( )
( )
( )

1

1

0,                                                          0,

,                                    0 ,
1

1 1
,    .

1 1 1

p p

q q

t

q t t
p p qP t

p t q p
t t

q p q p q

ε

ε ε

ε
ε ε

−

−

≤

 < < + −= 


− − + + ≤ − + − −

                    (2.1) 

其中 2p > ， 2q ≥ ， 0ε > 是光滑化参数。下面分析 ( )P tε 的连续可微性质。 

( )P tε 的一阶导数式(2.2)和二阶导数式(2.3)如下： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0,                                          0,

,          0 ,
1

11 ,          .
1

p

q

t
q t t

p qP t
p t t

p q

ε

ε ε

ε ε

−

≤

 < < + −′ = 
 − + ≤

+ −

                   (2.2) 

当 0t ≤ 时， ( )
0

lim 0
t

P tε→
′ = ，当 0 t ε< < 时， ( )

0
lim 0
t

P tε→
′ = ， ( )lim

1t

qP t
p qεε→

′ =
+ −

，当 t ε≥ 时， 

( ) 1lim 1
1 1t

p qP t
p q p qεε→

−′ = + =
+ − + −

，因此 ( )P tε 连续可微。 

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

2

0,                                         0,
1

,      0 ,
1

1
,             .

1

p

q

t
q p

t t
p qP t
q p

t t
p q t

ε

ε ε
ε

ε ε

−

≤
 − < < + −′′ = 
 − ≤
 + −

                  (2.3) 

当 0t ≤ 时， ( )
0

lim 0
t

P tε→
′′ = ，当 0 t ε< < 时， ( )

0
lim 0
t

P tε→
′′ = ， ( ) ( )1

lim
1t

q p
P t

p qεε→

−
′′ =

+ −
，当 t ε≥ 时，

( ) ( )1
lim

1t

q p
P t

p qεε→

−
′′ =

+ −
，因此 ( )P tε 二阶连续可微。 

1l 的光滑化罚函数为： 
( ) ( ) ( )( ), , ,i

i I
F x f x P g xερ ε ρ

∈

= + ∑  

其相应的光滑化罚问题： 

( ) ( ) ( )( )(SP) min , , s.t. n
i

i I
F x f x P g x x Rερ ε ρ

∈

= + ∈∑  

若 f 是二阶连续可微的，则 ( ), ,F x ρ ε 也是二阶连续可微函数。下面我们给出 ( )P tε 和 ( )P t 的误差估

计。 
定理 2.1 对于任意的 t 和 0ε > ，下面的不等式成立： 

( ) ( ) ( )
( )

1
0

1
q p

P t P t
p qε ε

−
≤ − ≤

−
. 

证明：对于任意的 t， 0ε > ，由 ( )P t 和 ( )P tε 的定义有

 ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )
( )

1

1

0,                                                        0,

,                             0 ,
1

1 1
,       .

1 1 1

p p

q q

t
q tt t

p p qP t P t
p t q p

t
q p q p q

ε

ε ε

ε
ε ε

−

−

≤

 − < < + −− = 
 − −− + ≤
 − + − −

 

当 0 t ε< < 时， ( ) ( )P t P tε− 可导，因而 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 0,
1

pqP t P t t
p qε ε −∇ − = − >   + −  
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即此时 ( ) ( ) ( )
1

1

p pq tP t P t t
p p qε

ε −

− = −
+ −

单调递增，因此当 [ )0,t ε∈ 时有 

( ) ( ) ( )
( )
( )

1 1
0 .

1 1

p p p p q qq tP t P t t
p p q p p qε

ε ε
− + − −

≤ − = − <
+ − + −  

当 t ε≥ 时，显然 ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

11 1
1 1 1

q qp t q p
P t P t

q p q p qε

ε
ε

−− −
− = − +

− + − −
是单调递增的，即此时 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

11 1 1 1
.

1 1 1 1 1

q qp p q q p t q p q p
P t P t

p p q q p q p q p qε

ε
ε ε ε

−+ − − − − −
≤ − = − + ≤

+ − − + − − −  

由上述可得 

( ) ( ) ( )
( )

1
0 ,     .

1
q p

P t P t i I
p qε ε

−
≤ − ≤ ∈

−  
因此结论得证。 
注记：当 ε和 q 确定时， ( ) ( )( )1 1q p p qε− − 对于 p 单调递增，当 ε和 p 确定时， ( ) ( )( )1 1q p p qε− −

对于 q 单调递减。由定理 2.1 可知， ( )P t 和 ( )P tε 的误差可以任意小，只要光滑参数 ε足够小，即 
( ) ( )

0
lim P t P tεε→

= 。 

下面分析 1l 精确罚函数的罚问题(P1)和光滑化罚问题(SP)之间的关系。 
定理 2.2 若{ }0jε

∞
是一正序列，且 lim 0jj

ε
→∞

= ，对于某个给定的 0ρ > ，设 jx 是问题(SP)： ( )min , ,
n j

x R
F x ρ ε

∈

的一个解， x′是序列{ }jx 的一个极限点，则 x′是问题(P1)： ( )1min ,
nx R

F x ρ
∈

的最优解。 

证明：由 jx 是问题(SP)的一个解可知， 

( ) ( ), , , , .j j j j jF x F xρ ε ρ ε≤  

结合定理 2.1 有 

( )( ) ( )( ) ( )
( )

1
0 ,

1i i
i I i I

q p
P g x P g x m

p qε ε
∈ ∈

−
≤ − ≤

−∑ ∑  

( )( ) ( )( ) ( )
( )

1
0 ,

1i i
i I i I

q p
P g x P g x m

p qερ ρ ερ
∈ ∈

−
≤ − ≤

−∑ ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1
0 ,

1i i
i I i I

q p
f x P g x f x P g x m

p qερ ρ ερ
∈ ∈

−   ≤ − − − ≤    −   
∑ ∑  

故 

( ) ( ) ( )
( )1

1
0 , , , ,

1
q p

F x F x m
p q

ρ ρ ε ερ
−

≤ − ≤
−

                         (2.4)
 

于是 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

1

1
, , ,

1

1
, ,

1

1
, ,

1

j j j j

j j

j

q p
F x F x m

p q

q p
F x m

p q

q p
F x m

p q

ρ ρ ε ρε

ρ ε ρε

ρ ρε

−
≤ +

−

−
≤ +

−

−
≤ +

−
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当 j →∞时有 ( ) ( )1 1, ,F x F xρ ρ′ ≤ ，因此 x′是问题(P1)的最优解。结论得证。 
定理 2.3 对于某个给定的 0ρ > ， 0ε > ，如果 *x 是问题(P1)的最优解， x′是问题(SP)的最优解，则 

( ) ( ) ( )
( )

* 1
0 , , , .

1
q p

F x F x m
p q

ρ ρ ε ρε
−

′≤ − ≤
−  

特别地，如果 x′是原问题(P)的 ε-可行解， *x 是原问题(P)的可行解，则 x′是原问题(P)的近似最优解。 
证明：由式(2.4)可知， 

( ) ( ) ( )
( )

* * 1
0 , , , ,

1
q p

F x F x m
p q

ρ ρ ε ρε
−

≤ − ≤
−

 

( ) ( ) ( )
( )

1
0 , , , .

1
q p

F x F x m
p q

ρ ρ ε ρε
−

′ ′≤ − ≤
−  

因为 *x 是问题(P1)的最优解， x′是问题(SP)的最优解，则有 

( ) ( )*, , ,F x F xρ ρ′≤  

( ) ( )*, , , , ,F x F xρ ε ρ ε′ ≤  

因而 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

* *

*

0 , , ,

, , ,

, , ,

1
,

1

F x F x

F x F x

F x F x

q p
m

p q

ρ ρ ε

ρ ρ ε

ρ ρ ε

ρε

≤ −

′≤ −

′ ′≤ −

−
≤

−

 

( ) ( ) ( )
( )

* 1
0 , , , .

1
q p

F x F x m
p q

ρ ρ ε ρε
−

′≤ − ≤
−  

即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

* * 1
0 ,

1i i
i I i I

q p
f x P g x f x P g x m

p qερ ρ ρε
∈ ∈

−   ′ ′≤ + − + ≤    −   
∑ ∑  

如果 x′是原问题(P)的 ε-可行解， *x 是原问题(P)的可行解，则 *x 是原问题(P)的最优解且 

( ) ,ig x ε′ ≤
 

( )( )* 0.i
i I

P g x
∈

=∑
 

结合 ( )P tε 得

 
( )( ) ( )

0 ,
1i

i I

qP g x m
p p qε ε

∈

′≤ ≤
+ −∑  

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )* 1

,
1i i

i I i I

q p
P g x f x f x m P g x

p qε ερ ρε ρ
∈ ∈

−
′ ′ ′≤ − ≤ +

−∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )( )

* 2
,

1 1
q p q

f x f x m
q p q

ερ
+ −

′− ≤
− + −  
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因此 x′是原问题(P)的近似最优解。结论得证。 

3. 罚函数算法和收敛性分析 

基于光滑化罚问题(SP)，提出如下求解问题(P)的一个罚函数算法。 
 

Algorithm I 
Step 1：给定 0x ， 0ε > ， 0 0ε > ， 0 0ρ > ， 1N > ， 0 1η< < ，令 0j = 。 
Step 2：以 jx 为起始点求解问题 ( )min , ,

n j j
x R

F x ρ ε
∈

， 1jx + 为所求的最优解。 

Step 3：若 1jx + 对于问题(P)是 ε-可行的，则算法终止， 1jx + 是问题(P)的近似最优解。否则令 1j jNρ ρ+ = ， 1j jε ηε+ = ，

1j j= + ，转向 Step 2。 

 

定理 3.1 假设 ( )
|| ||
lim
x

f x
→∞

= +∞，序列{ }jx 是由 Algorithm I 产生的，若 ( ){ }, ,j j jF x ρ ε 有界，则{ }jx 有 

界，且{ }jx 的极限点是问题(P)的最优解。 
证明：首先证{ }jx 有界。由 ( ){ }, ,j j jF x ρ ε 有界可知，存在一个数 L 使得 

( ), , , 0,1,2,j j jF x L jρ ε ≤ = �  

即 

( ) ( )( ) , 0,1,2,
jj j i j

i I
f x P g x L jερ

∈

+ ≤ =∑ �                         (3.1) 

假设{ }jx 无界，不失一般性，不妨设 ( ) jx j→+∞ →∞ ，由 ( )lim
x

f x
→∞

= +∞可知， ( )lim jj
f x

→∞
= +∞， 

与式(3.1)矛盾，因此{ }jx 有界。 
其次证{ }jx 的极限点是问题(P)的最优解。设{ }jx 的极限点是 x′，即 lim jj

x x
→∞

′= 。下面我们分两步完

成证明。 
第一步，假设 x′不是问题(P)的 ε-可行解，则存在 1i I∈ ， 0α > 使得 ( )

1i
g x α ε′ ≥ > ，由 ( )P tε 单调递

增可知， 

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )

11 1
, , ,

1 1 1

q q
j

j j j j j j

p q p
f x F x L

q p q p q
ε α

ρ α ε ρ ε
− − −

+ + + ≤ ≤  − + − − 
               (3.2) 

当 j →∞时，由 Algorithm I 知 jρ → +∞， 0jε → ，即 

( ) ( )
( )( )

( )
( )

11 1
 ,

1 1 1

q q
j

j j j

p q p
f x

q p q p q
ε α

ρ α ε
− − −

+ + + → +∞  − + − − 
                   (3.3) 

与式(3.2)矛盾，因此 x′是原问题(P)的 ε-可行解。 
第二步，设 *x 是原问题(P)的最优解，由于序列{ }jx 是由 Algorithm I 产生的，则 

( ) ( )*, , , , , 0,1,2,j j j j jF x F x jρ ε ρ ε≤ = �  

即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * * .
j jj j i j j i

i I i I
f x P g x f x P g x f xε ερ ρ

∈ ∈

+ ≤ + =∑ ∑  

由 ( )( ) 0i jP g xε > 可知， ( ) ( )*
jf x f x≤ ，当 j →∞时，有 ( ) ( )*f x f x′ ≤ 。又因为 *x 是原问题(P)的最
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优解，所以 ( ) ( )*f x f x′≤ 。综上 ( ) ( )*f x f x′ = ，结论得证。 

4. 数值实验 

下面通过求解 5 个不等式约束优化问题数值算例，验证 Algorithm I 的有效性，并与 1l 罚函数法、 2l 罚

函数法以及文献[5] [7] [8] [10]罚函数算法的数值结果进行比较。在式(2.1)中取 p = 3，q = 7。 
例 4.1 考虑如下约束优化问题(文献[13]中的例 4.1) 

( )

( )

( )

( )

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2
1 1 2 3 1 2 4

2 2 2 2
2 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2 2
3 1 2 3 4 1 4

min 2 5 5 21 7 ,

s.t.   2 2 5 0,

 8 0,

 2 2 10 0.

f x x x x x x x x x

g x x x x x x x

g x x x x x x x x x

g x x x x x x x

= + + + − − − +

= + + + + + − ≤

= + + + + − + − − ≤

= + + + − − − ≤

 

令 ( ) 6
0 0 00,0,0,0 , 0.0001, 5, 2, 0.01, 10x Nε ρ η ε −= = = = = = 。数值实验结果如表 1 所示，其中文献[7]

的算法结果不收敛，Algorithm I 所得目标函数值最小，且最小值为−44.233837585，迭代次数为 2 次。 
 

Table 1. Example 4.1 comparison results 
表 1. 例 4.1 对比结果 

 j xj f(xj) 

Algorithm I 
1 (0.169563, 0.835533, 2.008643, −0.964883) −44.234011331 

2 ( 0.169785, 0.835339, 2.008609, −0.964862) −44.233837585 

l1
 1 (0.173352, 0.825959, 2.011255, −0.960809) −44.232859085 

2 (0.127767, 0.826124, 2.007571, −0.986930) −44.103442861 

l2
 1 (0.173879, 0.836317, 2.030471, −0.991029) −44.670655352 

13 ( −0.034338, 0.417887, 2.006784, −1.075809) −42.203334015 

[5] 1 (0.169541, 0.835508, 2.008608, −0.964889) −44.233400426 

[7] 不收敛   

[8] 
1 (0.169564, 0.835534, 2.008646, −0.964885) −44.234054509 

3 (0.202939, 0.708130, 2.049864, −0.900006) −44.145998765 

[10] 
1 (0.161133, 0.845000, 2.008395, −0.966917) −44.233160251 

2 (0.177295, 0.831535, 2.006379, −0.966090) −44.233409270 

 
例 4.2 考虑如下约束优化问题(文献[14]中的例 4.1) 

( )
( )
( )

2 2
1 2

2
1 1 2

2 1

min ,

s.t.   0,

 0.

f x x x

g x x x

g x x

= +

= − ≤

= − ≤

 

令 ( ) 6
0 0 02,2 , 0.1, 1, 2, 0.01, 10x Nε ρ η ε −= = = = = = 。数值实验结果如表 2 所示，Algorithm I、 1l 、 2l 、

文献[8]和文献[10]都能计算出目标函数值最小值，且最小值均为 0，迭代次数均为 1 次。 
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Table 2. Example 4.2 comparison results 
表 2. 例 4.2 对比结果 

 j xj f(xj) 

Algorithm I 1 (0.000000, 0.000000) 0.000000000 

l1
 1 (0.000000, 0.000000) 0.000000000 

l2
 1 (0.000000, 0.000000) 0.000000000 

[5] 1 (0.139289, 0.168635) 0.047839245 

[7] 1 (0.087180, 0.099615) 0.017523572 

[8] 1 (0.000000, 0.000000) 0.000000000 

[10] 1 (0.000000, 0.000000) 0.000000000 

 
例 4.3 考虑如下约束优化问题(文献[15]中的例 3.3) 

( )
( )
( )
( )
( )

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2

2 1 2

3 1

3 2

min 2 6 2 2 ,

s.t.   2 0,

 2 2 0,

 0,

 0.

f x x x x x x x

g x x x

g x x x

g x x

g x x

= − − + − +

= + − ≤

= − + − ≤

= − ≤

= − ≤

 

令 ( ) 6
0 0 00,0 , 0.1, 5, 2, 0.01, 10x Nε ρ η ε −= = = = = = 。数值实验结果如表 3 所示，其中 2l 、文献[8]、文

献[10]的算法结果不收敛，Algorithm I 所得目标函数值最小，且最小值为−7.200000084，迭代次数为 4 次。 
 

Table 3. Example 4.3 comparison results 
表 3. 例 4.3 对比结果 

 j xj f(xj) 

Algorithm I 
1 (0.850604, 1.233736) −7.434729592 

4 (0.800000, 1.200000) −7.200000084 

l1
 1 (0.138888, 0.739783) −3.808118336 

l2
 不收敛   

[5] 1 (0.760837, 1.141652) −6.923195313 

[7] 
1 (0.817741, 1.194528) −7.233783261 

2 (0.799652, 1.199768) −7.198376673 

[8] 不收敛   

[10] 不收敛   

 
例 4.4 考虑如下约束优化问题 

( )
( )

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3

1 1 2 3

min 9 8 6 4 2 2 2 2 2 ,

s.t.   2 3 0.

f x x x x x x x x x x x

g x x x x

= − − − + + + + +

= + + − ≤
 

令 ( ) 6
0 0 00,0,0 , 0.1, 2, 4, 0.01, 10x Nε ρ η ε −= = = = = = 。数值实验结果如表 4 所示，其中文献[10]的算

法结果不收敛，Algorithm I 所得目标函数值最小，且最小值为 0.11111090，迭代次数为 3 次。 
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Table 4. Example 4.4 comparison results 
表 4. 例 4.4 对比结果 

 j xj f(xj) 

Algorithm I 
1 (1.320970, 0.786020, 0.465049) 0.10302197 

3 (1.333333, 0.777778, 0.444445) 0.11111090 

l1
 1 (1.334019, 0.777751, 0.444100) 0.11111832 

l2
 1 (1.315789, 0.789474, 0.473684) 0.09972299 

9 (1.333333, 0.777778, 0.444445) 0.11111092 

[5] 1 (1.412950, 0.724700, 0.311750) 0.17052786 

[7] 1 (1.379174, 0.747217, 0.368043) 0.14377304 

[8] 
1 (1.317986, 0.788009, 0.470024) 0.10111500 

4 (1.337695, 0.775938, 0.436861) 0.11394132 

[10] 不收敛   

 
例 4.5 考虑如下约束优化问题 

( ) ( ) ( )
( )
( )
( )
( )

2 2
1 2

1 1 2

2 1 2

3 1

3 2

min 1 2 ,

s.t.   1 0,

 2 0,

 0,

 0.

f x x x

g x x x

g x x x

g x x

g x x

= − + −

= − + − ≤

= + − ≤

= − ≤

= − ≤

 

令 ( ) 6
0 0 00,0 , 0.1, 2, 10, 0.01, 10x Nε ρ η ε −= = = = = = 。数值实验结果如表 5 所示，其中文献[8]的算法

结果不收敛，Algorithm I 所得目标函数值最小，且最小值为 0.499999198，迭代次数为 3 次。 
 

Table 5. Example 4.5 comparison results 
表 5. 例 4.5 对比结果 

 j xj f(xj) 

Algorithm I 
1 (0.538514, 1.538514) 0.425938204 

3 (0.500000, 1.500000) 0.499999198 

l1
 1 (0.500968, 1.500630) 0.498403881 

3 (0.500043, 1.499892) 0.500064766 

l1
 1 (0.600000, 1.600000) 0.320000000 

7 (0.493287, 1.493271) 0.513533078 

[5] 1 (0.575194, 1.324900) 0.636220416 

[7] 
1 (0.587596, 1.412532) 0.515196145 

2 (0.502466, 1.495234) 0.502329083 

[8] 不收敛   

[10] 
1 (0.506800, 1.506800) 0.486491608 

4 (0.235206, 1.235204) 1.169822515 
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从这 5 个数值例子可以看出，Algorithm I 所得目标函数值是最小的，因此其对于求解不等式约束优

化问题的最优解是有效的。 

5. 结论 

本文提出了一类新的光滑化 1l 精确罚函数，其具有二阶连续可微性质。并且证明了对应算法的全局

收敛性。最后通过数值实验说明了该算法的有效性。 
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