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摘  要 

Weyl定理作为算子谱理论的重要研究内容，被广泛应用在代数几何，线性空间理论，拓扑学等不同的数

学分支中，有很大的应用和理论价值。本文基于已有的理论知识，研究Weyl定理的变化，结合广义Kato
型算子定义的谱集ρgk(T)，给出Hilbert空间上有界线性算子满足广义(ω)性质的判定条件。 
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Abstract 
As an important research content of operator spectrum theory, Weyl theorem is widely used in 
algebraic geometry, linear space theory, topology and other different branches of mathematics, 
and has great application and theoretical value. In this paper, based on the existing theoretical 
knowledge, we study the variation of Weyl theorem, combine with the spectrum set ρgk(T) defined 
by the generalized Kato type operators, and give the judgment conditions for the bounded opera-
tors on Hilbert space to satisfy the generalized properties (ω). 
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1. 引言 

在算子理论的研究中关于谱理论的内容是一个热门的探究方向。在文章[1]中学者给出了算子具备一

致可逆性的充要条件。1909 年，H. Weyl [2]在检查 Hermite 算子 T 的所有紧摄动的谱时发现，λ 属于 T
的所有紧摄动的谱的充要条件的是 λ 属于 T 的谱集但不为 T 的谱集中孤立的有限重特征值。现在这个结

论被称作 Weyl 定理。二十世纪 90 年代，Harte 和 Lee [3]，Rakočević [4] [5]，以及 Aiena [6] [7] [8]等众

多学者们都对 Weyl 定理的若干变形和推广进行了研究。在本文中，重点探究 Weyl 定理的一种变化，将

其称之为广义(ω)性质。关键是结合广义 Kato 型算子的性质定义的谱集，给出 Hilbert 空间上有界线性算

子满足广义(ω)性质的判定条件。 
在本文中，用 H 来表示一个无限维的复 Hilbert 空间， ( )B H 表示 H 上的全体有界线性算子。算子

( )T B H∈ ，它的谱集是 ( ) { }:T T Iσ λ λ= ∈ − 不可逆 ，记 ( ) ( )\T Tρ σ= 。 ( )n T 记作零空间 ( )N T 的维

数， ( )d T 记为值域 ( )R T 的余维数。称 ( )T B H∈ 是上半 Fredholm 算子，如果 ( )n T < ∞且 ( )R T 是闭的；

称 T 是下半 Fredholm 算子，如果 ( )d T < ∞且 ( )R T 是闭的，那么算子 ( )T B H∈ 称为是 Fredholm 算子，

若 ( )R T 是闭的且 ( ) ( ),n T d T < ∞。如果 ( )T B H∈ 是上(或者下)半 Fredholm 算子，那么 T 的指标 ( )ind T 可

以用 ( ) ( ) ( )ind T n T d T= − 来计算。记 ( ) { }Fredholm:SF T T Iρ λ λ= ∈ − 是半 算子 。Weyl 算子是指标为零

的 Fredholm 算子。上半 Fredholm 谱 ( )SF Tσ
+

，下半 Fredholm 谱 ( )SF Tσ
−

和 Weyl 谱分别定义为： 

( ) { }Fredhol: mSF T T Iσ λ λ
+

= ∈ − 不是上半 算子 ； 

( ) { }Fredhol: mSF T T Iσ λ λ
−

= ∈ − 不是下半 算子 ； 

( ) { }: Weylw T T Iσ λ λ= ∈ − 不是上半 算子 。 

如果 ( ) { }0N T = 并且 ( )R T 是闭的， ( )T B H∈ 称为是下有界算子。定义 

( ) ( ) ( ){ }Fre, o 0dh lmSF H T B H T ind T−
+ = ∈ ≤为上半 算子且 。那么本质逼近点谱 ( )ea Tσ 和逼近点谱 ( )a Tσ

分别定义为： 

( ) ( ){ }:ea T T I SF Hσ λ λ −
+= ∈ − ∉ ； 

( ) { }:a T T Iσ λ λ= ∈ − 不为下有界算子 ； 

如果 n 是满足 ( ) ( )1n nN T N T += 成立的最小的非负整数，则 n 为算子 T 的升标 ( )asc T ，如果这样的

整数不存在，则记 ( )asc T = +∞；而当 n 是满足 ( ) ( )1n nR T R T += 成立的最小的非负整数，则 n 是算子 T
的降标 ( )des T ，同样当这样的整数不存在时，则记 ( )des T = +∞。若 ( ) ( ),n T d T < ∞，那么有 

( ) ( )asc T des T= 。倘若 T 的降标和升标都是有限的，那么 T 为 Drazin 可逆的。 ( )T B H∈ 称为是 Browder
算子，若 T 是 Fredholm 算子且 ( ) ( )asc T des T= < ∞，即 T 为 Fredholm 算子且当 0λ ≠ 时T Iλ− 是可逆的。

Browder 谱定义为 ( ) { }Browder:b T T Iσ λ λ= ∈ − 不为 算子 。集合 ( )00 Tπ 表示谱集中孤立的有限重的特征

值的全体。称 T 为 Riesz 算子，若任给 { }\ 0λ∈ ，T Iλ− 为 Fredholm 算子。 

( )T B H∈ 称作是 Kato 算子[9]，如果 ( )R T 是闭的且有 ( ) ( )
1

n

n
N T R T

∞

=

⊆∩ 。 

定义 1. Kato 算子 ( )T B H∈ 是广义正则的，倘若有 ( )T SF H−
+∈ ； ( )T B H∈ 定义为有广义 Kato 分解(记

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2023.125219
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


郑宇洁，刘爱芳 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.125219 2154 应用数学进展 
 

作 GKD)，假如有 T 的一对不变子空间 ( ),M N ，且为闭的，致使 X M N= ⊕ 并且 NT 是拟幂零的，
MT 为

广义正则的。倘若在 GKD 中 NT 是幂零的，那么 T 称作是广义 Kato 型的。 
显然地，要是 T 为广义 Kato 型，那么有 0ε > ，当 0 λ ε< < 时，T Iλ− 是广义正则的。对所有的 

( )00 Tλ π∈ ，T Iλ− 成为广义 Kato 型的充要条件是 ( ) ( )00 00T P Tπ = ，这里 ( ) ( ) ( )00 \ bP T T Tσ σ= 。 
在 Hilbert 空间中，算子 ( )T B H∈ 具备一致可逆性(简记为 CI 算子)或把它叫做一致可逆算子，若是

对任给的 ( ) ( ) ( )1 1,  S B H ST B H TS B H− −∈ ∈ ⇔ ∈ 。在文章([1] [10])中也充分讨论了一致可逆性。 

2. 广义(ω)性质的判定 

记 ( ) { }:CI T T I CIσ λ λ= ∈ − 不是 算子 。一致可逆谱 ( )CI Tσ 是开集或者空集，同时具备以下所述性

质([11])。 
定理 1. 令 ( )T B H∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )\ left right
CI T T T Tσ σ σ σ= ∩ ， 

且 

( ) ( )intCI T Tσ σ⊆ 。 

( )T B H∈ 有广义(ω)性质[12]，是指 T 满足： ( ) ( ) ( )\a SBF
T T E Tσ σ −

+
= ，这里 ( )E T 是 T 的谱集 ( )Tσ 中

全体孤立的特征值。 
接下来讨论 T 具备广义(ω)性质的充分必要条件，所以需要定义另外新的谱集。让 

( ) { }: 0 0gk KT a oT I tρ λ ε µ λ ε µ= ∈ > < − < −存在 ，使得 时，那么 为广义 型算子 ，同时 

( ) ( )1 1\T Tσ ρ= 。显然得出 ( ) ( ) ( )gk ea aT T Tσ σ σ⊆ ⊆ 。 
定理 2.  ( )T B H∈ 具备广义(ω)性质的充要条件是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 0D gk CIT T T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ= ∈ − =  ∪ ∪ ∪ ， 

且有 ( ) ( ) ( )\a CISBF
T T Tσ σ σ−

+

  = ∅ ∩ 。 
证明. 假设 T 具有广义(ω)性质。包含 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ): 0gk CI DT T acc iso T T n T I Tσ σ σ λ σ λ σ∈ − = ⊆  ∪ ∪ ∪ 显然成立。下面证明另一个包含。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 : 0gk CIT T acc iso T T n T Iλ σ σ σ λ σ λ∉ ∈ − =  ∪ ∪ ∪ ，不妨碍设 ( )0 Tλ σ∈ 。那么有 0ε > ，当 

00 λ λ ε< − < 时，使得T Iλ− 为广义 Kato 型算子。对于λ ，有 1 0ε > ，当 10 µ λ ε< − < 时，可以得到T Iµ−  
是广义正则的。因 T 具备广义(ω)性质可知 IT µ− 是下有界的([13])。又因 ( )0 CI Tλ σ∉ ，故而当 10 µ λ ε< − <  
时， IT µ− 是可逆的，即有 ( ) ( )iso T Tλ σ ρ∈ ∪ 。又由于 ( )0 acc iso Tλ σ∉   且 ( )0 0n T Iλ− > ，所以 

( )0 iso Tλ σ∈ ，从而有 ( )0 E Tλ ∈ 。因 T 具备广义(ω)性质易知 0T Iλ− 是 Drazin 可逆，即 ( )0 D Tλ σ∉ 。那

么就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 0D gk CIT T T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ= ∈ − =  ∪ ∪ ∪ 。 

又由于对任给的 ( ) ( )\a SBF
T Tλ σ σ −

+
∈ ，因 T 具备广义(ω)性质易知T Iλ− 是 Drazin 可逆。于是 

( )CI Tλ σ∉ ，即得 ( ) ( ) ( )\a CISBF
T T Tσ σ σ−

+

  = ∅ ∩ 。 

相反，设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 0D gk CIT T T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ= ∈ − =  ∪ ∪ ∪ ，且有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \a a CISBF SBF
T T T T Tσ σ σ σ σ− −

+ +

    = ∅   ∩ ∩ 。令 ( ) ( )0 \a SBF
T Tλ σ σ −

+
∈ ，则有 ( )0T I SBF Hλ −

+− ∈ 。 
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知道上半 B-Fredholm 算子 0T Iλ− 是上半 Fredholm 算子当且仅当 ( )0n T Iλ− < ∞。由此易证 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 : 0gk T acc iso T T n T Iλ σ σ λ σ λ∉ ∈ − =  ∪ ∪ 。 

由 ( ) ( ) ( )\a CISBF
T T Tσ σ σ−

+

  = ∅ ∩ 知 ( )0 CI Tλ σ∉ 。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 : 0gk CIT T acc iso T T n T Iλ σ σ σ λ σ λ∉ ∈ − =  ∪ ∪ ∪ ， 

即T Iλ− 是 Drazin 可逆的。故 ( )0 E Tλ ∈ 。反之，令 ( )0 E Tλ ∈ ，很容易看出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 : 0gk CIT T acc iso T T n T Iλ σ σ σ λ σ λ∉ ∈ − =  ∪ ∪ ∪ 。 

所以 ( )0 D Tλ σ∉ ，即 ( ) ( )0 \a eaT Tλ σ σ∈ 。这样就有 ( ) ( ) ( )\a SBF
T T E Tσ σ −

+
= ，即 T 有广义(ω)性质。 

( )T B H∈ 称为是 a-polaroid，如果 ( )aiso T T Iλ σ λ∈ ⇒ − 是 Drazin 可逆的。 
推论 1. ( )T B H∈ 是 a-polaroid 的，因此 T 具备广义(ω)性质的充要条件是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 : 0D CIT T T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ= ∈ − =  ∪ ∪ ∪ 。 

证明. 由定理 2. 可以看出仅需证当 ( )T B H∈ 为 a-polaroid 时 ( ) ( ) ( )\a CISBF
T T Tσ σ σ−

+

  = ∅ ∩ 。假若

( ) ( ) ( )0 \a CISBF
T T Tλ σ σ σ−

+

 ∈ =∅ ∩ ，那么当 00 λ λ< − 足够小时， ( )0 CI Tλ σ∉ ，T Iλ− 为广义正则。因 

而存在 ( )n CI Tλ σ∈ ，使得当 0 ( )n nλ λ→ →∞ ， nT Iλ− 为广义正则。根据 ( )n CI Tλ σ∈ 易知 nT Iλ− 下有界

但是不可逆。进而有 ( )0 aiso Tλ σ∈ 。又因为 T 是 a-polaroid，所以 IT 0λ− 是 Drazin 可逆，可见当 00 λ λ< −  
足够小时，T Iλ− 可逆，即 ( )0 CI Tλ σ∉ 矛盾。所以 ( ) ( ) ( )\a CISBF

T T Tσ σ σ−
+

  = ∅ ∩ 。 

推论 2. ( )T B H∈ 具备(ω)性质且 ( ) ( )00 00
aP T Tπ= 当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 : 0b CI aT T T acc iso T acc iso T T n T Iσ σ σ σ σ λ σ λ = ∈ − =       ∪ ∩ ∪ ∪ ，其中 

( ) ( ) ( )00 0
a

aT T iso Tπ π σ= ∩ 。 
证明. 假若 T 有(ω)性质， ( ) ( )00 00

aP T Tπ= 。则包含 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 : 0CI a bT T acc iso T acc iso T T n T I Tσ σ σ σ λ σ λ σ  ∈ − = ⊆       ∪ ∩ ∪ ∪ 成立。下面我们来

证 
另外一个包含。由定理 2.仅需证 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 :b aT T acc T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ⊆ ∈ −  ∪ ∪ ∪ 。令

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 : 0aT acc T acc iso T T n T Iλ σ σ σ λ σ λ∉ ∈ − =  ∪ ∪ ∪ ，则 ( )00 n T Iλ< − < ∞， ( )0 aiso Tλ σ∈ 。

因为 ( ) ( )00 00
aP T Tπ= ，所以 0T Iλ− 是 Browder 算子。继而得 ( )0 b Tλ σ∉ 。 

相反地，假设有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 : 0b CI aT T T acc iso T acc iso T T n T Iσ σ σ σ σ λ σ λ = ∈ − =       ∪ ∩ ∪ ∪ ，

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 : 0b CIT T T iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ= ∈ − =  ∪ ∪ ∪ 。关于(ω)性质的证明，根据定理 2.仅需 

证 ( ) ( ) ( )\a ea CIT T Tσ σ σ =∅  ∩ 。否则，假设 ( ) ( ) ( )0 \a ea CIT T Tλ σ σ σ∈  ∩ 。那么 ( )0 CI Tλ σ∉ 且存在 0ε >

当 00 λ λ ε< − < 时，得出 T Iλ− 是广义正则的， ( )n T Iλ− 为常数。同样也存在 ( )0n nλ λ→ →∞ 满足

( )n CI Tλ σ∈ ， 00 nλ λ ε< − < 。因而 nT Iλ− 为下有界的但是它不可逆，所以 ( )0 aiso Tλ σ∈ 。如此证明了： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 : 0CI aT T acc iso T acc iso T T n T Iλ σ σ σ σ λ σ λ ∉ ∈ − =       ∪ ∩ ∪ ∪ 。 

因 0T Iλ− 是 Browder 算子，与 ( )0 CI Tλ σ∉ 矛盾。因而 T 具有(ω)性质。再结合 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }00 1\ : 0a
CI aT T T acc T acc iso T T n T Iπ σ σ σ σ λ σ λ ⊆ ∈ − =   ∪ ∩ ∪ ∪ 知， 
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( ) ( ) ( )00 \a
bT T Tπ σ σ⊆   ，故 ( ) ( )00 00

a T P Tπ = 。 
在推论 2.中“ ( ) ( )00 00

aP T Tπ= ”是本质的。例如 ( )2,A B B l∈ 定义为： 

( ) 32
1 2 3, , , 0,0, , ,

2 3
xxA x x x  =  

 
� � ， 

( ) ( )1 2 3 1 2 3 4 5, , , 0, , , , , ,B x x x x x x x x=� � ， 

令 ( )2 2T A B B l l= ⊕ ∈ ⊕ 。则 T 有(ω)性质且 ( ) ( )00 00
aP T Tπ≠ 。通过计算知 ( ) { }: 1b Tσ λ λ= ∈ ≤ ，但

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }1 : 0 : 0 1CI aT T acciso T acc iso T T n T Iσ σ σ σ λ σ λ λ λ  ∈ − = = ∈ < ≤   ∪ ∩ ∪ ∪  。 
如果 T 有(ω)性质那么我们可以证明 ( ) ( ) ( )a b eaT T Tσ σ σ=∩ 。以下让 ( )H T 为定义在 ( )Tσ 的任一分

支上不为常值的复值函数全体，并且在 ( )Tσ 的邻域上解析。 
定理 3. 假设 ( )T B H∈ 是 isoloid 的，同时有广义(ω)性质，于是下列叙述等价： 
(1) 对任意的 ( )f H T∈ ， ( )f T 具有广义(ω)性质； 

(2) 对任意的 ( )f H T∈ ， ( )( ) ( )( )SBF SBF
f T f Tσ σ− −

+ +
= ，并且假若 ( ) ( )a SBF

T Tσ σ −
+

≠ 那么 ( ) ( )aT Tσ σ= ； 

(3) 对任意的 ( ) ( ) ( ), \ , 0SBF T ind T I ind T Iλ µ σ λ µ
+

∈ − − ≥ ，并且假若 ( ) ( )a SBF
T Tσ σ −

+
≠ ，那么有

( ) ( )aT Tσ σ= 。 
证明. (1)⇒ (2) 对于任意的 ( )f H T∈ ，因为 T 具备广义(ω)性质，于是由逼近点谱和 Drazin 谱满 

足谱映射定理知， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )a D a DSBF SBF
f T f T f T f T T f Tσ σ σ σ σ σ− −

+ +
= = =∩ ∩ 。 

下面我们证若 ( ) ( )a SBF
T Tσ σ −

+
≠ ，则 ( ) ( )aT Tσ σ= 。令 ( ) ( )0 \a SBF

T Tλ σ σ −
+

∈ ，由于 T 具有广义(ω)

性质可知， 0T Iλ− 为 Drazin 可逆。对任何的 ( )0 a Tµ σ∉ ，假设 ( ) ( )( )0 0f T T I T Iµ λ= − − ，则有 

( )( ) ( )( )0 \a SBF
f T f Tσ σ −

+
∈ 。根据 ( )f T 具有广义(ω)性质，故而可知 ( )f T 是 Drazin 可逆的，继而 0T Iµ−  

是 Drazin 可逆的。又因为 0T Iµ− 是下有界的，为此 0T Iµ− 可逆，即 ( )0 Tµ σ∉ 。这样就有 ( ) ( )aT Tσ σ= 。 
(2)⇒ (1)。假若 ( ) ( )a SBF

T Tσ σ −
+

= ，则由 T 具备广义(ω)性质知 ( )E T =∅。对任何的 ( )f H T∈ ，有

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )a a SBF SBF
f T f T f T f Tσ σ σ σ− −

+ +
= = = 。又 ( )( ) ( )( )E f T f E T⊆ ，故 ( )( )00 f Tπ =∅ 。这种

情况下有 ( )( ) ( )( ) ( )( )\a SBF
f T f T E f Tσ σ −

+
= =∅，即 ( )f T 有广义(ω)性质。下面假设 ( ) ( )a SBF

T Tσ σ −
+

≠ ，

则 ( ) ( )aT Tσ σ= 。若 ( )( ) ( )( )0 \a SBF
f T f Tµ σ σ −

+
∈ 。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 1 2

knn n
kf T I T I T I T I g Tµ λ λ λ− = − − −� ， 

其中 i jλ λ≠ ， ( )g T 可逆。因为 ( )( ) ( )( )SBF SBF
f T f Tσ σ− −

+ +
= ， ( )( )0 SBF

f Tµ σ −
+

∉ ，所以 ( )i SBF
Tλ σ −

+
∉ 。可 

以设1 i j≤ ≤ 时 ( ) 0in T Iλ− = ； j i k< ≤ 时 ( ) 0in T Iλ− > 。从而当1 i j≤ ≤ 时 iT Iλ− 是下有界的，又由 
( ) ( )aT Tσ σ= ，故 iT Iλ− 为可逆的。当 j i k< ≤ 时 ( ) ( )\i a SBF

T Tλ σ σ −
+

∈ ，由于 T 有广义(ω)性质可知 iT Iλ−  

为 Drazin 可逆，从而有 ( ) 0f T Iµ− 是 Drazin 可逆， ( )( )0 E f Tµ ∈ 。 
相反地，若 ( )( )0 E f Tµ ∈ ，则令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 1 2

knn n
kf T I T I T I T I g Tµ λ λ λ− = − − −� ， 

其中 i jλ λ≠ ， ( )g T 可逆。不失一般性，设 ( )i Tλ σ∈ ，于是 ( )i iso Tλ σ∈ 。由 T 是 isoloid 的知 ( )i E Tλ ∈ 。

因为 T 有广义(ω)性质，所以 iT Iλ− 是 Drazin 可逆的，从而 ( ) 0f T Iµ− 是 Drazin 可逆的， 

 
( )( ) ( )( )0 \a SBF

f T f Tµ σ σ −
+

∈ 。这样就证明了 ( )f T 有广义(ω)性质。 
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(1)⇒ (3)。假设存在 ( )0 0, \ SBF Tλ µ σ
+

∈ ，使得 ( ) ( )0 00,  0ind T I n ind T I mλ µ− = > − = − < 。若 m 有限

时记 ( ) ( ) ( )0 0
m nf T T I T Iλ µ= − − ，否则让 ( ) ( )( )0 0f T T I T Iλ µ= − − ，从而有 ( )( ) ( )( )0 \a SBF

f T f Tσ σ −
+

∈ 。

又因为 ( )f T 有广义(ω)性质，且 ( )f T 为 Drazin 可逆的，从而 0T Iλ− 和 0T Iµ− 全为 Drazin 可逆的。这里 
与 ( )0 0ind T I nλ− = > 矛盾。所以给 ( ) ( ) ( ), \ , 0SBF T ind T I ind T Iλ µ σ λ µ

+
∈ − − ≥ 。 

(3)⇒ (1)。设 ( )( ) ( )( )0 \a SBF
f T f Tµ σ σ −

+
∈ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 1 2
knn n

kf T I T I T I T I g Tµ λ λ λ− = − − −� ，其 

中 i jλ λ≠ ， ( )g T 可逆。则对任意 iλ 有 iT Iλ− 是上半 B-Fredholm 算子且 ( )
1

0i
k n

i
i

ind T Iλ
=

 − ≤ ∑ 。由条件 

( ) 0iind T Iλ− ≤ 知 ( )iT I SBF Hλ −
+− ∈ 。因此类似于(2)⇒ (1)可证出 ( )f T 有广义(ω)性质。 

若有 ( ) ( )D gkT Tσ σ= ，那么 T 是 isoloid 的且有广义(ω)性质。在此情况下，对任给的 ( )f H T∈ ，有

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )gk D D gkf T f T f T f Tσ σ σ σ= = ⊇ 。另外对任意的 ( )\ SBFf Tσ
+

∈ ，有 ( ) 0ind T Iλ− ≥ 。 
推论 3. 若 ( ) ( )D gkT Tσ σ= ，则 
1) 任给 ( )f H T∈ ， ( )f T 有广义(ω)性质； 
2) 任给 ( )f H T∈ ， ( )( ) ( )( )gk gkf T f Tσ σ= 。 
称 T 是 f-isoloid 若 ( ) ( ){ }:  0iso T n T Iσ λ λ⊆ ∈ < − < ∞ 。 
推论 4. 设 T 是 f-isoloid 且 ( ) ( )1b T Tσ σ= ，那么当 ( )f H T∀ ∈ 有 ( )( ) ( )( )1 1f T f Tσ σ= 。 
证明. 需要证明对 ( )f H T∀ ∈ ， ( )( ) ( )( )1 1f T f Tσ σ⊆ 。可以取 ( )( )0 1 f Tµ σ∉ ，从而得 

( )( )0n f T Iµ− < ∞且存在 0δ > ，当 00 µ µ δ< − < 时， ( )f T Iµ− 为广义 Kato 型。对于上面的 µ ，存在 

0δ ′ > 当 0 µ µ δ′ ′< − < 时 ( ) ( )f T I SF Hµ −
+′− ∈ 且可得 ( )( ) ( )( )

1

n

n
N f T I R f T Iµ µ

∞

=

 ′ ′− ⊆ −  ∩ 。设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

knn n
kf T I T I T I T I g Tµ λ λ λ′ ′ ′ ′− = − − −�  

其中 i jλ λ′ ′≠ ， ( )g T 可逆。则对任意的 iλ′有是上半 Fredholm 算子，于是 ( )1i Tλ σ′∉ ，即 iT Iλ′− 是 Browder 

算子。从而 ( )f T Iµ′− 是 Browder 算子。又 ( )( ) ( )( ) ( )( ) { }
1

0
n

n
N f T I N f T I f T Iµ µ µ

∞

=

 ′ ′ ′− = − − =  
∩∩ ，所 

以 ( )f T Iµ′− 可逆。于是 ( )( ) ( )( )iso f T f Tµ σ ρ∈ ∪ 。设 ( ) ( ) ( )0 0f T I a T I h Tµ λ− = − 。由 

( ) ( )( )0 0N T I N f T Iλ µ− ⊆ − 知， ( )0n T Iλ− < ∞。因为 f 是连续的，所以存在 0ε > 使得当 00 λ λ ε< − < 时

有 ( ) ( ) ( )0 00 f f fλ λ λ µ ε< − = − < 。于是 ( ) ( )( ) ( )( )f iso f T f Tλ σ ρ∈ ∪ ，从而 ( ) ( )iso T Tλ σ ρ∈ ∪ 。若

( )iso Tλ σ∈ ，则由 T 是 f-isoloid 且 ( ) ( )1b T Tσ σ= 知， ( )T I SF Hλ −
+− ∈ ，即有T Iλ− 是广义 Kato 型的。

现在证明了 ( )0n T Iλ− < ∞且存在 ε 当 00 λ λ ε< − < 时T Iλ− 是广义 Kato 型的。所以 ( )0 1 Tλ σ∉ ，即 

( )( )0 1f Tµ σ∉ 。 

3. 结论 

本文基于广义 Kato 型算子的性质及特征定义了新的谱集 ( )gk Tρ ，并且结合谱集 ( ) ( )1 , ,DT Tσ σ

( ) ( ),CI bT Tσ σ 及 T 是 f-isoloid，isoloid 等前提，给出 Hilbert 空间上有界线性算子满足广义(ω)性质的判

定条件，扩大了满足广义(ω)性质的算子范围。但是由于新定义的谱集，还缺乏对在特殊摄动下广义(ω)
性质稳定性的考虑。 
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