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摘  要 

随着时代的发展，分数阶微分模型的应用越来越广泛，故对其研究非常有必要。本文在Riemann-Liouville
分数阶导数的定义下利用半固定式变量分离法与动力系统理论相结合的方法，研究了一类时间分数阶扩

散方程的精确解，获得了方程的一系列精确解，通过解的坐标演化图直观地展示了在不同参数条件下的

扩散现象。 
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Abstract 
With the development of the times, the application of fractional differential model is more and more 
extensive, so it is very necessary to study it. In this paper, under the definition of Riemann-Liouville 
fractional derivative, the exact solution of a class of time fractional diffusion equations is studied by 
combining semi-fixed variable separation method with dynamic system theory, and a series of exact 
solutions of the equations are obtained. The diffusion phenomenon under different parameter con-
ditions is intuitively displayed through the coordinate evolution diagram of the solutions. 
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1. 引言 

分数阶微积分和整数阶微积分都起源于同一个时代，即 Leibniz 时代。但由于过去分数阶微积分缺乏

应用背景，所以分数阶微积分比整数阶微积分发展得困难和缓慢。几代数学家们通过 300 多年的共同努

力，分数阶微积分理论终于被建立起来了，并且人们还发现可以用分数阶微分模型来描述，如反常扩散

现象、记忆现象、粘弹性现象等问题，因此，自上个世纪 60 年代以来分数阶微积分得到了快速的发展。

如今，分数阶微积分已经被广泛地应用到了数学力学、信号处理、生物学和化学等自然科学和工程领域，

而且还出现了关于求解分数阶微分方程的一系列求解方法，如：Adomian 分解法[1] [2]，同伦分析法[3] [4]，
不变分析法[5] [6]，分式变分迭代法[7] [8] [9]，不变子空间法[10] [11] [12]，分数阶复变换法[13] [14] [15]
和分离变量法[16] [17] [18]等等。尽管用上面一系列的方法，可以求出分数阶微分方程的一部分精确解，

但对于更复杂的分数阶微分方程而言，仍很难获得其精确的解析表达式。 

在本文中，我们将在文献[12]的基础上，利用 Rui 在文献[19] [20]中提出的半固定式变量分离法与动

力系统理论相结合的方法，研究了下列形式的时间分数阶扩散方程： 

2 2
2

2 ,u u uu u
xt x

α

α β δ∂ ∂ ∂ = + ∂∂ ∂ 
                                 (1) 

其中 ( ), ,  0 1,  ,u u x t α β δ= < < 为任意非零常数， 0
RL

tD
t

α
α

α

∂
=

∂
为 Riemann-Liouville 型分数阶微分算子。 

2. 扩散方程的约化及相应的非线性平面动力系统 

在本节中，对于方程(1)，我们将采用半固定式变量分离法，将其约化成一个非线性平面动力系统，

然后再讨论这个系统的相空间结构以及相应的动力学性质。 

设方程(1)的解为 

,u vtγ=                                          (2) 

其中 ( )v v x= 为 x 的待定函数， γ 为待定常数且 1γ > − ，把(2)代入(1)得： 

2 2
3

0 2
d d ,
d d

v vt v t
x x

γ α γβ δ−
  Ω = +  

   
                              (3) 

其中
( )

( )0

1
1

γ
γ α

Γ +
Ω =

Γ + −
。根据齐次平衡原理，令方程(3)中含有 t 项的幂指数相等，即有： 

3 ,γ α γ− =                                        (4) 

由(4)解得： 
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1 ,
2

γ α= −                                        (5) 

显然幂指数
1 1
2

γ α= − > − 满足幂函数对 Riemann-Liouville 求导的条件，当
1
2

γ α= − 时，方程(3)中的

0Ω 变为 0

11
2
31
2

α

α

 Γ − 
 Ω =
 Γ − 
 

，将(5)代入(3)中并分约去时间项
3
2t
α−
得到： 

2 2

0 2
d d ,
d d
v vv
x x

β δ Ω = + 
 

                                  (6) 

令
d
d
v y
x
= ，则方程(6)可简化为下列奇异的平面动力系统： 

2
0

d ,
d
d .
d

v y
x

yy
x v

β
δ

 =
 Ω − =


                                     (7) 

当 0v = 时，我们发现
d
d
y
x
没有任何意义，此时系统(6)与方程(7)不等价。为了得到与方程(6)完全等价

的系统，我们做下列尺度变换： 
d d ,x vδ τ=                                         (8) 

其中τ 是一个参数。通过变换式(8)可以将奇异系统(7)简化为以下规则的平面系统： 

2
0

d
d
d .
d

v vy

y y

δ
τ

β
τ

 =

 = Ω −


，
                                     (9) 

无论函数 v 如何变化，此时方程(6)和系统(9)是等价的。显然，系统(7)和(9)具有相同的首次积分，为： 
2

2 0 ,y hv
β
δ

β
−Ω

= +                                     (10) 

这里 h 是一个积分常数。为了便于后面的讨论，我们将方程(10)改写成如下的形式： 

( )
2 2

2 0, .H v y y v v h
β β
δ δ

β
Ω

≡ − =                                (11) 

利用平面系统(9)和方程(11)，验证易得
d d,
d d

v H y H
y vτ τ

∂ ∂
≠ − ≠

∂ ∂
，因此判断系统(9)不是一个哈密顿系统。

令 ( ), 0P v y vyδ= = ， ( ) 2
0, 0Q v y yβ= Ω − = ，可得到系统(9)的平衡点为 00,A

β
 Ω

±  
 

。把平衡点代入(11)

中，得： 

0

20,                     0,
0, 2,       0.

Ah H

β
δ
ββ
δ

 ≥  Ω
= ± =      <


值不存在

当

当
                       (12) 

记 ( ),P v y vyδ= ， ( ) 2
0,Q v y yβ= Ω − 。可得系统(9)的雅可比矩阵和雅可比行列式： 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,0 2, ,

P v y P v y
y vv yM v y yQ v y Q v y

v y

δ δ
β

∂ ∂ 
 ∂ ∂   ≡ =  −∂ ∂   
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                      (13) 

( ) ( ) 2, det , 2 .J v y M v y yβδ≡ = −                              (14) 

0
00, 2 .AJ J δ

β
 Ω

≡ ± = − Ω  
 

                               (15) 

由平面动力系统的相关知识可知，系统中平衡点的类型决定了平面相图中轨道的走向与分布，从而

决定了方程(6)的不同类型的解和动力学行为，同时也确定了原方程的解的类型和动力学性质。 
根据平衡点的特征，我们下面给出当 0βδ > 和 0βδ < 时平面系统(9)的相图 1 和相图 2，并对方程(6)

的解进行讨论。为了方便查看图形，在下面的图形中，用黑色线条标记 0h = 定义的轨道，用红色线条标

记 0h > 定义的轨道，用蓝色(或绿色)线条标记 0h < 定义的轨道。 
 

 
(a) 0, 0β δ> >                                 (b) 0, 0β δ< <  

Figure 1. Plane phase diagram of system (9) when 0βδ >  
图 1. 当 0βδ > 时系统(9)的平面相图 

 

 
(a) 0, 0β δ> <                                 (b) 0, 0β δ< >  

Figure 2. Plane phase diagram of system (9) when 0βδ <  
图 2. 当 0βδ < 时系统(9)的平面相图 
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3. 扩散方程的各种精确解 

根据上一节的分析，在本节中我们将通过沿着相图中轨道积分的方法来获得扩散方程的精确解。 
当 0h = 时，方程(10)可化为： 

0 ,y
β
Ω

= ±                                       (16) 

取原点为初值点，将(16)式代入(7)的第一个方程后沿轨道进行积分，可得到： 

0 0
0

d d ,
v xv x

β

= ±
Ω∫ ∫                                    (17) 

完成(17)式的积分，可得常微分方程(6)的两个解： 

0 ,v x
β
Ω

=                                       (18) 

0 ,v x
β
Ω

= −                                      (19) 

将(18)、(19)和(5)式代入(2)式中，可得到方程(1)的两个精确解： 

0 ,u xt α

β
−Ω

=                                      (20) 

0 ,u xt α

β
−Ω

= −                                      (21) 

其中(20)和(21)是一个随时间增加而衰减的解，显然当 t →∞时， 0u → 。 

当 0h > 且δ β= − 时，系统(9)有多个用红色标记的轨道，如图 1(a)和图 1(b)所示。在这种情形下，方

程(10)可简化为： 

20 ,y h v
hβ

Ω
= ± +                                    (22) 

以 ( )0,0 为初值条件，同理可得： 

0 0
20

d d .
v xv h x

v
hβ

= ±
Ω

+
∫ ∫                                  (23) 

求解(23)，我们得到常微分方程(6)的两个解如下： 

( )0 sinh ,v hx
hβ

Ω
=                                    (24) 

( )0 sinh ,v hx
hβ

Ω
= −                                   (25) 

将上述两个有界解和(5)代入(2)中，我们可得到方程(1)的两个具有周期性质的解，为： 

( )0 sinh ,u hx t
h

α

β
−Ω

=                                  (26) 
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( )0 sinh .u hx t
h

α

β
−Ω

= −                                  (27) 

当 0h < 且 2δ β= − 时，方程(10)可简化为： 

0 ,y h v
hβ

Ω
= ± − − −                                    (28) 

将(28)代入(7)的第一个方程进行积分得： 

0 0
0

d d ,
v xv h x

v
hβ

= ± −
Ω

− −
∫ ∫                                  (29) 

 

 
(a) 解(20)的三维图形                     (b) 解(31)的三维图形 

Figure 3. Three-dimensional coordinate graphs of solutions (20) and (31) 
图 3. 解(20)和(31)的三维坐标图形 

 

对(29)进行积分，可得到常微分方程(6)的解如下：

 

2
0 ,

4
hxv

hβ
Ω

= − −                                      (30) 

将(30)、(5)代入(2)中，可得到方程(1)有界解如下： 
2

0 .
4

hxu t
h

α

β
− Ω

= − − 
 

                                   (31) 

为了能够直观地展示上述解的动态特性，作为例子，分别绘制了解(20)和(31)的三维坐标图形，见图

3(a)和图 3(b)。从图 3 可以看出，扩散现象是随着时间的增加而衰减的。 

4. 结论与展望 

本文在以 Riemann-Liouville 型分数阶导数的定义下，通过半固定式变量分离与动力系统相结合的新

方法研究了一类时间分数阶扩散方程的精确解，一方面扩展和修改了文献中的方法；另一方面采用的变

量分离法也与经典的变量分离法有所不同，本文的变量分离法是把时间部分的函数固定成一些特殊的函

数，如幂函数等。 
虽然本文中时间分数阶微分方程的解是在新的方法下获得的，但是在完成论文的过程中也遇到一些

困难，仍有很多问题需深入探讨。如： 
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1) 本文中方程的一系列精确解是在一些特定的参数条件下得到的，那么在一般的参数条件下能否求

出方程的精确解呢？也是一个值得继续关注的问题。 
2) 本文对于时间分数阶偏微分方程的精确解，只求出了其时间变量部分为幂函数形式的精确解，关

于其它特殊函数形式的精确解还有待研究。 
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