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摘  要 

随着科技的发展，数据信息逐渐呈现出多元化的特点，传统数据分析已经不能再满足人们的需求，因此

越来越多的学者开始关注函数型数据分析。目前，函数型数据分析被应用到医学、气象学、环境学、经

济学等各个领域。本文针对预测变量是函数型和标量型的混合变量，且考虑函数型预测变量之间的交互
作用的情况，提出了一个带有交互项的广义部分函数型线性模型，利用主成分分析法对函数型预测变量

进行降维处理，再运用加权最小二乘法对未知参数迭代求解，最后将此模型应用于粮食产量的研究中。

研究结果表明：除特定时期外，降水量和气温在一定程度上均会促进粮食产量的增加，农作物总播种面

积、农用机械总动力、化肥使用量对粮食产量的增加同样具有促进作用。 
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Abstract 
With the development of technology, data information is gradually presenting more and more di-
versified characteristics, traditional data analysis can no longer meet people’s needs, so more and 
more scholars are beginning to focus on functional data analysis. At present, functional data anal-
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ysis has applications in a wide range of fields such as medicine, meteorology, environmental 
science and economics. In this paper, a generalized partially functional linear model with interac-
tion terms is proposed for the case where the predictor variables are a mixture of functional and 
scalar variables, and the interaction between the functional predictor variables is considered. The 
functional predictor variables are reduced in dimensionality using principal component analysis, 
and then the weighted least squares method is applied to iteratively solve for the unknown para-
meters. The results of the study show that, except for certain periods, precipitation and tempera-
ture contribute to the increase in grain yield to a certain extent, and that the total area sown, total 
power of agricultural machinery and fertiliser use also contribute to the increase in grain yield. 
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1. 引言 

当今世界，人们收录的数据形式越来越多样化，传统数据分析已经不能满足人们的需求，所以我们

运用函数型数据分析来研究这些数据间的关系。回归分析[1]、主成分分析[2]、方差分析[3]等统计方法已

经很好地融入到了函数型数据分析中，但是仍然需要做进一步的探究。 
Ramsay [4]明确指出了什么是函数型数据，并将经典数据分析技术扩展到函数型数据的问题中。Ramsay

和 Dalzell [5]对函数型数据进行分析与讨论，提出了函数型数据分析的方法，Ranmsay 和 Silverman [6]利用

已有的函数型数据分析研究成果，总结了函数型线性模型的基本形式和估计算法，并举例说明了函数型

数据的处理方法。Nelder & Wedderburn [7]首次引入广义线性模型，该模型通过一个连接函数建立了连续

型响应变量和预测变量之间的相关关系，并分析了不同的离散型响应变量和预测变量之间的关系。James 
[1]提出了一种将广义线性模型扩展到预测变量是曲线或函数的方法，Müller 和 Stadtmüller [8]针对响应变

量是标量，预测变量是随机函数的回归情况，提出了广义函数型线性回归模型。在进行实际数据分析时，

预测变量之间往往会存在一定的关系，因此，许多研究者对带有交互项的回归模型展开了研究。Yang 等

人[9]考虑深度谱图和温度时间序列之间的函数交互作用，提高了对密苏里河下游鲟鱼产卵率的预测，

Usset [10]提出了一种能适应双向交互作用的具有标量响应变量和函数型预测变量的函数回归模型，Luo
和 Qi [11]、Fuchs [12]、H. Matsui [13]、Yifan Sun [14]等人在带有交互项的回归模型的研究上也有所成就。 

粮食作为人们生活的必需品，是影响着人们的生活、生存与发展的重要问题。近年来由于极端天气

的肆虐，粮食面临减产的危机，为了应对即将到来的粮食危机，采用科学有效的方法提高粮食产量迫在

眉睫。因此本文提出了连接函数已知、预测变量是函数和向量的混合变量，且函数型预测变量之间具有

交互效应的广义部分函数型线性模型，并应用此模型研究粮食产量的部分影响因素。 

2. 模型及其估计 

2.1. 模型简介 

我们假设有响应变量 , 1, ,iY i n=  ，函数型预测变量 ( ) , 1,2ij jX t j = 和标量型预测变量 ( )1 2, , , qZ Z Z Z=  ，

其中 ( ) ( )2
ij j jX t L T∈ ，连接函数 ( )g ⋅ 已知，且二阶导连续。定义响应变量 iY 和预测变量 ( )ij jX t 、Z 有以
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下关系： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

T
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2d d , d di i i i i iT T T T

Y g X t t t X t t t X t X t t t t t Zα β β β γ ε= + + + + +∫ ∫ ∫∫    (1) 

其中 Rα ∈ 是截距， ( ) ( )1 1 2 2t tβ β, 和 ( )1 2,t tβ 是两个函数型预测变量和交互项对应的回归函数， 

( )T
1 2, , , qγ γ γ γ=  是标量型预测变量 Z 对应的未知回归系数，且 iε 满足 ( ) 0iE ε = ， ( ) 2

iVar ε σ= 。 
由于函数型数据具有无穷维的特点，因此我们首先运用主成分分析法对函数型数据进行降维， ( )ij jX t

使用 K-L 展开为 

( ) ( )
1

ij j ijk jk j
k

X t tξ φ
∞

=

=∑  

其中， ijkξ 为函数型主成分得分， ( )jk jtφ 为函数型主成分基，且 ( )2 d 1
j

jk j jT
t tφ =∫ 。 

同理，回归系数函数 ( ) ( )1 2, ,j jt t tβ β 使用 K-L 展开分别为： 

( ) ( )
1

j j jk jk j
k

t tβ β φ
∞

=

=∑  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2
1 1

, kl k l
k l

t t u t tβ φ φ
∞ ∞

= =

=∑∑  

将上述展开式带入模型(1)，预测变量在 jp 处截断，且 jp 随着 n →∞渐近增加，得到截断模型(2) 
1 2

T
1 1 2 2

1 1 1 1
,   1,2, ,

p p K L

i i k k i l l ikl kl i
k l k l

Y g u Z i nα ξ β ξ β ρ γ ε
= = = =

 
= + + + + + = 

 
∑ ∑ ∑∑                (2) 

其中， 1 2,K p L p= = 。 

2.2. 参数估计 

定义参数向量 

( )1 2

T

11 1 21 2 11 1 21 2 1 0 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,p p L L K KL qu u u u u uϑ β β β β γ γ γ=         

以及 
1 2

T
1 1 2 2

1 1 1 1

p p K L

i i k k i l l ikl kl
k l k l

u Zη α ξ β ξ β ρ γ
= = = =

= + + + +∑ ∑ ∑∑  

( )i igµ η=  

( )1 2

T

11 1 21 2 11 1 21 2 1 0 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,i i i p i i p i i L i i L iK iKL qz z zδ ξ ξ ξ ξ ρ ρ ρ ρ ρ ρ=         

利用最大似然估计，有 

( )
( )( ) ( )
( )2

1
0

n
i i i

i
i i

Y g g
U

η η
ϑ δ

σ µ=

′−
= =∑                              (3) 

引入矩阵 

( ) ( )( )2 2
1 , , nV diag σ µ σ µ=   

( ) ( ) ( )( )1 2, , , nH diag g g gη η η′ ′ ′=   

( )0 , 1 1 ,0n q im i n m q
A A z+ ≤ ≤ ≤ ≤

= =  
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( ), 1 ,0 ,1 2j j
j n p ijr i n r p j

A A ξ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= =  

( )12 , 1 ,1 ,1n KL ikl i n k K l L
A A ρ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= =  

( )
1 2, 1 1 2 12 0, , ,n q p p KLA A diag A A A A+ + + += =  

引入向量 ( )T
1, , nY Y Y=  ， ( )T

1, , nµ µ µ=  ， , ,jb uγ 则方程(3)可被写成 

( )T 1 0A V H Y µ− − =                                    (4) 

通过加权最小二乘法对(4)进行迭代求解即得 , ,j uβ γ 的估计值 

( ) ( )
1T T 1

j j j jA IA A Ig Yβ
− −=  

( ) ( )
1T T 1

0 0 0A IA A Ig Yγ
− −=  

( ) ( )
1T T 1

12 12 12u A IA A Ig Y
− −=  

其中， 1 2I V H−= 。 

3. 实例研究 

本文使用的数据来源于中国环境监测总站和各地区统计公报中收集的 2020 年 1 月 1 日至 2020 年 12
月 31 日的北京、成都、包头、新乡等 58 个城市的降水量、气温、农作物总播种面积、农用机械总动力、

化肥使用量和粮食产量等数据。 
我们的目的是利用所提的模型研究降水量、气温、农作物总播种面积、农用机械总动力和化肥使用

量对粮食产量的影响。其中，以 2020 年各城市的降水量和气温作为 2 个函数型预测变量，分别记为 1X 和

2X ；以农作物总播种面积、农用机械总动力和化肥使用量作为3个标量型预测变量，分别记为 1 2,Z Z 和 3Z ；

以 2020 年各城市的粮食产量作为响应变量，记为 Y。我们首先对各城市的粮食产量数据进行预处理，规

定当粮食产量大于 200 万吨时，该城市的粮食产量较高，用 1 来表示，反之，粮食产量较低，用 0 来表

示。图 1 展示了部分城市 2020 年的降水量和气温的情况。 
 

 
Figure 1. Precipitation and temperatures in selected cities 
图 1. 部分城市的降水量和气温 

 
将预处理的数据代入到模型中，回归系数 γ̂ 的结果如表 1 所示，可以看出农作物总播种面积、农用

机械总动力和化肥使用量与粮食产量之间呈正相关关系，其中农作物总播种面积对粮食产量的影响最为

显著。即在一定条件下，农作物总播种面积、农用机械总动力和化肥使用量越多，粮食产量越多，沈一

鸣[15]、祝正芳[16]等人的研究与我们得出的结果是一致的。农作物总播种面积是粮食生产的载体和基础，

播种面积越大，资源投入越大，粮食产量越多。农业机械化的发展能够推动农业的生产发展，提高农业
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生产效率[17]，因此农用机械总动力越高，粮食产量越多。而农用化肥中含有许多农作物生长所需的营养

物质和微量元素，因此科学的增加化肥施用量能够促进农作物生长，从而增加粮食产量。 
 
Table 1. Estimates of regression coefficients and their significance levels 
表 1. 回归系数的估计值及其显著性水平 

γ̂  Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 

γ̂面积  0.27834 0.02800 9.939 9.67e−14*** 
γ̂动力  0.08564 0.04822 1.776 0.08146 . 
γ̂化肥  2.68839 0.81361 3.304 0.00171** 

 

回归系数函数 ( )1 1
ˆ tβ 和 ( )2 2

ˆ tβ 的结果见图 2，我们可以看出降水量和粮食产量具有明显的正相关性，

即降水量越大，粮食产量越多。但是在雨季，降水量过大可能会影响农作物的呼吸作用，使农作物根系

受到伤害，土壤养分流失，增加农作物病害的风险，从而造成粮食产量降低。对于气温和粮食产量的关

系，我们可以从图中看出，除夏季外，气温与粮食产量总体上呈正相关关系。在一定范围内，温度升高

能够加快农作物的生长，增加粮食产量，但是夏季温度过高则会对农作物的传粉、受精、灌浆等过程造

成不良影响，导致农作物籽粒减产，粮食产量降低，这一结论在郭军伟[18]、樊廷海[19]等人的研究中得

到了印证。图 3 和图 4 显示了 ( )1 2
ˆ ,t tβ 在置信区间内的变化特征，当 [ ]2 30, 10t ∈ − − 时， ( )1 2

ˆ ,t tβ 随着 1t 的

增大而减小， [ ]2 10,20t ∈ − 时， ( )1 2
ˆ ,t tβ 随着 1t 的增大而增大， [ ]2 20,30t ∈ 时， ( )1 2

ˆ ,t tβ 随着 1t 的增大而减

小，说明降水量和气温具有一定的相互作用，共同影响着粮食产量。 
 

 

Figure 2. ( )ˆ tβ  and its 95% confidence interval band 

图 2. ( )ˆ tβ 及其 95%的置信区间带 
 

 

Figure 3. Visualisation of ( )1 2
ˆ ,t tβ  in three dimensions 

图 3. ( )1 2
ˆ ,t tβ 的可视化三维图 
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Figure 4. Contour map of ( )1 2
ˆ ,t tβ  

图 4. ( )1 2
ˆ ,t tβ 的等高线图 

4. 结论 

本文介绍了带有交互项的广义部分函数型线性模型，既考虑了函数型预测变量和标量型预测变量的

影响，又考虑了函数型预测变量之间的交互作用，并运用模型来研究降水量、气温、农作物总播种面积、

农用机械总动力、化肥使用量对粮食产量的影响。将数据代入到模型中，我们得出结论：降水量和气温

对粮食产量的影响总体上呈正相关性，但是在雨季，降水量与粮食产量呈负相关性；在夏季，气温与粮

食产量也呈现出负相关性。而农作物总播种面积、农用机械总动力、化肥使用量对粮食产量的影响均是

正相关的。因此为了增加粮食产量，抵御粮食危机，我们应该保护耕地，积极处理现有的环境问题，防

止土地荒漠化，优化农业生产模式，加大对农业科技的投入，用科学的方法合理种植农作物。 
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