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摘  要 

一个互联网络系统通常会被构建成一个无向连通图 ( ) ( )( )=G V G E G, ，其中 ( )V G 代表了图的顶点集，

( )E G 代表着图的边集，顶点和边分别代表着互联网络中的处理器和处理器之间的通信链路。在互联网络

中，处理器或者通信链路出现故障是不可避免的，而连通性在衡量互联网络的容错性和可靠性方面起着

重要作用。本文我们主要研究一个图G的广义k-连通性。对于图G的一个顶点子集S， ( )κ S 表示图G中边互

不相交树  rT T T1 2, , , 的最大数量r，这些树须满足 ( ) ( )∩i jV T V T S= ， [ ]( )∈ ≠i j r i j, 1, , 这一条件。对于

任意的 ≤ ≤k n2 ，图G的广义k-连通度 ( )kκ G 被定义为： ( ) ( ) ( ){= ⊆kκ G  κ S   S V Gmin 且 }=S k 。叶形图

是一个重要的凯莱图，它有许多非常好的性质。在这篇文章中，我们主要研究了n维叶形图 nCF 的广义3-

连通度，证明了 ( ) −
=n

nκ CF3
3 5

2
 (n为大于等于3的奇数)； ( ) −

=n
nκ CF3

3 6
2

 (n为大于等于4的偶数)。 

 

关键词 

广义连通性，容错性，叶形图，内部互不相交的树 

 
 

The Generalized Connectivity  
of Leaf-Sort Graphs 

Hongmei Li, Shiying Wang* 
School of Mathematics and Computer Science, Shanxi Normal University, Taiyuan Shanxi 
 
Received: May 28th, 2023; accepted: Jun. 23rd, 2023; published: Jun. 30th, 2023 

 
 

 
Abstract 
An interconnection network is usually modeled as an undirected, connected graph  

( ) ( )( )=G V G E G, , where ( )V G  represents vertex set, ( )E G  represents edge set, and nodes 
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represent processors, edges represent communication links between processors. In the intercon-
nect network, the failure of processors or communication links is unavoidable. The connectivity 
plays an important role in measuring the fault tolerance and reliability of interconnection net-
works. This paper, we mainly study the generalized k-connectivity of a graph G. For any ( )⊆S V G , 
let ( )κ S  denote the maximum number of edge-disjoint trees  rT T T1 2, , ,  in G such that  

( ) ( )∩ =i jV T V T S  for any [ ]∈i, j r1,  and i ≠ j. For every ≤ ≤k n2 , the generalized k-connectivity 

( )kκ G  is defined as ( ) ( ) ( ){= ⊆kκ G  κ S   S V Gmin  and }=S k . An n-dimension leaf sort graph nCF  

is an important Cayley graph, it has many good properties. In this paper, we mainly study the ge-

neralized k-connectivity of nCF , proved that: when n is odd, ( ) −
=n

nκ CF3
3 5

2 ( )≥n 3 ; when n is 

even, ( ) −
=n

nκ CF3
3 6

2 ( )≥n 4 . 
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1. 引言 

一个互联网络通常会被构建成一个无向图 ( ) ( )( )G V G ,E G= ，其中 ( )V G 代表了图 G 的顶点集，

( )E G 代表着图 G 的边集，顶点 v 和边 e 分别代表着互联网络中的处理器和处理器之间的通信链路。对

于图 G 的任意一个顶点 v，我们用 ( )GN v 来表示点 v 的邻域，即和 v 相连的顶点集，令 [ ] ( ) { }G GN v N v v= ∪ ，

用 ( )GE v 表示和 v 相连的边集。我们用 ( )Gd v 来表示顶点 v 在图 G 中的度， ( ) ( ) ( ){ }min Gδ G  d v v V G= ∈ 表

示图 G 的最小度。在一个图 G 中，如果任意一个顶点 v 的度都为 k，那么我们就称图 G 是 k 正则图。如

果 ( ) 0Gd v = ，则 v 是一个孤立点。对于图 G 中的任意两个顶点 x 和 y，它们之间的一条路 P 是一个相邻

的顶点序列 1 2 kx,w ,w , ,w , y ，其中 iw 和 1iw + 是相邻的，且 [ ]( )1,iw i k∈ 是互不相同的， iw 被称为路 P 的

内部顶点。对于两条 xy-路 P 和 Q，如果它们内部没有公共的顶点，即 ( ) ( ) { }V P V Q x, y∩ = ，那么我们

就称 P 和 Q 是内部顶点互不相交的路。令 X 和 Y 是图 G 的两个顶点子集，即 ( )X V G⊆ ， ( ) \Y V G X⊆ ，

( ),X Y -路是一组起始顶点在 X 中，终止端点在 Y 中的内部顶点互不相交路的集合，且内部顶点都不属于

X 和 Y。如果 { }X x= ，那么 ( ),x Y -路是一组以 x 为起点，终止端点在 Y 中的内部顶点互不相交的路的集

合，并且终止端点在 Y 中是互不相同的，也就是从 x 到 Y 的一个 k-扇形。在一个图 G 中，一棵树 T 代表的

是图 G 中的一个无圈的连通图。在互联网络中，由于处理器或者通信链路会发生故障，所以连通性在衡

量互联网络的容错性和可靠性方面起着重要的作用。一个图 G 的传统连通度 ( )Gκ 被定义为：使得G Q−
是不连通的或平凡图的 Q 的阶的最小值，其中 Q 是 G 的顶点子集，即 ( )GVQ ⊆ 。如果 ( ) kG ≥κ ，则称

图 G 是 k 连通的。此外，Whitney 从局部观点定义了连通性，即：对于任意的一个顶点集 { } ( ),S u v V G= ⊆ ，

( )G Sκ 表示 u 和 v 在图 G 中内部顶点互不相交路的最大值， ( ) { ( ) ( )min GG S S V Gκ κ= ⊆ 且 }2S = 。作

为加强连通性的一种方法，Hager 在其他作者给出的相同定义中引入了广义连通性。令 G 是一个 n 维的 
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非平凡连通图，对于任意的一个顶点子集 ( )S V G⊆ ， 1T 和 2T 是包含顶点集 S 的两棵树，如果 1T 和 2T 边不

相交，且 ( ) ( )1 2V T V T S∩ = (注意这两个树在G S− 中是顶点互不相交的)，那么我们就称 1T 和 2T 是内部互

不相交的树。设 ( )Sκ 表示 G 中包含 S 的内部互不相交的树的最大数值，图 G 的广义 k -连通性被定义为：

( ) ( ){ ( )mink G S S V Gκ κ= ⊆ 且 }S k= ，其中 2 k n≤ ≤ 。当 2k = 时，一个图 G 的广义 2-连通性 ( )2 Gκ 正

是连通性 ( )Gκ ，即 ( ) ( )2 G Gκ κ= 。关于广义连通性的研究，已有许多结果，见文献[1]-[14]。此外，还

有一些关于图的广义 k-连通性的结果，其中大多数是关于 3k = 的，少部分是关于 4k = 的。 

2. 预备知识 

由于 Cayley 图具有许多互联网络想要的性质，比如顶点传递性、边传递性、层次结构、高容错性等

等，许多研究人员都把 Cayley 图形作为互联网络的基础拓扑模型。因此研究 Cayley 图形的广义 k-连通性

是非常有意义的。设 X 是一个有限群，S 是 X 的一个子集，Cayley 有向图 ( ),Cay X S 是一个以 X 为顶点 
集，以 ( ){ }, ,g gs g X s S∈ ∈ 为弧集的有向图。显然，如果 1S S −= ，其中 { }1 1S s s S− −= ∈ ，则 ( ),Cay X S 可

以变成一个无向图。现在，我们考虑当群 X 是一个置换群时，Cayley 图 ( ),Cay X S 。我们用 nS 来表示由

{ }1,2, ,n 上的所有置换，用 1 2 np p p 来表示置换
1 2

1 2

n

n
pp p

 
 
 





，置换 ( ),i j 也被称为对换，注意：

是交换位置 i 和 j 上的元素的置换(不交换元素 i 和 j)，即 ( )( ) ( )1 1i j n j i np p p p i j p p p p=      。根

据代数学的有关知识我们知道， ( ){ }1 : 2,3, ,i i n=  是对称群 nS 的一个生成集。因此， ( ){ }1 : 2,3, ,i i n= 

( )( ){ }1 : 2,4, , 1j j j n∪ + = −  (n 是奇数)和 ( ){ } ( )( ){ }1 : 2,3, , 1 : 2,4, , 2i i n j j j n= ∪ + = −   (n 是偶数)

也是 nS 的一个生成集，n 维叶形图 nCF 的定义如下： 

定义 1 [15]当 n 为奇数时，n 维叶形图 nCF 是一个以 nS 为顶点集，以 ( ){ ( ) [ ]( ), 1 2,u v u v i i n= ∈ ， 

( )( ) { }( )}1 2 4 1u v i i i , , ,n= + ∈ − 为边集的图；当 n 为偶数时，n 维叶形图 nCF 是一个以 nS 为顶点集，以

( ){ ( ) [ ]( ) ( )( ) { }( )}, 1 2, , 1 2,4, , 2u v u v i i n u v i i i n= ∈ = + ∈ − 为边集的图。 

接下来我们介绍一下 nCF 的层次结构。我们可以根据每个顶点最后一个位置上的数把叶形图 nCF 划

分成 n 个不同的子图：
1

1 2
1 1, , ,

n

n
n nCF CF CF

− − − ，例如：i 子图 1
i

nCF − 里每一个顶点的最后一个位置上的数都是

固定的 i (i 是从 1 到 n 中的任意一个数)。很显然，对于 [ ]1,i n∈ ，每一个 1
i

nCF − 跟 1nCF − 是同构的[15]。为

了方便，我们简单的表示为： 1 2
1 1 1

n
n n n nCF CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，其中⊕ 只表示 nCF 的相应分解。任意一条

边都有两个端点，我们把两个端点位于不同子图的边称为外部边。如果两条边不相邻(没有公共的顶点)，
我们就称它们是不相关的。对于任意子图里面的顶点 u，我们用 u+ 表示 ( )1,u n ，用u− 表示 ( )( )1u n n− ，

令 { },uN u u+ + −= 。对于 [ ]1,n 里的任意两个整数 ,i j ，我们把 i 子图和 j 子图之间所有连着的外部边用

( ) ( ) ( )( ), 1 1,
n

i j
i j n CF n nE CF E V CF V CF− −= 来表示；对于任意的 [ ]1,I n⊆ ，我们用 ICF 来表示以 ( )1

r
r I nV CF∈ − 诱

导出来的子图。根据 nCF 的定义我们知道，当 n 是奇数的时候， nCF 是一个包含了 !n 个顶点的
3 3

2
n −

正

则图；当 n 是偶数的时候， nCF 是一个包含了 !n 个顶点的
3 4

2
n −

正则图。图 1 分别画出了 2 维、3 维、4

维的叶形图 2CF ， 3CF 和 4CF 。 

引理 1 [15]令 1 2
1 1 1

n
n n n nCF CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，其中 4n ≥ ， 1

i
nCF − 同构于 { }( )1 1,2, ,nCF i n− ∈  ，则下列

的结论是成立的： 
1) 当 n 是奇数时，两个不同的子图 1

i
nCF − 之间存在着 ( )2 2 !n − 条独立的交叉边；当 n 是偶数时，两个
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不同的子图 1
i

nCF − 之间存在着 ( )2 !n − 条独立的交叉边； 
 

 
Figure 1. The Leaf-sort CF2, CF3, CF4 
图 1. 叶形图 CF2、CF3、CF4 
 

2) 对于 i 子图 1
i

nCF − 里面的任意两个不同的点 u、v，当 n 是奇数时，我们有 u vN N φ+ +∩ = ；当 n 是偶

数时， u v+ +≠ ； 
3) 若 v是 i子图 1

i
nCF − 里面的任意一个点，那么：当 n是奇数时，v+ 和 v− 属于两个不同的子图 1

j
nCF s−
′ ，

其中 j i≠ ；当 n 是偶数时， v+ 属于 1
j

nCF − ，其中 j i≠ ； 
引理 2 [7]令 G 是一个连通图，δ 是这个图的最小的度，那么就会有 ( )3 Gκ δ≤ 。此外，如果在图 G

中有两个度为δ 的顶点相邻，那么 ( ) 13 −≤ δκ G 。 
引理 3 [7]令 G 是一个具有 n 个顶点的连通图，如果 ( ) 4G k rκ = + ，其中 k 和 r 是满足 0k ≥ 、

{ }0,1,2,3r∈ 的两个整数，那么 ( )3 3
2
rG kκ  ≥ +   

。同时，这个下界是最优的。 

引理 4 [16]令 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个 k 连通的图，X 和 Y 是 G 的一个顶点集，并且满足 X k≤ 、

Y k≤ ，那么在图 G 中就会存在 k 对互不相交的 ( ),X Y -路。 
引理 5 [16]令 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个 k 连通的图，x 是 G 中的任意一个顶点， ( ) { }\Y V G x⊆ 是 G

中一个至少包含 k 个顶点的顶点子集，那么在图 G 中就会存在一个从 x 到 Y 的 k-扇形。也就是说，在 G
中会存在 k 条内部顶点互不相交的 ( ),x Y -路，它们的终止端点在 Y 中是互不相同的。 

引理 6 [15]令 nCF 是一个 n 维叶形图 ( )2n ≥ ，当 n 是奇数时， nCF 的连通度 ( ) 3 3
2n

nCFκ −
= ；当 n

是偶数时， nCF 的连通度 ( ) 3 4
2n

nCFκ −
= 。 

3. 叶形图 CFn的广义 3-连通度 

引理 7 令 1 2
1 1 1

n
n n n nCF CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，在不同子图 1

i
nCF − 、 ( )1

j
nCF i j− ≠ 中任意取两个点 x、y，它

们最多有一个公共的外部邻域。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126300


李红梅，王世英 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126300 2983 应用数学进展 
 

证明：当 n 为偶数时，由 nCF 的定义可知，每一个点只有一个外部邻域，所以结论成立。我们接下

来运用反证法来证明当 n 是奇数时，结论也是成立的。不失一般性，我们假设 ( )1
1 2 1 11n nx x x x V CF− −= ∈ 、

( )2
1 2 1 12n ny y y y V CF− −= ∈ ，那么我们能够得到： 2 3 1 11 nx x x x x+

−=  、 1 2 11 nx x x x−
−=  、 2 1 12 ny y y y+

−=  、

1 2 12 ny y y y−
−=  ，所以 x y+ +≠ ， x y− −≠ 。又由引理 1(3)可知： x x+ −≠ 。如果 x 和 y 有两个公共的外部

邻域，则{ } { }, ,x x y y+ − + −= 。因为 x x+ −≠ 、 x y+ +≠ 、 x y− −≠ ，所以 x y+ −= 、 x y− += ，即 

2 3 1 1 2 11 1 2n nx x x x y y y y+ −
− −= = =  、 1 2 1 2 3 1 11 2n nx x x x y y y y y− +

− −= = =  ，那么就会有 1 1y = ， 1 2nx − = ，

1 2x = ， 1 1ny − = 。由于 1nx − 和 1x 不能同时等于 2，所以矛盾出现，结论成立。 

引理 8 令 1 2
1 1 1

n
n n n nCF CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ， 1 2

1 1 1
sii i

n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ 是由 ( )1 1
jis

j nV CF= − 诱导出来

的子图，其中 { }1 2, , , 1,2, ,si i i n∈  ，那么 ( ) 3 7
2

nHκ −
≥ (n 是大于等于 5 的奇数)； ( ) 3 6

2
nHκ −

≥  (n 是

大于等于 6 的偶数)。 
证明：不失一般性，令 1 2

1 1 1
i

n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，x 和 y 是 H 中的任意两个点，为了证明引理中

的结论，我们只需要证明：在 H 中，x 和 y 之间存在
3 7

2
n −

 (n 为大于等于 5 的奇数)和
3 6

2
n −

 (n 为大于

等于 6 的偶数)条内部顶点互不相交的路即可。根据 H 的构造可得：当 n 为奇数时， ( ) 3 7
2

nHδ −
≥ ；当 n

为偶数时， ( ) 3 6
2

nHδ −
≥ 。我们分下列两种情况来讨论： 

情况 1：x 和 y 属于同一个子图 1
i

nCF − 。 

由引理 6 可知：当 n 为奇数时， ( ) ( )
1

3 1 4 3 7
2 2

i
n

n nCFκ −

− − −
= = ；当 n 为偶数时， 

( ) ( )
1

3 1 3 3 6
2 2

i
n

n nCFκ −

− − −
= = 。所以在 1

i
nCF − 中，x 和 y 之间能够找到

3 7
2

n −
 (n 为奇数)和

3 7
2

n −
 (n 为偶

数)条内部顶点互不相交的路，引理得证。 
情况 2：x 和 y 属于不同的子图 1

i
nCF − 和 ( )1

j
nCF i j− ≠ 。 

不失一般性，我们令 ( )1
1nx V CF −∈ ， ( )2

1ny V CF −∈ 。当 n 为大于等于 5 的奇数时，在 ( ) { }1
1 \nV CF x− 中选

择
3 7

2
n −

个点 ix 3 71
2

ni − ≤ ≤ 
 

，使得这些点的一个外部邻域 ix′在子图 2
1nCF − 中，并且在 2

1nCF − 中的邻域不能

是 y (由引理 1(1)可知， ( ) 3 72 2 ! 2
2

nn −
− ≥ + ，所以我们可以找到 ix 这些点)。令 1 1 2 3 7

2

, , , nX x x x −

  =  
  

 ，

2 1 2 3 7
2

, , , nX x x x −

  ′ ′ ′=  
  

 ，由引理 5 可知，在 1
1nCF − 中存在

3 7
2

n −
条从 x 到 1X 的内部顶点互不相交的路 iP

3 71,2, ,
2

ni −  ∈  
  

 ；在 2
1nCF − 中存在

3 7
2

n −
条从 y 到 2X 的内部顶点互不相交的路 iQ 3 71,2, ,

2
ni −  ∈  

  
 。

令 i i i i iP xPx x Q y′=
3 71,2, ,

2
ni −  ∈  

  
 ，那么在 H 中存在

3 7
2

n −
条内部顶点互不相交的路。 

当 n 为大于等于 6 的偶数时，同样的方法，在 ( ) { }1
1 \nV CF x− 中选择

3 6
2

n −
个顶点

3 61
2i

nx i − ≤ ≤ 
 

，

使得这些点的一个外部邻域 ix+ 在子图 2
1nCF − 中，并且在 2

1nCF − 中的邻域不能是 y(由引理 1(1)可知，

( ) 3 62 ! 2
2

nn −
− ≥ + ，所以我们可以找到 ix 这些点)。令 1 1 2 3 6

2

, , , nX x x x −

  =  
  

 ， 2 1 2 3 6
2

, , , nX x x x −

  ′ ′ ′=  
  

 ，由
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引理 5 可知，在 1
1nCF − 中存在

3 6
2

n −
条从 x 到 1X 的内部顶点互不相交的路

3 61,2, ,
2i

nP i −  ∈  
  

 ；在 2
1nCF −

中存在
3 6

2
n −

条从 y 到 2X 的内部顶点互不相交的路
3 61,2, ,

2i
nQ i −  ∈  

  
 。令 i i i i iP xPx x Q y+=

3 61,2, ,
2

ni −  ∈  
  

 ，那么在 H 中存在
3 6

2
n −

条内部顶点互不相交的路。 

综上所述，引理得证。 

引理 9 令 1 2
1 1 1

i
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ 是由 ( )1 1

jis
j nV CF= − 诱导出来的子图，x 是 H 中的任意一个顶

点，其中 5n ≥ 。如果 ( )Hd x k= ， ( ) { }\Y V H x⊆ ，且满足 Y k= ，使得 ( )1
3 7

2
ji

n
nY V CF −
−

∩ ≤  (n 为奇

数)， ( )1
3 6

2
ji

n
nY V CF −
−

∩ ≤  (n 为偶数)，那么在 H 中就会存在一个由 x 到 Y 的 k-扇形。 

证明：不失一般性，我们假设 1 2
1 1 1

l
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ 。令 ( )x V H∈ ， ( )Hd x k= ， ( ) { }\Y V H x⊆ ，

且 Y 满足：Y k= ， ( )1
3 7

2
j

n
nY V CF −
−

∩ ≤  (n 为奇数)； ( )1
3 6

2
j

n
nY V CF −
−

∩ ≤  (n 为偶数)，其中 [ ]1,j l∈ 。 

则当 n 为奇数时，
3 7 3 3

2 2
n nk− −

≤ ≤ ；当 n 为偶数时，
3 6 3 4

2 2
n nk− −

≤ ≤ 。下面我们分情况进行讨论： 

情况 1：
3 7

2
nk −

=  (n 为奇数)；
3 6

2
nk −

=  (n 为偶数)。 

由引理 8 可知，当 n 为奇数时， ( ) 3 7
2

nHκ −
≥ ；当 n 为偶数时， ( ) 3 6

2
nHκ −

≥ 。再由引理 5 可知，

当 n 为奇数时，在H 中存在一个由 x到H 的
3 7

2
n −

-扇形；当 n为偶数时，在H 中存在一个由 x到 Y的
3 6

2
n −

-扇形，故引理中的结论成立。 

情况 2：
3 3

2
nk −

= (n 为奇数)；
3 4

2
nk −

=  (n 为偶数)。 

这种情况下，我们把奇数和偶数分开讨论。 

当 n 为奇数时，由于 ( ) 3 3
2H

nk d x −
= = ，则 x 的两个外部邻域 x+ ， x− 都在 H 中。由引理 1(3)可知，

x+ 和 x− 属于两个不同的子图，我们假设 ( )1
1nx V CF −∈ ， ( )2

1nx V CF+
−∈ ， ( )3

1nx V CF−
−∈ 。令 

( )1
j

n jY V CF M−∩ = ， j jM m= ，其中 1 j l≤ ≤ ，则
3 7

2j
nm −

≤ ， 1

3 3
2

l
jj

nm
=

−
=∑ 。由于

3 3
2

nY −
= ，

1
3 7

2
nm −

≤ ，所以 Y 中至少有两个点在 1
1nCF − 以外。由于 2

1nCF − 和 3
1nCF − 比较特殊，包含了 x 的外部邻域，

所以我们对 2m 和 3m 进行分类讨论。 

情况 2.1： 2 1m ≥ 并且 3 1m ≥ 。 

当 { }2,3j∈ 时，令 1j jm m′ = − ，当 { }2,3j∉ 时，令 j jm m′ = ，则 1

3 7
2

l
jj

nm
=

−′ =∑ 。现在我们在 

{ }( )1
1 1\nCF M x− ∪ 中选择 1l − 对不相同的顶点集 2 3, , , lA A A ，使得 [ ]( )2,j jA m j l′= ∈ ，并且对于 jA 中的

任意一个点，都有一个外部邻域在 1 \j
n xCF N +
− 中(如图 2 所示)。由于 ( ) ( )3 72 2 ! 1 5

2
nn n−

− ≥ + ≥ ，所以这些

点是可以选择出来的。令 1 2 3 lM M A A A= ∪ ∪ ∪ ∪ ，则
3 7

2
nM −

= 。又因为 ( )1
1

3 7
2n

nCFκ −
−

= ，由引理
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5 可知，在 1
1nCF − 中，存在一个由 x 到 M 的

3 7
2

n −
-扇形，也就是说，存在

3 7
2

n −
条由 x 到 M 的内部顶点

互不相交的路，且路的终止端点在 M 中是互不相同的，记为
3 7

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 。 

令 {jA y y′ ′ ′= 是 jy A∈ 的 外 部 领 域 ， ( )}1
j

ny V CF −′∈ ， ( ){ },j j jE yy E CFn y A y A′ ′ ′= ∈ ∈ ∈ ，

{ }2 2A A x+′′ ′= ∪ ， { }3 3A A x−′′ ′= ∪ 。则 2 2A m′′ = ， 3 3A m′′ = 。当 { }2,3j∈ 时，令 0j j jA M M′′∩ = ， 0 1\j j jA M M′′ = 。 

当 [ ]4,j l∈ 时，令 0j j jA M M′ ∩ = ， 0 1\j j jA M M′ = 。现在我们假设 0 2\j j jM M M= ，则 

1 2 0j j j jM M m M= = − 。由引理 6 可知， ( )1
3 7

2
j

n
nCFκ −
−

= ，则 ( )1 0 0 0
3 7\

2
k

n j j j j
nCF M M m Mκ −
−

≥ − ≥ − 。

所以由引理4可得，在 1 0\j
n jCF M− 中存在 0j jm M− 对互不相交的 ( )1 2,j jM M -路，记为 ( )01,i

j jQ i m M ∈ −  。 

结合 iP 、 iE 、 iQ 和 xN + 可知，在 H 中存在
3 3

2
n −

条由 x 到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止端点

在 Y 中是互不相同的，即存在一个由 x 到 Y 的扇形。 
情况 2.2： 2 0m = 或者 3 0m = 。 
不失一般性，我们假设 2 0m = ，接下来我们分为如下三种情况： 
情况 2.2.1： 2 0m = ， 3 2m ≥ 。 
这种情况参照图 3，当 3j = 时，令 2j jm m′ = − ；当 3j ≠ 时，令 j jm m′ = 。在 { }( )1

1 1\nCF M x− ∪ 中选择

2l − 对互不相交的顶点集 3 4, , , lA A A ，使得 j jA m′= ，且 jA 中的任意一个点，都有一个外部邻域属于

1 \j
n xCF N +
− [ ]( )3,j l∈ 。由于 ( ) ( )3 72 2 ! 2 5

2
nn n−

− ≥ + ≥ ，所以这些点是可以选择出来的。令 

1 3 4 lM M A A A= ∪ ∪ ∪ ∪ ，则
3 7

2
nM −

= 。由引理 5 可知，在 1
1nCF − 中，存在

3 7
2

n −
条由 x 到 M 的内部 

 

 
Figure 2. The illustration of Case 2.1 
图 2. 情况 2.1 的图示 
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顶点互不相交的路，记为：
3 7

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 ，这些路的终止端点在 M 中，并且都是互不相同的。 

令 {jA y y′ ′ ′= 是 jy A∈ 中的每个顶点在 1
j

nCF − 中的外部邻域 }， ( ){ },j j jE yy E CFn y A y A′ ′ ′= ∈ ∈ ∈

[ ]3,j l∈ 。令 ( )2
1nw V CF −∈ ，且 w 的一个外部邻域 w′在 { }( )3

1 3\nCF A x−
− ′ ∪ 中。由于 ( ) 3 72 2 ! 2

2
nn −

− ≥ +

( )5n ≥ ，所以存在这样的 w。又因为 2
1nCF − 是连通的，所以在 2

1nCF − 中存在 1 条由 x+ 到 w 的路，记为：P′。

令 { }3 3 ,A A x w−′′ ′ ′= ∪ ，则 3 3A m′′ = 。当 3j = 时，令 3 3 30A M M′′∩ = ， 3 30 31\A M M′′ = ， 3 30 32\M M M= 。当 3j ≠

时，令 0j j jA M M′ ∩ = ， 0 1\j j jA M M′ = ， 0 2\j j jM M M= 。那么就有 1 2 0j j j jM M m M= = − [ ]( )3,j l∈ 。

由引理 6 可知， ( )1
3 7

2
j

n
nCFκ −
−

= ，所以 ( )1 0 0 0
3 7\

2
k

n j j j j
nCF M M m Mκ −
−

≥ − ≥ − 。由引理 4 可知，在

1 0\j
n jCF M− 中存在 0j jm M− 对互不相交的 ( )1 2,j jM M -路，记为 ( )01,i

j jQ i m M ∈ −  。 

结合 iP 、P′、 iE 、 iQ 和 xN + 可知，在 H 中存在
3 3

2
n −

条由 x 到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止

端点在 Y 中是互不相同的，即存在一个由 x 到 Y 的扇形。 
情况 2.2.2： 2 0m = ， 3 1m = 。 
由 2 0m = ， 3 1m = 可知，一定存在一个 [ ]( )1 4,k

nCF k l− ∈ 使得 1km ≥ 。当 3,j k= 时，令 1j jm m′ = −
；
当

3,j k≠ 时，令 j jm m′ = 。在 { }( )1
1 1\nCF M x− ∪ 中选择 2l − 对互不相同的顶点集 3 4, , , lA A A ，使得 j jA m′= ，

且 jA 中的每一个点都会有一个外部邻域属于 1 \j
n xCF N +
− 。由于 ( ) ( )3 72 2 ! 1 5

2
nn n−

− ≥ + ≥ ，所以存在这样

的 jA 。令 1 3 lM M A A= ∪ ∪ ∪ ，则
3 7

2
nM −

= 。同理，由于 ( )1
1

3 7
2n

nCFκ −
−

= ，所以在 1
1nCF − 中存在 

 

 
Figure 3. The illustration of Case 2.2.1 
图 3. 情况 2.2.1 的图示 
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3 7
2

n −
条由 x 到 M 的内部顶点互不相交的路，记为：

3 7
1 2 2, , ,

n

P P P
−

 ，这些路的终止端点都在 M 中，并

且都是互不相同的。令 {jA y y′ ′ ′= 是 jy A∈ 中的每个顶点在 1
j

nCF − 中的外部邻域}， 

( ){ },j j jE yy E CFn y A y A′ ′ ′= ∈ ∈ ∈ [ ]( )3,j l∈ 。令 ( )2
1nw V CF −∈ ，且满足 w 的一个外部邻域 w′在 1

k
nCF − 中，

且 kw A′ ′∉ 。由于 2
1nCF − 是连通的，所以在 x+ 和 w 之间存在一条路 P′。令 { }k kA A w′′ ′ ′= ∪ ， { }3 3A A x−′′ ′= ∪ ，

则 k kA m′′ = ， 3 3A m′′ = 。接下来的证明过程和情况 2.2.1 一样。 

情况 2.2.3： 2 0m = ， 3 0m = 。 
这种情况下，会出现两种子情况：1、存在一个子图 1

k
nCF − ，使得 2km ≥ [ ]( )4,k l∈ 。2、存在两个子

图 1
s

nCF − 和 1
t

nCF − ，使得 sm ， 1sm ≥ [ ]( ), 4,s t l∈ ，我们分别进行讨论。 
1) 存在一个子图 1

k
nCF − ，使得 2km ≥ [ ]4,k l∈ 。当 j k= 时，令 2j jm m′ = − ；当 j k≠ 时，令 j jm m′ = 。

跟以上的讨论方法、过程相同，我们可以选择出互不相同的顶点集 4 5, , , lA A A 。接着，我们在 2
1nCF − 中选

择一个顶点 1w ，使得它的一个外部邻域 1w′在 1 \k
n kCF A− ′中。同理，在 3

1nCF − 中选择一个顶点 2w ，使得它的

一个外部邻域 2w′在 { }( )1 1\k
n kCF A x− ′ ′∪ 中。由于 ( ) 3 72 2 ! 1

2
nn −

− ≥ + ( )5n ≥ ，所以 1w 和 2w 是可以选择出来

的。令 { }1 2,k kA A x x′′ ′ ′ ′= ∪ ，则 k kA m′′ = 。跟上面情况的讨论方法相同，我们可以得到 H 中的
3 3

2
n −

条由 x

到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止端点在 Y 中是互不相同的。 
2) 存在两个子图 1

s
nCF − 和 1

t
nCF − ，使得 , 1s tm m ≥ [ ]( ), 4,s t l∈ 。当 ,j s t= 时，令 1j jm m′ = − ；当 ,j s t≠

时，令 j jm m′ = 。同理，我们也可以选择出互不相同的顶点集 4 5, , , lA A A ，使得 j jA m′= [ ]( )4,j l∈ ，且 jA

中的每个顶点都有一个外部邻域在 1
j

nCF − 中。现在在 2
1nCF − 中选择一个顶点 1w ，使得它的一个外部邻域 '1w

在 1 \s
n sCF A− ′中。同理，在 3

1nCF − 中选择一个顶点 2w ，使得它的一个外部邻域 2w′在 1 \t
n tCF A− ′中。由于

( ) 3 72 2 ! 1
2

nn −
− ≥ + ( )5n ≥ ，所以 1w 和 2w 是可以选择出来的。令 { }1s sA A x′′ ′ ′= ∪ ， { }2t tA A x′′ ′ ′= ∪ ，则

s sA m′′ = ， t tA m′′ = 。同样的方法，我们可以获得
3 3

2
n −

条内部顶点互不相交路。 

当 n 为偶数时，由于 ( ) 3 4
2H

nd x −
= ，那么 ( )V H 一定包含了 x 的外部邻域 x+ 。由引理 1(3)可知，x

和 x+ 属于两个不同的子图，假设 ( )1
1nx V CF −∈ ， ( )2

1nx V CF+
−∈ 。令 ( )1

j
n jY V CF M−∩ = ， j jM m= ，则

1

3 4
2

l
jj

nm
=

−
=∑ 。由于 1

3 6
2

nm −
≤ ，而

3 4
2

nY −
= ，所以一定有一个 Y 中的点在 1

1nCF − 的外部。由于子图

2
1nCF − 比较特殊，包含了 x+ ，所以我们考虑以下两种情况：1、 2 1m ≥ ；2、 2 0m = 。 

1) 2 1m ≥ 。当 2j = 时，令 1j jm m′ = − ；当 2j ≠ 时，令 j jm m′ = 。同理，在 { }( )1
1 1\nCF M x− ∪ 中选择 1l −

对互不相同的顶点集 2 3, , , lA A A ，使得 j jA m′= [ ]( )2,j l∈ ，且 jA 中的每个顶点都有一个外部邻域在 1
j

nCF −

中。由于 ( ) 3 62 ! 1
2

nn −
− ≥ + ( )6n ≥ ，所以这些顶点集是可以选择出来的。令 1 2 lM M A A= ∪ ∪ ∪ ，则

3 6
2

nM −
= 。又因为 ( )1

1
3 6

2n
nCFκ −
−

= ，由引理 5 可知，在 1
1nCF − 中存在

3 6
2

n −
条内部顶点互不相交的 ( ),x M

-路，记为：
3 6

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 ，且终止端点在 M 中是互不相同的。令 {jA y y+ +′ = 是 jy A∈ 在 1
j

nCF − 的邻域}，

( ){ },j j jE yy E CFn y A y A+ + ′= ∈ ∈ ∈ [ ]( )2,j l∈ 。跟情况 2.2.2 的讨论方法相同，我们可以得到：当 n 为偶

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126300


李红梅，王世英 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126300 2988 应用数学进展 
 

数时，在 H 中存在
3 4

2
n −

条由 x 到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止端点在 Y 中互不相同。 

2) 2 0m = 。这种情况下，一定有一个 1
k

nCF − ，满足 1km ≥ 。同理，跟奇数的证明方法相同，我们也可

以得到：在 H 中存在
3 4

2
n −

条由 x 到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止端点在 Y 中是互不相同的。 

情况 3：
3 5

2
nk −

=  (n 为奇数)。 

如果 ( ) 3 5
2H

nd x −
= ，则 ( )V H 中仅仅包含 x 的一个外部邻域，这里的证明方法和情况 2 中 n 为偶数

是相似的，我们能够得到在 H 中一定会存在
3 5

2
n −

条由 x 到 Y 的内部顶点互不相交的路，且终止端点在

Y 中是互不相同的。为了避免过多的重复，我们在这里省去具体的证明过程。 
综上可知，引理得证。 
引理 10：令 1 1

i j
n nH CF CF− −= ⊕ ，其中 i j≠ ， 5n ≥ 且 n 为奇数。如果 ( )1

i
nx V CF −∈ ， ( )1

j
ny V CF −∈ ，且

( ) ( ) 3 5
2H H

nd x d y −
= = ，那么在 H 中就会存在

3 5
2

n −
条内部顶点互不相交的 ( ),x y -路。 

证明：不失一般性，我们假设 1 2
1 1n nH CF CF− −= ⊕ ， ( )1

1nx V CF −∈ ， ( )2
1ny V CF −∈ ，且 

( ) ( ) 3 5
2H H

nd x d y −
= = 。我们考虑如下两种情况： 

情况 1：x 和 y 不相邻。 

令 ( ) 1 2 3 5
2

, , ,H nY N x y y y −

  = =  
  

 。由于 x 和 y 不相邻，所以 x Y∉ 。显然， ( )1
3 7

2
k

n
nY V CF −
−

∩ ≤

( )1,2k = 。由于 ( ) 3 5
2H

nd x −
= ，

3 5
2

nY −
= ，所以由引理 9 可知，在 H 中存在一个由 x 到 Y 的

3 5
2

n − -

扇形，记为：
3 5

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 。当 y 不是这些路的内部顶点时，结合 y 和 Y 中所连的边，我们可以得到
3 5

2
n −

条内部顶点互不相交的 ( ),x y -路。当 y 是这些路的内部顶点时，由于
3 5

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 是内部顶点互不相交

的路，所以只可能存在包含 y 的一条路，假设 1P 是包含 y 为内部顶点的路，且路 1P 的终止端点是 1y 。则

结合 iP 和 y 到 Y 中所连的边
3 72,

2
ni −  ∈    

，就会得到
3 7

2
n −

条内部顶点互不相交的 ( ),x y -路。而

{ }1
1\P y 又是一条 ( ),x y -路，故在 H 中存在

3 5
2

n −
条内部顶点互不相交的 ( ),x y -路。 

情况 2：x 和 y 相邻。 

在 { }1
1 \nCF x− 中选择

3 7
2

n −
个顶点 1 2 3 7

2

, , , nu u u −

  
 
  

 ，使得它们的邻域有一个 iu′在 2
1nCF − 中。由于对于

5n ≥ ， ( ) 3 72 2 ! 1
2

nn −
− ≥ + ，所以这些点是可以选择出来的。令 1 2 3 7

2

, , , nU u u u −

  =  
  

 ， 1 2 3 7
2

, , , nU u u u −

  ′ ′ ′ ′=  
  

 。

由于 ( ) ( )1 2
1 1

3 7
2n n

nCF CFκ κ− −
−

= = ，由引理 5 可知，在 1
1nCF − 和 2

1nCF − 中分别存在
3 7

2
n −

条由 x 到 U，y 到U ′的

内部顶点互不相交的路，记为 1
iP 和 2

iP ，其中
3 71,

2
ni −  ∈    

。令 1 2
i i i i iP P u u P′= ∪ ∪ ，

3 71,
2

ni −  ∈    
，则

iP 和 xy 是 H 中 x 和 y 之间的
3 5

2
n −

条内部顶点互不相交的路。 
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引理 11：令 1 2
1 1 1

n
n n n nCF CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ， { }1 2 3, ,S x x x= 是 1

i
nCF − 中的任意一个顶点集，其中 1 2 3, ,x x x

是 1
i

nCF − 中的任意三个顶点， 4n ≥ ，1 i n≤ ≤ 。如果在 1
i

nCF − 中存在
3 9

2
n −  (n 为奇数)和 3 8

2
n −  (n 为偶数)

条包含 S 的内部互不相交的树，那么在 nCF 中就会存在包含 S 的
3 5

2
n −  (n 为奇数)和 3 6

2
n −  (n 为偶数)

条内部互不相交的树。 

证明：不失一般性，我们假设 ( )1
1nS V CF −⊆ ，由已知条件可知：在 1

1nCF − 中存在
3 9

2
n −  (n 为奇数)和

3 8
2

n −  (n 为偶数)条包含 S 的内部互不相交的树，记为： 1 2 3 9
2

, , , nT T T −  (n 为奇数)； 1 2 3 8
2

, , , nT T T − (n 为偶

数)。下面我们分奇数和偶数来进行讨论： 
当 n 为奇数时，由于每一个 ix 有两个外部邻域 ix+ ， ix− ，且由引理 1 可知，每一个外部邻域都是不同

的，所以令 { }1 1 2 2 3 3, , , , ,M x x x x x x+ − + − + −= 。每一个子图 1
i

nCF − 最多包含 M 中的三个点，根据这一结论，我们分

为以下三种情况进行讨论： 
情况 1：存在一个子图包含 M 中的三个点。 
令 3 4

1 1 1
n

n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，不失一般性，我们假设{ } ( )2
1 2 3 1, , nx x x V CF+ + +

−⊆ 中{ } ( )1 2 3, ,x x x V H− − − ⊆ ，

中。由于 2
1nCF − 是连通的，所以在 2

1nCF − 中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x+ + + 的路，记为： 1P 。令 
1

3 7 1 1 2 2 3 3
2

nT P x x x x x x+ + +
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 7

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。又因为 H 是连通的，所以在 H 中也存

在一条包含{ }1 2 3, ,x x x− − − 的路，记为： 2P 。令 2
3 5 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x− − −
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 5

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一

棵树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不相交的树。 

情况 2：存在一个子图包含 M 中的两个点，且其他的子图最多包含 M 中的两个点。 
不失一般性，我们假设{ } ( )2

1 2 1, nx x V CF+ +
−⊆ ， ( )3

3 1nx V CF+
−∈ ，又会分为如下两种子情况： 

情况 2.1： 3
1nCF − 中只包含 { }1 2\ ,M x x+ + 中的一个点 3x+ 。 

令 4 5
1 1 1

n
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ 。由于 ( ) ( )2 3

1 1n n nCF V CF V CF− −
 ∪ 是连通的，所以在 

( ) ( )2 3
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪ 中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x+ + + 的路，记为： 1P 。则令 
1

3 7 1 1 2 2 3 3
2

nT P x x x x x x+ + +
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 7

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。又因为 H 是连通的，所以在 H 中也存

在一条包含{ }1 2 3, ,x x x− − − 的路，记为： 2P 。令 2
3 5 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x− − −
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 5

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一

棵树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不相交的树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不

相交的树。 
情况 2.2： 3

1nCF − 中包含 { }1 2\ ,M x x+ + 中的两个点 3 1,x x+ −。 

这种情况下，我们又可以分为两种子情况来进行讨论： 
情况 2.2.1： 2 3,x x− − 属于两个不同的子图。 

不失一般性，我们令 ( )4
3 1nx V CF−

−∈ ， ( )5
2 1nx V CF−

−∈ 。由于 ( ) ( )2 4
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪  是连通的，所

以在 ( ) ( )2 4
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪ 中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x+ + − 的路，记为： 1P 。令 
1

3 7 1 1 2 2 3 3
2

nT P x x x x x x+ + −
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 7

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。又因为 ( ) ( )3 5

1 1n n nCF V CF V CF− −
 ∪ 是连
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通的，所以在 ( ) ( )3 5
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪ 中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x− − + 的路，记为： 2P 。令 

2
3 5 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x− − +
− = ∪ ∪ ∪ ，则

2
53 −nT 是 nCF 中包含 S 的一棵树。故在 nCF 中存在

3 5
2

n −
条包含 S 的内

部互不相交的树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不相交的树。 

情况 2.2.2： 2 3,x x− − 属于同一个子图。 
不失一般性，我们假设{ } ( )4

2 3 1, nx x V CF− −
−⊆ 。由题意可知： ( )3

3 1nx V CF+
−∈ ， ( )4

3 1nx V CF−
−∈ 。故 3x 具有

1 23 41i i  的形式。则
3

x+ 具有 1 21 43i i  的形式，( ) ( )1
3 1nx V CF

++
−∈ ，( ) ( )4

3 1nx V CF
−+

−∈ 。令 ( )3 2, 1u x n n+= − − ，

则 ( )1
1nu V CF+
−∈ ， ( )1

i
nu V CF−
−∈ ( )1,2,3,4i ≠ 。由于 ( ) ( )2

1 1
i

n n nCF V CF V CF− −
 ∪  是连通的，所以在

( ) ( )2
1 1

i
n n nCF V CF V CF− −
 ∪ 中存在一条包含{ }1 2, ,x x u+ + − 的路，记为： 1P 。令 

3

1
3 7 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x u u ux+ + + − +
− = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ，则 3 7

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。又因为 

( ) ( )3 4
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪ 是连通的，所以在 ( ) ( )3 4
1 1n n nCF V CF V CF− −

 ∪ 中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x− − − 的路，

记为： 2P 。令 2
3 5 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x− − −
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 5

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。故在 nCF 中存在

3 5
2

n −
条

包含 S 的内部互不相交的树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不相交的树。 

情况 3：每一个子图最多包含 M 中的一个点。 
不失一般性，我们假设 ( )2

1 1nx V CF+
−∈ ， ( )3

2 1nx V CF+
−∈ ， ( )4

3 1nx V CF+
−∈ ， ( )5

1 1nx V CF−
−∈ ， ( )6

2 1nx V CF−
−∈ ，

( )7
3 1nx V CF−

−∈ 。由于 ( )4
12

i
n ni

CF V CF −=
 
 

是连通的，所以在 ( )4
12

i
n ni

CF V CF −=
 
 

中存在一条包含

{ }1 2 3, ,x x x+ + + 的一条路，记为： 1P 。令 1
3 7 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x+ + +
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 7

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。 

又因为 ( )7
15

i
n ni

CF V CF −=
 
 

是连通的，所以在 ( )7
15

i
n ni

CF V CF −=
 
 

中存在一条包含{ }1 2 3, ,x x x− − − 的路，

记为： 2P 。令 2
3 5 1 1 2 2 3 3

2
nT P x x x x x x− − −
− = ∪ ∪ ∪ ，则 3 5

2
nT − 是 nCF 中包含 S 的一棵树。故在 nCF 中存在

3 5
2

n −
条

包含 S 的内部互不相交的树。故在 nCF 中存在
3 5

2
n −

条包含 S 的内部互不相交的树。 

当 n 为偶数时，每一个 ix 只有一个外部邻域，令 { }1 2 3, ,M x x x+ + += 。同样的，每一个子图 1
i

nCF − 最多包 
含 M 中的三个点，根据这一结论，我们也可以分为以下三种情况进行讨论：1) 存在一个子图包含 M 中

的三个点。2) 存在一个子图包含 M 中的两个点。3) 每一个一个子图最多包含 M 中的一个点。这三种情 
况的证明过程和奇数的证明方法一样，我们可以得到：在 nCF 中存在

3 6
2

n −
条包含 M 的内部互不相交的

树，在这里我们省略具体的证明过程。 
综上所述，引理得证。 

定理 1：对于 3n ≥ ， ( )3
3 5

2n
nCFκ −

=  (n 为奇数)； ( )3
3 6

2n
nCFκ −

=  (n 为偶数)。 

证明：由于 nCF 是
3 3

2
n −  (n 为奇数)、3 4

2
n −  (n 为偶数)正则图，所以由引理 2 可知：当 n 为奇数时，

( )3
3 51

2n
nCFκ δ −

≤ − = ；当 n 为偶数时， ( )3
3 61

2n
nCFκ δ −

≤ − = 。为了证明该定理中的结论，我们只需

要证明 ( )3
3 5

2n
nCFκ −

≥ 和 ( )3
3 6

2n
nCFκ −

≥ 即可。接下来我们采用数学归纳法来证明该定理。 
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当 3n = 时， 3CF 是一个
3 3 3 3

2
× −

= 正则图。由引理 3 可知， ( )3 3 2CFκ ≥ 。又由引理 2 可知，

( )3 3 2CFκ ≤ 。所以 ( )3 3
3 3 52

2
CFκ × −

= = ；当 4n = 时， 4CF 是一个
3 4 4 4

2
× −

= 正则图。由引理 3 可知，

( )3 4 3CFκ ≥ 。又由引理 2 可知， ( )3 4 3CFκ ≤ 。所以 ( )3 4
3 4 63

2
CFκ × −

= = 。 

所以，当 3n = ， 4n = 时，定理中的结论是成立的。下面假设 5n ≥ ，并且定理中的结论对 1nCF − 成立，

我们来证明当 5n ≥ 时， ( )3
3 5

2n
nCFκ −

=  (n 为奇数)； ( )3
3 6

2n
nCFκ −

=  (n 为偶数)。为了方便，我们令

{ }1 2 3, ,M x x x= 是 nCF 中的任意三个点，根据广义 3-连通性的定义可知：我们只需要证明在 nCF 存在包含

M 的
3 5

2
n −

和
3 6

2
n −

条内部互不相交的树即可(如果存在更多互不相交的树，那么 ( )3
3 5

2n
nCFκ −

≥ 和

( )3
3 6

2n
nCFκ −

≥ 就会成立)，考虑以下三种情况： 

情况 1： 1 2 3, ,x x x 属于同一个子图 1
i

nCF − 。 

通过归纳假设我们可以知道，在 1
i

nCF − 中存在包含 M 的
( )3 1 6 3 9

2 2
n n− − −

=  (n 为奇数 )和

( )3 1 5 3 8
2 2

n n− − −
= (n 为偶数)条内部互不相交的树。由引理 11 可得：在 nCF 中，存在包含 M 的

3 5
2

n −  

情况 2： 1 2 3, ,x x x 属于两个不同的子图 1
i

nCF − 和 1
j

nCF − ( )i j≠ 。 

不失一般性，令 ( )1
1 2 1, nx x V CF −∈ ， ( )2

3 1nx V CF −∈ 。由引理 6 可知：当 n 为奇数时， ( )1
1

3 7
2n

nCFκ −
−

= ；

当 n 为偶数时， ( )1
1

3 6
2n

nCFκ −
−

= ，故 1x 和 2x 在 1
1nCF − 中存在

3 7
2

n −  (n 为奇数)和 3 6
2

n −  (n 为偶数)条内部

顶点互不相交的路。令 2 3
1 1 1

n
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，由引理 1(3)可知： 3x 的外部邻域最多有一个在 1

1nCF −

中，也就是说， 3x 的外部邻域最多有一个在 H 以外。根据这一分析，我们分为以下两种情况进行讨论： 

情况 2.1： 3x 的外部邻域都不属于 1
1nCF − 。 

当 n 为奇数时， 1x 和 2x 在 1
1nCF − 中存在

3 7
2

n −
条内部顶点互不相交的路，记为：

3 7
1 2 2, , ,

n

P P P
−

 ，这

些路中最多只有一条路的长度是 1，即 1x 和 2x 是相连的。现在我们在这些路上各自选择一个顶点 iy ，即

( )i
iy V P∈ ，那么这些点的外部邻域一定在 H 中。令 1 1 2 3 7 1 2

2

, , , , ,nS y y y x x−

  =  
  

 ， 

2 1 2 3 7 1 2
2

, , , , ,nS y y y x x−

  ′ ′ ′ ′ ′=  
  

 ，其中( iy′， 1x′， 2x′ 分别代表的是 iy ， 1x ， 2x 的一个外部邻域)。注意： 1x 和

2x 之间路的长度可能是 1，假设
3 7

2
n

P
−

的长度为 1，那么我们就令 3 7 2
2

ny x− = ，这时 1 1 2 3 7 1
2

, , , ,nS y y y x−

  =  
  

 ，

2 1 2 3 7 1 2
2

, , , , ,nS y y y x x−

  ′ ′ ′ ′ ′′=  
  

  ( 2x′′ 代 表 2x 的 第 二 个 外 部 邻 域 ) 。 故 1
3 7 3 51

2 2
n nS − −

= + = ，

2
3 7 3 32

2 2
n nS − −

= + = 。这里，我们一定能够做到让 ( )2 1
3 7

2
j

n
nS V CF −
−

∩ ≤ ，如果 ( )2 1
3 7

2
j

n
nS V CF −
−

∩ >

的话，我们就用 iy 的另外一个外部邻域来代替 iy′。又因为 ( )3
3 3

2H
nd x −

= ，由引理 9 可知，在 H 中存在
3 3

2
n −

条从 3x 到 2S 的内部顶点互不相交的路，记为
3 7

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

  (这些路的终止端点是 iy′， 3 71,
2

ni − ∈  
)、
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3 5
2

n

Q
−

 (终止端点是 1x′ )、
3 3

2
n

Q
−

 (终止端点是 2x′ 或者 2x′′ )。令 i i
i i iP P y y Q′= ∪ ∪

3 91,
2

ni −  ∈    
，

3 7 3 7
2 2

3 7 3 7 3 7
2 2 2

n n

n n nP P y y Q
− −

− − −′= ∪ ∪ 或者
3 7

2
3 7 1 2 2 2

2

n

nP x x x x Q
−

− ′= ∪ ∪ ，
3 5 3 3

2 2
3 5 1 1 2 2

2

n n

nP x x Q Q x x
− −

− ′ ′= ∪ ∪ ∪ 或者

3 5 3 3
2 2

3 5 1 1 2 2
2

n n

nP x x Q Q x x
− −

− ′ ′′= ∪ ∪ ∪ ，那么在 nCF 中就会存在包含 M 的
3 5

2
n −

条内部互不相交的树。 

当 n 为偶数时， 1x 和 2x 在 1
1nCF − 中存在

3 6
2

n −
条内部顶点互不相交的路，记为：

3 6
1 2 2, , ,

n

P P P
−

 。跟上

面同样的方法，我们在
3 6

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 上各自选择一个点 iy 3 61,
2

ni −  ∈    
。当 1x 和 2x 之间路的长度为 1

的时候，假设
3 6

2
n

P
−

路的长度为 1，我们就令 3 6 2
2

ny x− = 。令 1 1 2 3 6 1
2

, , , ,nS y y y x−

  =  
  

 ， 2 1 2 3 6
2

, , , nS y y y −

  ′ ′ ′=  
  

 ，

其中 iy′ 代表了 iy 的外部邻域。令 2 3
1 1 1

n
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ ，则 ( )2S V H⊆ 。由引理 8 可知，

( ) 3 6
2

nHκ −
≥ ，也就是说，H 是

3 6
2

n −
连通的。由引理 5 可知，在 H 中存在

3 6
2

n −
条内部顶点互不相交的

( )3 2,x S -路，记为
3 6

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

  (这些路的终端点是 iy′ )。令 i i
i i iP P y y Q′= ∪ ∪ ，那么在 nCF 就存在包含

M 的
3 6

2
n −

条内部互不相交的树。 

情况 2.2： 3x 的一个外部邻域属于 1
1nCF − 。 

不失一般性，我们假设 ( )1
3 1nx V CF+

−∈ 。由于 1
1nCF − 是连通的，所以 1x 和

3
x+ 之间存在一条路 P 。又因

为 ( )1
1

3 7
2n

nCFκ −
−

=  (n 为奇数)， ( )1
1

3 6
2n

nCFκ −
−

=  (n 为偶数)，则 1x 和 2x 在 1
1nCF − 中一定存在

3 7
2

n −  (n

为奇数)和 3 6
2

n −  (n 为偶数)条内部顶点互不相交的路，记为
3 7

1 2 2, , ,
n

P P P
−

  (n 为奇数)，
3 6

1 2 2, , ,
n

P P P
−

  

(n 为偶数)。由于 1x 在 1
1nCF − 中的度为

3 7
2

n −  (n 为奇数)和 3 6
2

n −  (n 为偶数)，P 和 iP 一定会相交，现在令 v

是 iP P∩ 的第一个点，假设
3 7

2
n

v V P
− 

∈  
 

 (n 为奇数)，
3 6

2
n

v V P
− 

∈  
 

 (n 为偶数)，那么令 

3 7
2

3 5 3 3 3
2

,
n

nP P P v x x x
−

+ +
−  = ∪ ∪   (n 为奇数)，

3 6
2

3 6 3 3 3
2

,
n

nP P P v x x x
−

+ +
−  = ∪ ∪   (n 为偶数)，则 3 5

2
nP − 和 3 6

2
nP − 是

nCF 中包含 M 的一棵树。 

令 2 3
1 1 1

n
n n nH CF CF CF− − −= ⊕ ⊕ ⊕ 。跟情况 2.1 的方法相同，我们在

3 9
1 2 2, , ,

n

P P P
−

  (n 为奇数)，
3 8

1 2 2, , ,
n

P P P
−

  (n为偶数)上各自选择一个点 iy 。如果没有路 iP 的长度为1，就令 1 1 2 3 9 1 2
2

, , , , ,nS y y y x x−

  ′ ′ ′ ′ ′=  
  

  

(n 为奇数)， 1 1 2 3 8 2
2

, , , ,nS y y y x−

  ′ ′ ′ ′=  
  

  (n 为偶数)；如果存在一条路的长度为 1 (图中画红线的部分)，不失一

般性，我们假设 1P 的长度为 1，即 1 1y x= ，则令 1 1 2 3 9 1 2
2

, , , , ,nS y y y x x−

  ′ ′ ′ ′′ ′=  
  

  (n 为奇数)和 

1 1 2 3 8 2
2

, , , ,nS y y y x−

  ′ ′ ′ ′=  
  

  (n 为偶数)，其中 iy′是 iy 的外部邻域， 1x′′是 1x 的第二个外部邻域， 2x′ 是 2x 的外
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部邻域。则 ( )1S V H⊆ 且 1
3 9 3 52

2 2
n nS − −

= + =  (n 为奇数)， 1
3 8 3 61

2 2
n nS − −

= + =  (n 为偶数)。 

当 n 为奇数时，由于 ( )3
3 3 3 51

2 2H
n nd x − −

= − = 、 1
3 5

2
nS −

= 、 ( )1 1
3 7

2
i

n
nS V CF −
−

∩ ≤ [ ]( )2,i n∈ ，

如果 ( )1 1
3 7

2
i

n
nS V CF −
−

∩ > ，我们就用 iy 的另外一个外部邻域来代替 iy′。所以由引理 9 可知：在 H 中，

3x 和 1S 之间存在
3 5

2
n −

条内部顶点互不相交的路，记为：
3 5

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

 ，其中 iQ 的终止端点是 iy′

3 91,
2

ni −  ∈    
，

3 7
2

n

Q
−

的终止端点是 1x′ 或者 1x′′ ，
3 5

2
n

Q
−

的终端点是 2x′ 。令 i i
i i iP P y y Q′= ∪ ∪

3 92,
2

ni −  ∈    
， 1 1

1 1 1P P y y Q′= ∪ ∪ 或者 1
1 1 2 1 1P x x x x Q′= ∪ ∪ ，

3 7 3 5
2 2

3 7 1 1 2 2
2

n n

nP x x Q Q x x
− −

− ′ ′= ∪ ∪ ∪ 或者

3 7 3 5
2 2

3 7 1 1 2 2
2

n n

nP x x Q Q x x
− −

− ′′ ′= ∪ ∪ ∪ ，那么 iP
3 71,

2
ni −  ∈    

是 nCF 中包含 M 的
3 7

2
n −

条内部互不相交的树。

故当 n 为奇数时， nCF 中存在包含 M 的
3 5

2
n −

条内部互不相交的树。 

当 n 为偶数时，由引理 8 可知， ( ) 3 6
2

nHκ −
≥ 、 1

3 6
2

nS −
= ，由引理 5 可知：在 H 中， 3x 和 1S 之

间存在
3 6

2
n −

条内部顶点互不相交的路，记为：
3 6

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

 ，其中 iQ 的终止端点是
3 81,

2i
ny i −  ′ ∈    

，

3 6
2

n

Q
−

的终止端点是 2x′ 。 i i
i i iP P y y Q′= ∪ ∪ 令

3 81,
2

ni −  ∈    
，那么

3 81,
2i

nP i −  ∈    
是 nCF 中包含 M 的

3 8
2

n −
条内部互不相交的树。故当 n 为偶数时， nCF 中存在包含 M 的

3 8
2

n −
条内部互不相交的树。 

情况 3： 1 2 3, ,x x x 分别属于三个不同的子图 1
i

nCF − 、 1
j

nCF − 、 1
k

nCF −  (i、j、k 是互不相同的)。 
不失一般性，我们假设 ( )1

1 1nx V CF −∈ ， ( )2
2 1nx V CF −∈ ， ( )3

3 1nx V CF −∈ ，下面我们分奇数和偶数进行讨论。 
当 n 为偶数时，令 1 1 2 11nx i i i −=  ， 3

1 1
n

n nH CF CF− −= ⊕ ⊕ ，则 ( )2
1 1nx V CF+

−∈ 或者 ( )1x V H+ ∈ 。设 1x 的

内部邻域分别为： ( )1 1 1ia x i− = [ ]( )2, 1i n∈ − ， ( )1 1 23nb x− = ， ( )1 45nb x= ， ( )1 1 67nb x+ = ， ，

( ) ( )( )3 6 1
2

2 1nb x n n− = − − 。 

1) ( )1x V H+ ∈ 。这种情况下， 1 2i ≠ ，且 2 3 1, , , ni i i − 中最多只有一个为 2，我们假设 2 2i = ，则

1 1 12 1nx i i −=  ， 1 1 12 1na i i −=  ， 1 1 3 4 5 12 1n nb i i i i i− −=  。现在在 1
1nCF − 中选择以 1x 为起点的

3 6
2

n −
条路，取法

如下：当 1i = 时，令 1
1 1 1P x a= ；当 [ ]2, 2i n∈ − 时，令 1

1i i iP x a u= ，其中 ( )12i iu a= ；当 1i n= − 时，令

1
1 1 1 1n n nP x b vu− − −= ，其中 ( )1 45nv b −= ， ( )1 13nu v− = ；当

3 6,
2

ni n − ∈  
时，令 1

1i i iP x b u= ，其中 ( )12i iu b= 。

则 ( )2
1i nu V CF+
−∈ ，且 iu 都是互不相同的， 1

iP 是内部顶点互不相交的路。令 1 1 2 3 6
2

, , , nU u u u −

  =  
  

 ，

1 2 3 6
2

2 , , ,
n

U u u u
−

+ + +  =  
  

 ，则 ( )2
2 1nU V CF −⊆ 。若 2 2x U∈ ，假设 2 1x u+= ，我们在 2

1 2\nCF U− 中任意选一个顶点

w ， 令
2 3 6

2

, , ,
n

U u u w
−

+ +  ′ =  
  

 ， 则 2
3 6

2
nU U −′= = 。 由 于 ( )2

1
3 6

2n
nCFκ −
−

= ， ( ) { }2
2 1 2\nU V CF x−⊆
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( ) { }( )2
1 2\nU V CF x−′ ⊆ ，由引理 5 可知，在 2

1nCF − 中，存在
3 6

2
n −

条由 2x 到 2U 或者U ′的内部顶点互不相交

的路，且这些路的终止端点在 2U 或者U ′中是互不相同的，记为： 3 6
2

2 2 2
1 2, , , nP P P −

。令 1 2
i i i i iP P u u P+= ∪ ∪ 。

现在我们在 1
1nCF − 取

3 6
2

n −
点，取法如下：当 1i = 时，令 ( )1 1 13w a= ；当

3 62,
2

ni − ∈  
时，令 i iw a= 或 ib 。

则{ } ( )1
1 iw V P φ∩ = ，且 ( )iw V H+ ∈ 。令 1 2 3 6

2

, , , nW w w w+ + +
−

  =  
  

 ，则 ( )W V H⊆ ，且
3 6

2
nW −

= 。 

当
3

x+ 不属于 1
1nCF − 时， ( ) { }3\W V H x⊆ ，且

3 6
2

nW −
= 。由引理 8 可知， ( ) 3 6

2
nHκ −

≥ 。又由引理

5 可知，在 H 中存在一个由 3x 到 W 的
3 6

2
n − -扇形，记为：

3 6
1 2 2, , ,

n

Q Q Q
−

 。当 1i = 时，令

1
1 1 1 1 1 1T P a w w w Q+= ∪ ∪ ∪ ；当

3 62,
2

ni − ∈  
时，令 i

i i i iT P w w Q+= ∪ ∪ ，则在 nCF 中存在包含 M 的
3 6

2
n −

条

内部互不相交的树。 
当

3
x+ 属于 1

1nCF − 时，由于 1
1nCF − 是连通的，所以在 1

1nCF − 中存在一条由 1x 到
3

x+ 的路，记为 P 。由于

( )1
1

1
3 6

2nCF

nd x
−

−
= ，所以 P 和 1

iP 一定会有交点，假设 P 和 1
3 6

2
nP − 相交，设 1

3 6
2

nP P −∩ 的第一个点为 t，令

3 6 3 6 3 3 3
2 2

,n nT P P t x x x+ +
− −  = ∪ ∪  ，则 3 6

2
nT − 是 nCF 中包含 M 的一棵树。现在令 1 2 3 8

2

, , , ,nW w w w w+ + +
−

  ′ =  
  

 ，其中

w 是 ( ) \V H W 中的任意一个顶点，则 ( ) { }3\W V H x′⊆ ，且
3 6

2
nW −′ = 。由引理 8 可知， ( ) 3 6

2
nHκ −

≥ ，

再由引理 5 可知，在 H 中存在
3 6

2
n −

条由 3x 到W ′的内部顶点互不相交的路，且路的端点在W ′中是互不相

同的，记为：
3 6

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

 ，其中 iQ 的终止端点为 iw+ 3 81,
2

ni −  ∈    
。当 1i = 时，令 

1
1 1 1 1 1 1T P a w w w Q+= ∪ ∪ ∪ ；当

3 82,
2

ni − ∈  
时，令 i

i i i iT P w w Q+= ∪ ∪ ，则在 nCF 中存在包含 M 的
3 6

2
n −

条

内部互不相交的树。 
2) ( )2

1 1nx V CF+
−∈ 且 ( )2

2 1nx V CF+
−∈ 。这种情况下， 1 2i = ，故 1 2 3 12 1nx i i i −=  。当 [ ]1, 4i n∈ − 时，令

1
1 1 2 1i i i nP x w w w+ + −=  ，其中 ( )1 1k kw w k−= ， 1 1iw a+ = ；当 3i n= − 时，令 1

3 1 3 1 1 2n n nP x a w v v− − −= ，其中

( )( )1 3 1 1n nw a n− −= − ， ( )1 1 12nv w −= ， ( )( )2 1 1 2v v n= − ；当 2i n= − 时，令 1
2 1 2 1 2n nP x a b b− −= ，其中 ( )1 2 14nb a −= ， 

( )( )2 1 1 1b b n= − ；当
3 61,

2
ni n − ∈ −  

时，令 1
1i iP x b= 。当 [ ]1, 4i n∈ − 时，令 ( )( )1 1 1i nu w i−= + ；当 3i n= − 时，

令 2iu v= ；当 2i n= − 时，令 2iu b= ；当
3 61,

2
ni n − ∈ −  

时，令 i iu b= 。最后，我们令 1 1 2 3 6
2

, , , nU u u u −

  =  
  

 ，

令
1 2 3 6

2

2 , , ,
n

U u u u
−

+ + +  =  
  

 。则 1
iP 是由 1x 到 1U 的一个

3 6
2

n − -扇形，且 ( )2
2 1nU V CF −⊆ 。跟第一种情况一样，

当 2 2x U∈ 时，假设 2 1x u+= ，令 { }( ) { }2 1\U U u w+′ = ∪ ，其中 w 是 ( )2
1 2\nV CF U− 中的任意一个顶点，则

3 6
2

nU −′ = 或者 2
3 6

2
nU −

= ( )2 2x U∉ 。根据引理 5 可知，在 2
1nCF − 中存在一个由 2x 到U ′或者 2U 的

3 6
2

n −

-扇形，记为： 2
iP 。令 1 2

i i i i iP P u u P+= ∪ ∪ 。现在我们在 1
1nCF − 中取

3 6
2

n −
个点，取法如下：当 [ ]1, 2i n∈ − 时，

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126300


李红梅，王世英 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126300 2995 应用数学进展 
 

令 i iw a= ；当
3 61,

2
ni n − ∈ −  

时，令 ( )1 1 13n nw b− −= ， ( )15n nw b= ， ( )1 1 17n nw b+ += ，则 ( )iw V H+ ∈

3 61,
2

ni −  ∈    
，且当

3 61,
2

ni n − ∈ −  
时， ( )1

i iw V P φ∩ = 。令 1 2 3 6
2

, , , nW w w w+ + +
−

  =  
  

 ，则
3 6

2
nW −

= 。当

( )3x V W∈ 时，也就是说 ( )1
3 1nx V CF+

−∈ 时，我们按照同样的方法在 2
1nCF − 中取点，就可以使得 ( )3x V W∉ ，

所以在这里不考虑 ( )3x V W∈ 的情况，只设 ( )3x V W∉ 。由引理 8 可知， ( ) 3 6
2

nHκ −
≥ ，再由引理 5 可知，

在 H 中存在一个由 3x 到 W 的
3 6

2
n − -扇形，记为： iQ ，其中

3 61,
2

ni − ∈  
。所以，当 [ ]1, 2i n∈ − 时，令

i
i i i iT P w w Q+= ∪ ∪ ；当

3 61,
2

ni n − ∈ −  
时，令 i

i i i i i iT P b w w w Q+= ∪ ∪ ∪ ，则 iT 是 nCF 中包含 M 的
3 6

2
n −

棵

内部互不相交的树。 
当 n 为奇数时，由 nCF 的定义可知，每一个顶点都有两个外部邻域，所以我们令 { }1 1 2 2 3 3, , , , ,A x x x x x x+ − + − + −= ，

考虑以下三种情况： 
情况 3.1： ( ) ( ) ( )1 2 3

1 1 1n n nA V CF V CF V CF− − −⊆ ∪ ∪ 。 

令 1 2
1 1n nH CF CF− −= ⊕ ，则 ( ) ( )1 2

3 5
2H H

nd x d x −
= = 。由引理 10 可知，在 H 中存在

3 5
2

n −
条由 1x 到 2x 的

内部顶点互不相交的路，记为：
3 5

1 2 2, , ,
n

P P P
−

 。设 3x′是 3x 的一个外部邻域，则 ( )3x V H′ ∈ 。又因为 H 是

连通的，所以在 H 中存在一条从 1x 到 3x′的路，记为： P 。由于 ( )1
3 5

2H
nd x −

= ，我们设 t 是 kP P∩

3 51,
2

nk −  ∈    
的第一个点，不失一般性，我们假设

3 5
2

n

t P
−

∈ 。很显然， [ ]
3 5

2
3 3 3,

n

P P x t x x
−

′ ′∪ ∪ 是 nCF 中包

含 M 的一棵树，记为 3 5
2

nT − 。令 ( ) ( )1
i

i Hu V P N x∈ ∩
3 71,

2
ni −  ∈    

。如果 1x 的外部邻域不属于 iu ，我们就

令 1 2 3 7
2

, , , nX u u u −

  =  
  

 ；如果 1x 的外部邻域属于 iu ，假设 1u 是 1x 的外部领域，我们就令

1 2 3 7
2

, , , nX x u u −

  =  
  

 。故： ( )1
1nX V CF −⊆ ，

3 7
2

nX −
= 。令 3 4

1 1 1
n

n n nH CF CF CF− − −′= ⊕ ⊕ ⊕ ， iu′是 iu 的外

部邻域，且满足 ( )iu V H′ ′∈ 。 

如果 1 2 3 7
2

, , , nX u u u −

  =  
  

 ，令 1 2 3 7
2

, , , nX u u u −

  ′ ′ ′ ′=  
  

 ，那么
3 7

2
nX −′ = 。另外， ( )3

3 7
2H

nd x′
−

= 。当

( )3x V X ′∉ 时，由引理 9 可知，再 H ′中存在
3 7

2
n −

条由 3x 到 X ′ 的内部顶点互不相交的路，记为：

3 7
1 2 2, , ,

n

Q Q Q
−

 ，且这些路的终止端点在 X ′中是互不相同的，令 i i
i i iT P u u Q′= ∪ ∪

3 71,
2

ni −  ∈    
，那

么 iT 就是 nCF 中包含 M 的内部互不相交的树。故在 nCF 中存在包含 M 的
3 5

2
n −

条内部互不相交的树。当

( )3x V X ′∈ 时，我们假设 3 7 3
2

nu x−′ = ，令 1 2 3 9
2

, , , ,nX u u u w−

  ′ ′ ′ ′=  
  

 ，其中 w 是 { }3\H x′ 中的任意一个点，则

3 7
2

nX −′ = ，同理，在 H ′中存在
3 7

2
n −

条由 3x 到 X ′的内部顶点互不相交的路，记为：
3 7

1 2 2, , ,
n

Q Q Q
−

 ，
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且这些路的终止端点在 X ′中是互不相同的，令 i i
i i iT P u u Q′= ∪ ∪

3 91,
2

ni −  ∈    
，

3 7
2

3 7 3 7 3
2 2

n

n nT P u x
−

− −= ∪ ，

那么 iT 就是 nCF 中包含 M 的内部互不相交的树。故结论成立。 

如果 1 2 3 7
2

, , , nX x u u −

  =  
  

 ，令 1 2 3 7
2

, , , nX x u u −

  ′ ′ ′ ′=  
  

 。跟上面的讨论方法相同，我们可以在 nCF 中找

到
3 5

2
n −

条包含 M 的内部互不相交的树。 

情况 3.2： 3x 的外部邻域至少有一个不属于 ( ) ( )1 2
1 1n nV CF V CF− −∪ 。 

令 1 2
1 1n nH CF CF− −= ⊕ ， 3 4

1 1 1
n

n n nH CF CF CF− − −′= ⊕ ⊕ ⊕ 。在 ( ) { }1
1 1\nV CF x− 中选择

( )3 1 4 3 7
2 2

n n− − −
= 个

不同的点 1 2 3 7
2

, , , nu u u − ，使得 iu 的一个外部邻域在 ( ) { }2
1 2\nV CF x− 中，同时，要保证 iu 和 3x 有不同的外部

邻域。因为 ( ) ( )3 72 2 ! 2 1 5
2

nn n−
− ≥ + + ≥ ，所以我们是能够选出这么多个点的。令 1 2 3 7

2

, , , nS u u u −

  =  
  

 ，

1 2 3 7
2

, , , nS u u u −

  ′ ′ ′ ′=  
  

 ，由引理 6 可知， ( ) ( )1 2
1 1

3 7
2n n

nCF CFκ κ− −
−

= = ，所以在 1
1nCF − 中，存在

3 7
2

n −
条由 1x

到 S 的内部顶点互不相交的路；在 2
1nCF − 中，存在

3 7
2

n −
条由 2x 到 S ′的内部顶点互不相交的路。令 1x′′， 2x′′

是 1x ， 2x 在 H ′中的外部邻域， iu′′是 iu 在 H ′中的外部邻域。令 1 2 3 7 1 2
2

, , , , ,nA u u u x x−

  ′′ ′′ ′′ ′ ′′=  
  

 ，那么 ( )A V H ′⊆ ，

且
3 7 3 51

2 2
n nA − −

> + = ，当 1 2x x′′ ′′≠ 时，
3 3

2
nA −

= ；当 1 2x x′′ ′′= 时，
3 5

2
nA −

= 。 

子情况 3.2.1： 3x 的两个外部邻域都不属于 ( ) ( )1 2
1 1n nV CF V CF− −∪ 。 

这种情况下， ( )3
3 3

2H
nd x′
−

= 。如果
3 3

2
nA −

= ，那么这个证明过程和情况 2.1 相类似。如果

3 5
2

nA −
= ，那么这个证明过程和情况 2.1 相类似，除了

3 5
2

3 5 1 1 2 1
2

n

nT x x x x Q
−

− ′′ ′′= ∪ ∪ 。 

子情况 3.2.2： 3x 的两个外部邻域中有一个属于 ( ) ( )1 2
1 1n nV CF V CF− −∪ 。 

这种情况下， ( )3
3 5

2H
nd x′
−

= 。如果
3 3

2
nA −

= ，那么这个证明过程和情况 2.2 相类似。如果

3 5
2

nA −
= ，那么这个证明过程和情况 2.2 相类似，除了

3 3
2

3 5 1 1 2 2
2

n

nT x x x x Q
−

− ′′ ′′= ∪ ∪ 。 

综上所述，当 n 为奇数时， nCF 中存在包含 M 的
3 5

2
n −

条内部互不相交的树；当 n 为偶数时，在 nCF

中存在包含 M 的
3 6

2
n −

条内部互不相交的树。故定理得证。 

4. 结论 
广义 k-连通度是传统连通度的一个自然推广，它可以用来测量一个图 G 连接任意 k 个顶点的能力，

当 2k = 时，广义 2-连通度和传统的连通度是一样的。在这篇文章中，我们主要研究一类 Cayley 图：叶

形图的广义 3-连通度，证明了：当 n 为大于等于 3 的奇数时， ( )3
3 5

2n
nCFκ −

= ；当 n 为大于等于 4 的偶

数时， ( )3
3 6

2n
nCFκ −

= 。到目前为止，关于广义 k-连通度的研究大多数都是 2k = 的，对 4k ≥ 的广义 k-
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连通度的研究是非常少的，所以对于 4k ≥ 的 ( )k nCFκ 的研究是非常有意义的。 
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