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摘  要 

利用G-函数的性质研究了一类新的广义块对角占优矩阵及其判定方法。同时，利用该判定方法给出了分

块矩阵特征值新的包含域。最后，用数值算例说明了该判定方法的优越性。 
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Abstract 
A new class of generalized block diagonally dominant matrix and its determination method are 
studied by using the properties of G-function. At the same time, a new bound for eigenvalues of 
block matrices was given and some examples are given to show the advantages of this new result. 
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1. 引言 

在矩阵理论的研究中，矩阵分块技术有着广泛的应用。1962 年，Feingold 和 Varga [1]首次提出了分

块矩阵的对角占优性，吸引众多学者对此进行了颇有价值的推广与改进。文献[2]-[9]，主要利用了 G-函
数的性质研究了 I-型块对角占优矩阵和 II-型块对角占优矩阵的对角占优性，并对块 H-矩阵的特征值包含

域进行了分析，说明了分块矩阵与原矩阵之间联系密切，通过矩阵分块对原矩阵进行降阶处理，降低计

算的难度。文献[10]-[14]，研究了块 H-矩阵的多种等价条件，对块 H-矩阵的判定作了更进一步的改进和

推广。其中文献[10] [11] [12]，给出了严格 α-型块对角占优矩阵的等价条件，文献[13]和[14]更是给出了

严格 α-双块对角占优矩阵的等价条件，从而得到了块 H-矩阵新的判据。 
文献[2]改进了文献[3]的主要结论，并给出了 S-型块对角占优矩阵的特征值包含域。通过数值算例说

明了 S-型块对角占优矩阵比双块对角占优矩阵的特征值包含域更小。文献[6]叙述了多种 H-矩阵与其等价

的特征值包集合的等价关系，并且说明了 H-矩阵的判定范围越广，与其等价的特征值包含范围越小。同

样，这种关系也普遍存在于块 H-矩阵与其特征值包含域之间。本文在文献[2]的基础上，结合文献[6]和[15]
中描述的等价关系，讨论了一类块 H-矩阵新的判定方法以及等价的特征值包含域。最后，通过数值算例

说明了新判定条件的有效性和广泛性。 

2. 记号与相关定理定义 

为叙述方便，引入记号：设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ ，且分块如下 

11 12 1
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其中 ( )
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= =∑ ，记 ( )  Aσ 为矩阵 A 的谱， ⋅ 为任意的矩阵诱导范数。定义分块矩阵 A 的块比较矩阵
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记 S 是 M 的任意非空子集，S 是 M 中 S 的补集，即 ,S S M⊂ ，S S∩ =∅，S S M∪ = 。对 i S∀ ∈ ，

设 ( )
,

S S
i i

t S t
it

i
A AR R

∈ ≠

= =∑ ， ( )S S
i i
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t S t
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∈ ≠

= =∑ ， ( )S S
i i
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= =∑ ，故有
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∈ ≠
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同样有 ( ) ( ) ( )S S
i i iA Ar Ar r= + ， ( ) ( ) ( )S S

i i iA Ac Ac c= + 。 

定义 1 [1]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若有 

( )
11

ii iA R
−− ≥ > , 

则称 A 为(严格)块对角占优矩阵，记为 ( )A BD BSD∈ 。如果存在一个 m 阶正对角矩阵 X 使得

AX BSD∈ ，即若存在 ( )1 2, , , mX diag x x x=  ， i M∀ ∈ ， 0ix > 使得 
11 ,  ,i j

j
ii ij j MA iAx x

−− > ∀ ∈∑ , 

则称 A 为块 H-矩阵，记为 A BH∈ 。 
定义 2 [5]记 ( )1 2, , , nf f f f=  为 n 维实函数集，其中 ( ) ( ):i nf A M C R+→  (其中 R+为非负实数集)且

仅依赖于矩阵 A 的非对角元的模。若任意满足 ( )ii ia Af> ， 1,2, ,i n=  的 ( )nA M C∈ 非奇异，则称 f 是一

个 G-函数，记为 nf g∈ 。 
显然，若 ( )if A 为下列之一，则 ( )1 2, , , n nf f f f g= ∈ ： 

( )i ij
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= ∑ , 1 2, , , 0nx x x > ; 

( ) ( )1i ij ji
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f a aA α α
≠ ≠

= + −∑ ∑ , [ ]0,1α ∈ ; 
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i ij ji
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∑ ∑ , [ ]0,1α ∈ . 

定义 3 [7]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若存在 nf g∈ ，使得 

( )( )11 ,  ii iA f T iA M
−− > ∀ ∈ , 

则称 A BGD∈ ；若存在 nf g∈ ，使得 

( )( ) ( )( )11 1 1
,  ,ii jj i jfA A A AT f T i j M

− − −− > ∀ ∈ , 

则称 A BLGD∈ 。 
定义 4 [8]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若存在 [ ]0,1α ∈ ，使得 

( )
11 ,  1ii i iR CA i Mα α
−− > + − ∀ ∈ , 

则称 A 为严格 1α 型块对角占优矩阵，记为 1-A BSDα∈ 。 
定义 5 [8]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若存在 [ ]0,1α ∈ ，使得 

( ) ( )( )1 11 ,  ii i iA R C i Mα α− −− > ∀ ∈ , 
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则称 A 为严格 2α 型块对角占优矩阵，记为 2 -A BSDα∈ 。 
引理 1 [8]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若矩阵 A 满足 1-A BSDα∈ 或 2 -A BSDα∈ ，则 A 是一个

块 H-矩阵。 

引理 2 [2]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若 ,S S M⊂ ， S S∩ =∅， S S M∪ = ， i S∃ ∈ 有

11 S
ii iA R

−− > 成立(或 j S∃ ∈ ，有
11

j
S

jjA R
−− > 成立)，使得 

1 11 1 ,  ,  ,S S S S
ii i jj j i jA R A R R R i S j S

− −− −   − − > ∀ ∈ ∀ ∈      
 

则称矩阵 A 为严格 S-型块对角占优矩阵，记为 -A S BSD∈ 。 
引理 3 [2]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若矩阵 A 为满足 -A S BSD∈ ，则 A 是一个块 H-矩阵。 
引理 4 [2]设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若 ,S S M⊂ ，S S∩ =∅，S S M∪ = ，则 A 的所有特

征值均位于如下区域之中： 
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其中 
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. 

引理 3 至引理 5 为文献[2]的主要结果，本文在此基础上，利用不等式的放缩技巧使得块 H-矩阵的可

判定范围进一步扩大，相反的，与其对应的矩阵特征值所在区域会更加精确。从而对文献[2]的主要结果

进行了推广和改进。 

3. 主要结果 

3.1. 定理 1 

设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若存在 ,S S M⊂ ，S S∩ =∅，S S M∪ = 。 i S∃ ∈ ，有
11 S

ii iRA
−− >  

(或 j S∃ ∈ ，有
11 S

jj jA R
−− > )且 [ ]0,1α∃ ∈ ，对 i S∀ ∈ ， j S∀ ∈ 有 

( ) ( )
1 11 1 + 1 1S S S S S S

ii i j i jj jj iR RA R C R CA α α α α
− −− −   − − >      

   − + −    ,               (2) 

则称矩阵 A 为严格 1-S α 型块对角占优矩阵，记为 1- -A S BSDα∈ ，且 A BH∈ 。 
证明 当 1α = 时，显然有 

1 11 1S S S S
ii i jj j i jA R A R R R

− −− −   − − >      
, 

即为引理 3。 
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当 1α ≠ 时，假设定理成立，即存在 0i S∈ 有 

0 0 0

11 S
i i iA R

−− > , 

则对 j S∀ ∈ ，由式(2)不难得出 
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即有 
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由式(2)可知，以下结论成立 
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−− − > ∀ ∈                                  (4) 

同理，若存在 0j S∃ ∈ 有
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11 S
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−− > ，同样可证得式(3)和式(4)成立。 
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故 d ≠ +∞，构造 { }1 2, , , mD diag d d d=  ，其中 
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且由式(3)~(5)可知 D 为正对角矩阵，则令 ( ) ( )ij m m
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对于矩阵 B 满足对 i S∀ ∈ ，且 ( )S
ii ib Br> 有 

( ) ( ) ( ) ( )1S S S
ii i i jb r rB B Bcα α− > + − .                           (6) 
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假设矩阵 B 是奇异矩阵，即存在非零向量 mx C∈ ，使得   0Bx = 或满足 

{ }/
,  ii i it t

t M i
b x b x i M
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利用 Holder 不等式，可以得到 
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(i) 假设 i S∃ ∈ ，使得 ( ) 0S
ir B = ，则式(7)恒有 

( )( ) 0S
ii i iBb r x− ≤ , 

成立，这与式(6)相矛盾。故在此情况下，矩阵 B 是非奇异的。 
(ii) 对 i S∀ ∈ ， ( ) 0S
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不等式两边对所有的 i S∈ 求和，得到 
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因此，至少存在一个 0i S∈ 使得 
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c
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B
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成立。再由 Young 不等式可以得出 
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α α

α α
−
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但这与式(6)相矛盾，因此矩阵 B 是非奇异的。 

为了证明矩阵 B 为 H-矩阵，设 1 1B D B= − ，其中 { }1 11 22, , , mmd bD iag b b=  ，现只需证 ( )1
1 1 1D Bρ − < 。

不妨设矩阵 1
1 1D B− 存在一个特征值 λ，满足 1λ ≥ ，那么矩阵 ( )1

1 1 1 1 1D BI D D Bλ λ−− = − 将满足式(6)，因此

B 为非奇异矩阵。但是这与 λ是矩阵 1
1 1D B− 的一个特征值相矛盾。由 ( )1

1 1 1D Bρ − < ，可以得出 
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以上可证得对 i S∀ ∈ ，矩阵 B 是非奇异 H-矩阵。 
当 j S∀ ∈ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 .01S S S S S S

jj j jj j j i j ib r d dR R C rB A A B Bcααα α
−−− = − > = + − ≥+ −  

同理可证得对 j S∀ ∈ ，矩阵 B 是非奇异 H-矩阵。 
综上， ( )B T DA= 为广义 1-S α 型对角占优矩阵，且为非奇异 H-矩阵，故存在一个正对角矩阵

{ }1 2, , , mD diag d d d′ ′ ′ ′=  ，使得 BD′为严格对角占优矩阵。 

令 { }1 2
, , ,

mr r rII dia Ig I=  ， { }1 21 1 2 2, , ,
mr r m m rD DD I diag d d d d d dI I I′′ ′ ′ ′ ′= =  ，则 AD′′为严格块对角占优

矩阵，从而 A BH∈ 。 

3.2. 定理 2 

设 ( ) ( )ij nA a M C= ∈ 且分块如式(1)，若存在 ,S S M⊂ ，S S∩ =∅，S S M∪ = 。满足 1- -A S BSDα∈ ，

则矩阵 A 中所有特征值包含域可以用以下集合表示 

( ) ( )
0 1 1

m

ii S MS
i

G A G GA G
α

σ
≤ ≤ =

=   

 

, 

其中 

( ) ( )
11

iS ii n
i S

S
iG z C A zI R A

− −

∈

  = ∈ − ≤ 
  

 , 

( ) ( )
1 1

jjj nS j S

S
jG z C A zI R A

− −

∈

  = ∈ − ≤ 
  

 , 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) }

11 11

,

+ 1 1 .

i j

S S
M ii n i jj n j

i S j S

S S S S
i j j i

G z C A zI R A A zI R A

R C R Cα αα α

−− −−

∈ ∈

  
= ∈ − − − −  







   − +



−







≤ 






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证明 假设 A 的特征值 ( )G Aλ∉ ，则 i S∀ ∈ ， j S∀ ∈ ，有 

( )
11

i

S
ii n iRA Iλ

−−
− > , 

( )
11

j

S
jj n jRA Iλ

−−
− > , 

且有 

( ) ( )
( ) ( )

11 11

1 .+ 1

i j

S S
ii n i jj n j

S S S S
i j j i

A AI R I R

R C R C

λ λ

α αα α

−− −−   
− − − −  

   
   − > + − 

  

由定理 1 知 nA I BHλ− ∈ ，又由文献[1]的引理 1 可知 nA Iλ− 是非奇异的，即 λ不是 A 的特征值，与

假设矛盾。故定理 2 成立。 

4. 数值算例 

4.1. 算例 1 

考虑矩阵 A 

15 1 1 1 2 1 1 1 2 3

2 14 1 1 4 2 1 1 5 2

1 1 20 5 1 2 1 1 1 1

1 1 7 19 4 1 1 2 3 2

5 1 1 2 25 3 1 2 1 1

1 2 3 4 9 23 2 1 1 1

1 1 2 1 4 3 17 1 2 3

2 1 2 2 1 3 2 19 1 4

1 2 2 1 1 1 1 5 25 8

1 3 1 1 2 3 4 1 2 21

A

− 
 

− − 
 

− − − 
 
 
 − =
 −
 
 −
 
 
 

− 
 − 

. 

将矩阵 A 作如下分块，并得其范数矩阵 

11 12 13 14 15

21 22 23 25

31 32 33 34 35

24

41 42 44 44 5

51 52 54 55

3

53

A A A A A
A A A A A
A A A A A
A A A A A
A A A A A

A

 
 
 
 =
 
 
 
 

, 

11
11

11
22 24

11
33

11
4

12 13 14 15

21 23 25

31 32 34 35

43

5

1 42 44 45

11
351 52 54 55

A A A A A

A A A A A

A A A A A

A A A A A

A A A A A

A

−−

−−

−−

−−

−−

 
 
 
 
 

′  =
 
 
 
 
 
 

. 

即将矩阵 A 划分成每个子块均为 2 2× 阶的分块矩阵。令 ( )( ) ( )1S S S
i i i jf T R R CA α α++ −= ，

{ }, 1,2,3,4,5i j M∈ = 。令 { }1,2,4S = ， { }3,5S = ，取范数为矩阵的 2-范数。 
通过计算可以得 
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( ) { }11 16,13Aσ = , ( ) { }22 25.4372,13.5628Aσ = , ( ) { }33 29.2915,18.7085Aσ = , 

( ) { }44 16.2679,19.7321Aσ = , ( ) { }55 27.4721,18.5279Aσ = . 

11
11 12.9275A

−− = , 12 1.4142A = , 13 4.7016A = , 14 1.4142A = , 15 6.2361A = ; 

21 1.4142A = , 
11

22 13.5048A
−− = , 23 4.1623A = , 24 2.6180A = , 25 3.6180A = ; 

31 5.3028A = , 32 5.4650A = , 
11

33 15.9586A
−− = , 34 2.2361A = , 35 1.4142A = ; 

41 2.3028A = , 42 3.5616A = , 43 5.7016A = , 
11

44 16.2042A
−− = , 45 5.3983A = ; 

51 3.6180A = , 52 3.4142A = , 53 3.8643A = , 54 5.1098A = , 
11

55 17.8097A
−− = . 

由此可得，矩阵 A 满足引理 2，且在 [ ]0.3,1 的区间内任取一个 α都满足定理 1 为非奇异块 H-矩阵。

通过引理 4 与定理 2 分别计算其特征值包含域可得： 
当 1α = 时，矩阵 A 同时满足引理 2 和定理 1，通过引理 4 和定理 2 可求得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

1

11 11

1 1,2,4 3,5

11 11

1,2,4

5

j

j

i

i

m

ii S S SS
i

S S
ii n jj n j

i i j

S S S S
n jj n j j

ii i

ii i
i

i

G G G G

z C zI R z C zI R

z C zI R zI

A

A A

R R

A

RA A

σ

σ

=

−− −−

= = =

−− −−

=

=

          = ∈ − ≤ ∈ − ≤     
            

    ∈ − − − − ≤   
     

  

 





  

;
3,5j=

 
 
 
  


 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 11

1 1,2,4 3,5

11 11

1,2,4;
3,5

5

3.8643

144.3420

5.8644
ji

i j

iiii n jj n
i i j

S S
n jj ni ji i

i
j

z C zI z CA A A

A

zI

z C zI R zI RA

σ
−− −−

= = =

−− −−

=
=

          = ∈ − ∈ − ≤     
            

      ∈ − − − − ≤    


≤

     

 



  



,


 

为引理 4 中的结果，而对于定理 2，当 1α = 时，可求得其与引理 4 中结果相同，即有 

( ) ( )3

1

m

ii S MS
i

G G G G GAσ
=

′ = =  



. 

当 0.3α = 时，矩阵 A 仅满足定理 1，故结合定理 2 有 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 11

1 1,2,4 3,5

11 11

5

3.8643

138

5.8

.0049

644
j

j

i

i

m

ii S S SS
i

ii n jj n
i i j

S S
n jj

i

i n

i

i ji

G G G G

z C zI z C zI

z C z

A

A A A

A AI R zI R

σ

σ

=

−− −−

= = =

−− −−

′′ =

          = ∈ − ∈ − ≤     
            

    ∈ − − − − ≤  

≤


    

  

 





  

1,2,4;
3,5

.
i
j
=
=

 
 
 
  

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当 0α = 时，矩阵 A 对引理 2 和定理 1 均不成立，故不考虑。 

( ) ( )
0 1 1

m

ii S MS
i

G A G GA G
α

σ
≤ ≤ =

=   

 

,  

即在可考虑的 α的范围内，取交集。故有 

( ) ( )3G GA G G′′ ′⊂ ⊂ = .  

4.2. 算例 2 

考虑矩阵 A 

120 120

0.02 0.05
0.03 0.01 0.02

0.01 0.06
0.02 0.04
0.02 0.05 0.01 4.3

0.03 0.01 0.02 4.3

I O O O
O I O
O I O O

O O I O
O O

E E
E E E

E EA
E E
E E E I

E E E IO O
×

 
 
 
 =  
 
  
 

,  

20 20

1 0 0
0 1 0

0 0 1

I

×

 
 
 =
 
 
 





   



, 

20 20

1 1 1
1 1 1

 

1 1 1

E

×

 
 
 =
 
 
 





   



, 

20 20

0 0 0
0 0 0

.

0 0 0

O

×

 
 
 =
 
 
 





   

   

 

将矩阵 A 再作如下分块，并得其范数矩阵 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A
A A A
A A

A
A

 
 =  
 
 

, 

1
12

13
1

21 23
1

31 3

1
11

1

32

22

1
3

AA A
A A A
A

A

A A

−

−

−

−

−

−

 
 
 ′ =
 
 
 

. 

即将矩阵 A 划分成每个子块均为 40 40× 阶的分块矩阵。令 ( )( ) ( )1S S S
i i i jf T R R CA α α++ −= ，

{ }, 1,2,3i j M∈ = 。令 { }1,2S = ， { }3S = ，取范数为矩阵的 2-范数。 
通过计算可以得出 

( ) { }11 1Aσ = , ( ) { }22 1Aσ = , ( ) { }33 4.3Aσ = .  
1

11 1A −
= , 12 0.6A = , 13 1.0797A = ;  

21 0.4A = , 
11

22 1A
−− = , 23 1.2806A = ;  

31 0.6A = , 32 1.0606A = , 
11

33 4.3A
−− = .  

当 1i = ， 3j = 时，有 [ ]0,0.2α∀ ∈ 使得 

( )( )
( )( ) ( ) ( )

1 0.6 4.3

1.0797 1 1.0797 1.2806 0.6 1.0606 1 0.6 .α α α α

−

   > + − + + + −     
 

当 2i = ， 3j = 时，有 [ ]0,1α∀ ∈ 使得 

( )( )
( )( ) ( ) ( )

1 0.4 4.3

1.2806 1 1.0797 1.2806 0.6 1.0606 1 1.0606 .α α α α 

−

 > + − + +  + − 
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可得当α 取 [ ]0,0.2 之间的数时，才能使以上不等式全部成立。取 0.2α = ，由定理 1 中式(5)可得

{ }1,1,0.2790D diag= ，再令 { }  0.73,0.69,1D diag′ = 。 
此时 { }40 40 400.73 ,0.69 ,0.2790D diag I I I′′ = ，其中 40I 为 40 40× 阶单位矩阵。经计算范数矩阵 A DD′ ′  

0.7300 0.4140 0.3012
0.2920 0.6900 0.3573
0.4380 0.7318 1.1997

A DD
 
 ′ ′ =  
 
 

, 

为严格块对角占优矩阵，故 A BH∈ 。 
综上，在判定矩阵 A 是否为非奇异块 H-矩阵时，由 α 的可取范围为 [ ]0,0.2 ，取不到 1α = ，故引理

3 的条件无法判定，即文献[2]的结果无法判定，而由定理 1 可以直接判定矩阵 A 为非奇异块 H-矩阵。 
同时，矩阵 AD′′： 

0.7 0.138 0.014
0.7 0.0207 0.0028 0.0056

0.007 0.69 0.0167
0.014 0.69 0.0112
0.014 0.0345 0.069 1.1997

0.021 0.069 0.0138 1.1997

I O O E O E
O I E O E E
O E I O E O

AD
E O O I E O
E O E E I O

O E E E O I

 
 
 
 

′′ =  
 
 
  
 

, 

为对角占优矩阵。 

5. 总结 

本文证明了严格 1-S α 型块对角占优矩阵为非奇异块 H-矩阵并提供了一种新的判定方法，并通过数值

算例验证了结果的优越性。从数值算例 1 中可以看出与其等价的特征值包含域包含于文献[2]中给出的特

征值包含域，从数值算例 2 可以看出其判定范围相比于文献[2]中的结果是更加广泛的。因此，本文结果

在 S 类的块 H-矩阵中可判定范围更加广泛，特征值包含域也更加精确，其部分线性可加模型，拓展了研

究的思路。 
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