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摘  要 

研究具有无限马尔可夫跳跃和 ( )x u v, , -独立噪声的随机微分方程(SDEs)的无限时域线性二次(LQ)纳什博

弈问题。基于矩阵伪逆性质，算子理论，状态稳定性性质，给出不定LQ控制的可达性与ICGAREs解的存

在性之间的等价条件。在此基础上，在EMSS-C和强可检测性条件下，确定了无限马尔可夫跳跃系统的无

限时域纳什对策。 
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Abstract 
In this paper, we consider infinite horizon linear-quadratic (LQ) Nash games for stochastic diffe-
rential equations (SDEs) with infinite Markovian jumps and ( )x u v, , -dependent noise. Based on 
the pseudo-inverse property of matrix, operator theory and state stability property, the equiva-
lent conditions between the reachability of indefinite LQ control and the existence of ICGAREs so-
lution are given. On this basis, the infinite-domain Nash games for infinite Markov jump systems 
are determined under the conditions of EMSS-C and strong detectability. 
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1. 引言 

动态博弈论在工程、经济学、管理科学等领域的实际应用引起了研究的广泛关注[1]-[7]。此外，LQ 
Nash 博弈在理论和应用中的重要性而成为这些研究的焦点。连续和离散时间系统的纳什对策得到众学者

的广泛的研究，包括[8] [9]给出了一套保证具有马尔可夫跳跃的线性系统与无限时域 LQ 微分对策相关的

代数黎卡提方程稳定解存在的充分条件。[10]给出了有限时域马尔可夫跳跃线性系统与 LQ 微分对策相关

的黎卡提方程稳定解存在的充要条件。[11]给出了连续情况下马尔可夫跳跃系统的 LQ 微分对策相关的黎

卡提方程稳定解存在的充要条件。 
值得注意的是，许多关于纳什博弈的研究只关注于有限的马尔可夫切换。众所周知，具有无限马尔

可夫切换的 SDE 的纳什对策问题仍未解决。但是具有无限马尔可夫跳跃过程可以对实际生产生活中发生

的突变进行更精确的描述。[12] [13]表示，对于无限马尔可夫跳跃系统随机稳定性(SS)和条件指数均方稳

定(EMSS-C)不再等价。因为具有有限马尔可夫切换的线性系统中两个稳定性概念是等价的。故深入研究

无限马尔可夫切换系统是非常有必要的。 
本文讨论了具有无限马尔可夫跳跃和 ( ), ,x u v -独立噪声的 SDEs 的无限时域 LQ Nash 对策问题。主要

贡献如下：首先，利用伪逆矩阵的性质，给出不定 LQ 控制的可达性与 ICGARE 解的存在性之间的等价

条件。基于得到的不定 LQ 结果，在 EMSS-C 和强可检测性条件下，确定了无限马尔可夫跳跃系统的无

限时域纳什对策。 
本文组织结构如下：在第 2 节中，我们将介绍一些初步准备工作。第 3 节讨论不定 LQ 控制的达性，

并给出了纳什均衡点存在的充要条件。第 4 节对本文内容进行总结。 
为方便起见，我们采用了以下符号。R+ ：所有非负实数的集合； nR ：n 维实欧氏空间； m nR × ：m n×

阶实矩阵所组成的线性空间； ⋅ : nR 的欧氏范数或 m nR × 算子范数； nI ：n n× 阶单位矩阵；A′：A 矩阵(或
向量)的转置； †A ：矩阵 A 的伪逆； nS ：所有 n n× 阶对称矩阵的集合； ( )0 0A > ≥ ：A 是正(半正)定； ( )δ ⋅ ：

Kronecker 函数； { }= 1,2,� ，状态空间。 

2. 模型介绍 

给定完备概率空间 ( ), , PΩ  ，考虑下列带有无限马尔可夫跳和 ( ), ,x u v -独立噪声随机系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
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( ) ( )
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此处 ( ) nx t R∈ ， ( ) unu t R∈ ， ( ) vnv t R∈ ， ( ) znz t R∈ 分别为系统状态，外部干扰，控制输入和测量输出。

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , rt t t tω ω ω ω= � ，是一个标准的 r 维布朗运动，且满足 ( )( ) 0E tω = ， ( ) ( )( )ω ω δ′ =k s r ksE t t I 。

令{ }t t Z
η

+∈
为齐次无穷马尔可夫链，且假设{ }t t Z

η
+∈
和 ( ){ }t Z

tω
+∈
相互独立。转移概率矩阵 ( ),P p i j =  ，其

中 ( ) ( )1, |η η+= = =t tp i j p j i 。P 为非退化矩阵，即满足对于所有 ,i j∈ ， ( ), 0p i j ≥ ， ( )1 , 1∞

=
=∑ j p i j ，

( )1 , 0∞

=
>∑k p k j 。 

令 m n×
∞ 表示集 ( ) ( ) ( ) ( ){ }| 1 , 2 , , , m nH H H H N H i R ×∈� ，此处 H 满足 ( )1l H l∞

=
< ∞∑ 。 m n×

∞ 为实巴拿

赫空间，空间范数定义为 ( )suplH H l∈∞
=  。由 n n× 阶矩阵序列组成的 m n×

∞ 子空间定义为 n
∞ 。而且

n+
∞ 表示 n

∞ 的子空间，其元素满足，对所有的 i∈ ， 0H ≥ 当且仅当 ( ) 0H i ≥ 。假设所考虑的系统系数

均有一个有限范数
∞

⋅ 。 
定义 1 若对所有 t Z+∈ ，i∈ ， 0  nx R∈ ，存在 0α > 且 1β ≥ 使得 ( ) 2 2

0 0| e tE x t i xαη β − = ≤  
，则

称带有无限马尔可夫跳 SDE： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0
1

1         
r

t k t k
k

x t A x t A x t t t Zη η ω +
=

+ = + ∈∑               (2) 

或 ( ) ( )( )0; , , rA A A= �A P 称为 EMSS-C 的。 
定义 2 若存在序列 ( ){ } un n

t t Z
K η

+

×
∞∈

∈ ，使得闭环系统 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )0 0
1

1
r

t t t k t k t t k
k

x t A G K x t A G K x t tη η η η η η ω
=

+ = + + +∑        (3) 

即 ( );K+A G P 是 EMSS-C，则称系统(1) ( )( )0=v t 或 ( ), ;A G P 是指数稳定的，其中 ( ) ( ) ( )tu t K x tη= 。 
定义 3 若存在序列 ( ){ } zn n

t t Z
H η

+

×
∞∈

∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )0
1

1          
r

t t t k t k
k

x t A H C x t A x t t t Zη η η η ω +
=

+ = + + ∈∑           (4) 

或 ( )0 , , ;rA HC A+ P� 是 EMSS-C 的，则称系统(1) ( ) ( )( )0, 0u t v t= = 或 ( )| ;C PA 为强可检测的。 
引理 1 [13]假设 ( )1

vn n
tK η ×

∞∈ ， ( )2
un n

tK η ×
∞∈ ， ( )3

vn n
tK η ×

∞∈ ，且 ( )1
vn

tH η +
∞∈ ，定义 
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则有 

1) 若 ( )| ;CA P 是强可检测的，则 ( )2 2| ;K C+A G P 也是强可检测的。 
2) ( )1 | ;K C+A B P 是强可检测的，则 ( )1 2 2| ;K K C+ +A B G P 也是强可检测的。 
引理 2 [14]若 ( )| ;CA P 也是强可检测的，则 ( );A P 是 EMSS-C 的当且仅当存在 nX +

∞∈ ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0

       
r

k i k
k

X i A i X i A i C i C i iε
=

′ ′− = ∈∑                      (5) 

引理 3 [15]令矩阵 ,L M 和 N 为给定矩阵，则下列方程 LXM N= 有一个解 X 当且仅当 † †LL NM M N= ，

而且此解可表示为 † † † †X L NM S L LSMM= + − ，此处 S 为适当维数矩阵。 

3. 主要结果 

考虑下列带有多重噪声的无限马尔可夫跳跃系统： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

0 0
1

0 0

1  

0                                        0

r

t t k t k t k
k

n

x t A x t G u t A x t G u t t

x x R t Z

η η η η ω

η η
=

+

 + = + + +

 = ∈ = ∈ ∈

∑


          (6) 

定义容许控制集 ( ) ( )0 0, , , n
adU x i x i R∈ × ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
0 , ; |un

adU x i u l R R u+= ⋅ ∈ ⋅ 指是 数稳定的                   (7) 

对于任意 ( )( ) ( )0 0, , ,n
adx i u R U x i⋅ ∈ × × ，相关的二次耗散函数(6)为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

, , |t t
t

J x i u E x t Q x t u t R u t iη η η
∞

=

 ′ ′⋅ = + = 
 
∑               (8) 

其中， ( )tQ η 和 ( )tR η 为不定对称矩阵。 
不定 LQ 最优控制是在容许控制集中取值，使代价函数 ( )( )0 , ,J x i u ⋅ 最小化，值函数 V 定义为 

( )
( ) ( )

( )( )
0

0 0,
min , ,

⋅ ∈
= ⋅

adu U x i
V x J x i u                              (9) 

若容许控制 ( )*u ⋅ 使 J 达到最小值 ( )0V x ，则称为最优控制， ( )0V x 为最优耗散值。 
定理 1 若 ( ), ;A G P 是指数稳定的，则不定 LQ 控制(6)~(9)是可达的，当且仅当下列 ICGARE： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ){ } ( )( )

( )( )

†

†
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0

0                            
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  

 

                     (10) 

有唯一稳定解 ( ) ( )( )1 , 2 , nP P P ∞= ∈�  ，最优值函数 ( ) ( )0 0 0V x x P i x′= ，最优控制 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )† † †*u P i P i I P i P i M t I P i P i m t   ′⋅ = − + − − −      
          (11) 

其中， ( ) ( )2 ; un nM l Z R ×
+⋅ ∈ ， ( ) ( )2 ; unm l Z R+⋅ ∈ ， 
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=

=
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


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P p i j P jε
∞

=
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证明：(充分性)设 ( )( ) ( ) ( ) ( ), , t tV t x t x t P x tη η′=  

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1, 1 , , , |t t t
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k i k k i k
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k i k k i k
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ε ε

ε ε

+

=

 + + − = 
  ′ ′ ′ ′= − +  

 
′ ′ ′ ′+ + 

∑  

上式对 t 从 0 到 1−T 求，结合(8)式 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1
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0
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ε
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−

=

−
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 ′ ′⋅ = + = 
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  ′ ′+ − +  
 

′ ′ ′ ′+ + + 

∑

∑ ∑
   (12) 

令T →∞，由上，则(8)式可写为 

( )( ) ( )
( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )0 0 0

0
, ,

t

x t x tP i P i
J x i u x P i x E

P i P iu t u t

∞

=

 ′      ′  ⋅ = +         ′      
∑

 

 
           (13) 

取 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )†
1S t M t P i P i M t= −  ， ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )†

2S t m t P i P i m t= −  . 
由广义逆矩阵性质，有 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )†

i iP i S t P i S t=  ， ( )( ) ( ) 0, 1,2iP i S t i= = ，ICGARE(10)有唯

一解 nP ∞∈ ，则由配方法可得， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }

†
0 0 0 1 2

0

†
1 2

, ,

                       

t
J x i u x P i x E u t P i P i S t x t S t

P i u t P i P i S t x t S t

∞

=

′ ′ ′⋅ = + + + +  

 ′+ + +  

∑  

  
    (14) 

由此，在(11)给定的最优控制下，最优值函数则为 ( )0 0x P i x′ 。 
(必要性)首先证明 ICGARE (10)有一个最大值解。 

考虑下列对称矩阵凸集 

( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

| 0,n

P i P i
i P i S i

P i P i

    = ∈ ≥ ∈  ′   

 
 

 
                  (15) 

因为不定 LQ 控制(6)~(7)是可达的，由[16]可知，值函数的二次形式为 ( ) ( )0 0 0V x x P i x′= ，若 ( )i φ≠ ，

令 ( )P i 为 ( )i 中任意元素，由(12)则有 

( )( ) ( )
( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

0 0 0
0

0 0

, ,
t

P i P ix t x t
J x i u x P i x E

u t u tP i P i

x P i x

∞

=

 ′       ′⋅ = +         ′      
′≥

∑
 

            (16) 

进一步则有 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0V x x P i x x P i x′ ′= ≥ ，可得 ( ) ( ) ,P i P i i≥ ∈  
现证 ( ) ( )P i i∈ ，应用动态规划法[17]则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0
0

s

t t s
t

x P i x E x t Q x t u t R u t x s P x sη η η
−

=

 ′ ′ ′′ ≤ + + 
 
∑           (17) 

利用(11)，并令 1s = ，则有 

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

0 0
0

0 0

x xP i P i
E

P i P iu u

 ′        ≥        ′      

 

 
                      (18) 
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由 ( )0x 和 ( )0u 的任意性，由上式可得 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

0
P i P i

P i P i

 
  ≥
 ′ 

 

 
                              (19) 

这表明 ( )P i 为 ( )i 中最大元素，由 Schur 引理[18]，则有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ){ } ( )( )

( )( )

†

†

0

0

0                                        

P i P i P i P i

I P i P i P i

P i i

 ′− ≥

 ′− =

 ≥ ∈


   

  

 

                      (20) 

再令 ( )u t∗ 和 ( )x t∗ 为最优控制和最优轨迹，类似(13)的证明，则有 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

†

† †

*
0 0

* *
0 0

0

* * * *

0

, ,

t

t

V x J x i u

x P i x E x t P i P i P i P i x t

u t P i P i x t P i u t P i P i x t

∞

=

∞

=

= ⋅

′  ′ ′= + −  

′   ′ ′+ + +      

∑

∑

   

    

  (21) 

又有 ( ) ( )0 0 0V x x P i x′= ，由(20)和(21)有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )†
0P i P i P i P i′− =                          (22) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

* *2
†

0P i u t P i P i x t ′+ =  
                       (23) 

由(22)可知 ( )P i 为 ICGARE (10)的解，又由 ( )P i 的任意性，则 ( )P i 为 ICGARE(10)的最大值解。 
其次，证明 ( )P i 为稳定解，由 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * 0P i u t P i x t′+ =  ，由引理 3 可解 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )†* * †
u t P i P i x t I P i P i m t ′= − − −  

    令 ( ) 0M t = ， ( )S m t= − ，则 ICGARE (10)
有稳定解。 

最后证唯一性，令 ( )1P i 和 ( )2P i 为 ICGARE (10)的两个解，由于 ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 2 0V x x P i x x P i x′ ′= = ，所以

( ) ( )1 2P i P i= ，证毕。 
考虑下列关系两个二次性能指标的纳什博弈问题： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2* 2
1 0 0

0
, , , |

t
J x i u v E v t z t iγ η

∞

=

 ⋅ ⋅ = − =  ∑                  (24) 

( ) ( )( ) ( ) 2*
2 0 0

0
, , , |

t
J x i u v E z t iη

∞

=

 ⋅ ⋅ = =  ∑                      (25) 

此处 0γ > 为给定的扰动衰减水平。 
定义 3 若 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
1 0 1 0, , , , , ,J x i u v J x i u v⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅                     (26) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
2 0 2 0, , , , , ,J x i u v J x i u v⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅                     (27) 

则称策略对 ( ) ( )( ) ( ) ( )* * 2 2, ; ;u vn nu v l Z R l Z R+ +⋅ ⋅ ∈ × 为纳什均衡点。 
接下来，在定理 1 的基础上，给出线性反馈纳什均衡点存在的充要条件。 
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定理 2 对于系统(1)，若 ( )| ;CA P , ( )1 | ;K C+A B P 为强可检测的，则(26)，(27)有一线性反馈纳什均

衡点 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* *
2 1, ,t tu v K x t K x tη η⋅ ⋅ = ，此为最优策略当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

2 1 2
0

†
2 2 1 1 1 1

†
1 1 1

1

     0

0

0

r

k k k k
k

A i G i K i P i A i G i K i

C i C i K i K i P i L i i L i

I i i L i

i

=

 ′   + +   

 ′ ′ ′ − − − − Φ =
 −Φ Φ =

Φ ≥

∑

              (28) 

( ) ( ) ( )†
1 1 1K i i L i ′= −Φ                               (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 2 1 2 2 2 2

0

2

0

0

r

k k k k
k

A i B i K i P i A i B i K i C i C i P i L i i L i

i

−

=

 ′ ′ ′   + + + − − Φ =    

Φ >

∑
  (30) 

( ) ( ) ( )1
2 2 2K i i L i− ′= −Φ                             (31) 

有一组解 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,P i K i P i K i ，且对任意 i∈ ，满足 ( )1 0P i ≤ ， ( )2 0P i ≥ 。 

其中， ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1

0

r

k k
k

i I B i P i B iγ
=

′Φ = +∑  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

r

k k
k

i I G i P i G i
=

′Φ = +∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
0

r

k k k
k

L i A i G i K i P i B i
=

′ = + ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
0

r

k k k
k

L i A i B i K i P i G i
=

′ = + ∑  

证明 (充分性)因为 ICGARE (28)~(31)有一组解 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,P i K i P i K i 且 ( )1 0P i ≤ ， ( )2 0P i ≥ ，设

( ) ( ) ( )*
2 tu t K x tη= ， ( ) ( ) ( )*

1 tv t K x tη= ，将 ( )*u t 带入(1)，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 2 0

2
1

2

0 0

1

                          

0                                             0

u

t t t

r

k t k t k t k
k

t
t t n

t

n

x t A G K t x t B v t

A G K t x t B v t t

C
z t x t D D I

D K t

x x R t Z

η η η

η η η ω

η
η η

η

η η

=

+

 + = + +

 + + +

   ′= =  

 
 = ∈ = ∈ ∈

∑



             (32) 

性能指标(24)可写作 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 2
1 0 2 2 0

0
, , , |t t

t
J x i u v E v t v t x t C C K t K t x t iγ η η η

∞

=

  ′′ ′ ′⋅ ⋅ = − + =    
∑      (33) 

注意到在(32)的约束下，对容许控制集下的(33)取最小值，这是不定 LQ 问题，其中控制加权矩阵

( ) 2
tR Iη γ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2t t tQ C C K t K tη η η ′ ′= − +  

。由引理 1， ( )1 | ;K C+A B P 为强可检测的，则

( )1 2 2| ;K K C+ +A B G P 也为强可检测的，且(30)可写作 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 2 2
0

0
r

k k k k k k
k

A i B i K i G i K i P i A i B i K i G i K i C i C i P i
=

′ ′   + + + + + − =   ∑  (34) 
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此处 ( )2C i 与引理 1 中定义相同。根据引理 2，( )1 2 ;K K+ +A B G P 是 EMSS-C 的。基于定理 1 和(28)，

( ) ( ) ( )*
1 tv t K x tη= ， ( ) ( ) ( )1 1

†
1K i i L i ′= −Φ 为不定 LQ 问题的最优控制。这说明 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
1 0 1 0, , , , , ,J x i u v J x i u v⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ 。 

同理，取 ( ) ( ) ( ) ( )*
1 tv t v t K x tη= = 带入(1)中，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 0

1
1

0 0

1

               

                                 

0                                           0

u

t t t

r

k t k t k t k
k

t
t t n

t

n

x t A B K t x t G u t

A B K t x t G u t t

C x t
z t D D I

D u t

x x R

η η η

η η η ω

η
η η

η

η η

=

+ = + +

+ + +

  ′= =  
 
= ∈ = ∈

∑

 t Z+










 ∈ 

         (35) 

则在(35)得约束下，带有控制加权矩阵 ( )tR Iη = 和控制加权矩阵 ( ) ( ) ( )t t tQ C Cη η η′= 的 

( ) ( )( )*
2 0 , , ,J x i u v⋅ ⋅ 取最小值为得标准 LQ 问题。由定理 1 和(30)可得到 ( ) ( ) ( )*

2 tu K x tη⋅ = ， 

( ) ( ) ( )1
2 2 2K i i L i− ′= −Φ 使得 ( ) ( )( )*

2 0 , , ,J x i u v⋅ ⋅ 可取最小值，因此 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
2 0 2 0, , , , , ,J x i u v J x i u v⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ 。 

(必要性)假设纳什博弈(26)~(27)有线性反馈纳什均衡点 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* *
2 1, ,t tu v K x t K x tη η⋅ ⋅ = ，不定

LQ 控制是可达的，且 ( )*v ⋅ 为指数稳定，则 ( )1 2 ;K K+ +A B G P 是 EMSS-C。结合(26)和(32)充分利用定理 1， 

取 ( ) 2
tR Iη γ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2η η η ′ ′= − +  t t tQ C C K t K t ，则(28)有解 ( ) ( )( )1 1 11 , 2 , nP P P ∞= ∈�  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1*
1 1 1tv t K x t i L i x tη − ′= = −Φ ， ( ) ( )( ) ( )* *

1 0 0 1 0, , ,J x i u v x P i x′⋅ ⋅ = 。 
下证 ( ) ( )1 20, 0,P i P i i≤ ≥ ∈。首先由 ( ) ( )( )1 0 , , ,J x i u v⋅ ⋅ 定义，可看出 

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )

* *
0 1 0 1 0

*
1 0

2
0

0

, , ,

, , ,0

|

0
t

x P i x J x i u v

J x i u

E z t iη
∞

=

′ = ⋅ ⋅

≤ ⋅

 = − =  

≤

∑
. 

进一步，对任意 0
nx R∈ ，可推断 ( )1 0,P i i≤ ∈ 。若系统(1)中取 ( ) ( ) ( ) ( )*

1 tv t v t K x tη= = ，则可得(35)，
由[19]定理 4，可知存在 ( ) ( )( )2 2 21 , 2 , nP P P +

∞= ∈�  为(30)的稳定解。而且 ( ) ( )( ) ( )* *
2 0 0 2 0, , ,J x i u v x P i x′⋅ ⋅ = ，

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1*
2 2 2tu K x t i L i x tη − ′⋅ = = −Φ 。 

4. 总结 

本文研究了具有无限马尔可夫跳跃和 ( ), ,x u v -独立噪声的 SDEs 的无限时域线性二次纳什对策。我们

给出了所考虑系统的一个不定 LQ 纳什对策，在此基础上，用黎卡提方程的可解性提出了纳什均衡点存

在的充要条件。可将此理论应用到 H2/H∞控制研究中。 
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