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摘  要 

本文研究了服从重尾分布的宽象限相依随机变量的最大和与随机和的渐近尾概率，其中随机变量服从长

尾分布与控制变化尾分布族的交。结果显示在一定条件下，我们将已有的结果较好的推广到了宽象限相

依结构，其最大和与随机和的渐近尾概率仍然成立。 
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Abstract 
In this paper, we consider the asymptotic tail probabilities of maxima of sums and random of sums 
for widely orthant dependent random variables with heavy tails. The random variables belong to 
the intersection of the long-tailed distributions class and the dominated varying tails distributions 
class. Under certain conditions, we will extend the results to the widely dependence structure, and 
the asymptotic tail probabilities of maxima of sums and random of sums are still true. 
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1. 引言 

随机变量的和、最大和与随机和的相关问题，在保险和金融风险领域具有广泛的应用。特别是在风

险理论中，随机变量最大和通常用于描述在某个风险事件中可能发生的最大损失或最大收益。例如，在

投资组合中，可以用随机变量最大和来衡量最坏情况下的损失。在破产概率计算中，随机和经常用于描

述某个实体面临的风险累积。例如，在保险领域，随机和可以用于估计某个保险公司在某个时间段内面

临的索赔总额，研究破产概率的渐近性问题。因此，本文的研究内容对于研究风险损失和破产概率具有

一定的重要意义。 
设{ }: 1kX k ≥ 是一列同分布随机变量具有共同的分布 ( ) ( )1F x F x= − 。设 

( ) 11 1
, max , 1,

τ

τ≤ ≤= =

= = ≥ =∑ ∑
n

n k k kn k nk k
S X S S n S X  

对于所有的 1x ≥ ，其中τ 与随机变量序列{ }: 1kX k ≥ 时相互独立的。我们称上面三式分别为随机变量的

和、最大和、随机和。如无特别说明，本文中所有的极限为 x →∞。 
对于独立的重尾随机变量和的渐近尾概率已经被很多的学者研究了。大部分结果显示和的尾概率渐

近等价于单个尾概率的和，这就是著名的一个大跳原则。但是独立性假设在应用问题中并不现实，人们

开始研究相依重尾随机变量和的情形，文献[1] [2]研究了具有负相依随机变量的最大和的渐近尾概率。文

献[3]考虑了两两准渐近独立的随机变量的和、最大和的渐近尾概率。文献[4]考虑了一类相依次指数随机

变量的和与最大和的尾概率。 
文献[5] [6]研究了随机加权和的尾行为。因此，在满足某些条件下，我们可以得到如下的关系式 

( ) ( )( ) ( )~ ~n nP S x P S x nF x> >                               (1.1) 

成立对于所有的 1n ≥ 。 
在上述的一些文献中，人们还研究了随机和的尾概率的情况。设τ 是一个非负整数值随机变量并且

与序列 { }: 1kX k ≥ 独立。在一定的条件下，有如下关系式 

( ) ( )( ) ( )~ ~P S x P S x E F xτ τ τ> >                              (1.2) 

成立。上述的结果是在随机变量序列{ }: 1kX k ≥ 的分布属于重尾分布，而τ 是一个非负整数值随机变量，

不考虑其分布是否是重尾的情况下获得的。此外，有部分研究者考虑随机变量τ 的分布也是一个重尾分

布，获得了一些相关的结果。 
在本文里，我们考虑随机变量序列{ }: 1kX k ≥ 是更一般的宽相依结构，有关宽相依的概念以及相关

的性质参见文献[7]。 
定义 1.1 对于随机变量{ }: 1kX k ≥ ，若对每一个 1n ≥ ，存在一有限实数列 ( ){ }: 1Ug n n ≥ 使得对于所
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有 ( ), ,1kx k n∈ −∞ ∞ ≤ ≤ ，有 

{ } ( ) { }
11

,
==

 
> ≤ > 

 
∏∩

n n

k k U k k
kk

P X x g n P X x                          (1.3) 

则称随机变量{ }: 1kX k ≥ 为宽上象限相依(widely upper orthant dependent)列，简称 WUOD 列。 
若对每一个 1n ≥ ，存在一有限实数列 ( ){ }: 1Lg n n ≥ 使得对于所有 ( ), ,1kx k n∈ −∞ ∞ ≤ ≤ ，有 

{ } ( ) { }
11

,
==

 
≤ ≤ ≤ 

 
∏∩

n n

k k L k k
kk

P X x g n P X x                         (1.4) 

则称随机变量{ }: 1kX k ≥ 为宽下象限相依(widely lower orthant dependent) 列，简称 WLOD 列。 
若随机变量{ }: 1kX k ≥ 即是 WUOD 的，又是 WLOD 的，则称其为宽象限相依(widely orthant dependent)

列，简称 WOD 列。 
WUOD，WLOD 和 WOD 随机变量统称为宽相依随机变量，简称为 WD 结构。其中 ( )Ug n ， ( ) , 1Lg n n ≥

分别称为宽上、宽下控制系数，简称控制系数，显然，所有的控制系数不小于 1 且 ( )Ug n (或 ( )Lg n )不降。 
显然，在(1.3)及(1.4)中，当对任意 1n ≥ ， ( ) ( ) 1U Lg n g n= ≡ 时，分别称随机变量{ }: 1kX k ≥ 为负上象

限相依(negatively upper orthant dependent)和负下象限相依(negatively lower orthant dependent)，分别简称为

NUOD 和 NLOD。若随机变量{ }: 1kX k ≥ 既是 NUOD 的，又是 NLOD 的，则称其为负象限相依(negatively 
orthant dependent)，简称 NOD。其相关的概念和性质可以参见文献[8] [9]等。 

当存在某正常数 1M ≥ 并且对于所有的 ( ) ( )U Lg n g n M= ≡ 时，(1.3)或(1.4)成立，则分别称随机变量

{ }: 1kX k ≥ 为广义负上象限相依(extended negatively upper orthant dependent)或广义负下象限相依(extended 
negatively lower orthant dependent)，简称为 ENUOD 或 ENLOD。若随机变量{ }: 1kX k ≥ 既是 ENUOD 的，

又是 ENLOD 的，则称其为广义负象限相依(extended negatively orthant dependent)，简称为 ENOD。这个概

念首次由在文献[10]中提出。有关广义负相依随机变量的进一步研究，请参见文献[11] [12] [13] [14]等。 
对于宽象限相依结构，我们假设下面的式子对于某个 0b > 成立， 

( )lim 0b
Un

g n n−

→∞
=                                (1.5) 

和 

( )lim 0b
Ln

g n n−

→∞
=                                (1.6) 

从 WLOD 与 WUOD 的定义可以得到下面的命题。 
命题 1.1 1) 设{ }: 1kX k ≥ 为 WLOD (WUOD)的随机变量列。 
若 ( ){ }: 1kf k⋅ ≥ 为正非降函数，则 ( ){ }: 1k kf X k ≥ 仍为 WLOD (WUOD)的，且 ( ){ }: 1k kf X k ≥ 与

{ }: 1kX k ≥ 的 ( )Lg n  (或 ( )Ug n )相同， 1n ≥ 。 
若 ( ){ }: 1kf k⋅ ≥ 为正非增函数，则 ( ){ }: 1k kf X k ≥ 为 WUOD (WLOD)的，且 ( ){ }: 1k kf X k ≥ 与

{ }: 1kX k ≥ 的 ( )Ug n  (或 ( )Lg n )相同， 1n ≥ 。 
2) 若{ }: 1kX k ≥ 为非负 WUOD 随机变量，则对每一个 1k ≥ ， 

( )
1 1

n n

k U k
k k

E X g n EX
= =

≤∏ ∏  

特别地，若{ }: 1kX k ≥ 为 WUOD，则对每一个 1k ≥ 及任意 0s > ， 

( ) { }
1 1

exp exp .
nn

k U k
k k

E s X g n E sX
= =

  ≤ 
 
∑ ∏  
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下面我们给出一些重要的重尾分布族的概念。 
定义 1.2 称一个支撑在 [ )0,∞ 上的分布 F 属于长尾分布族，记作 F L∈ ， 
如果对任意给定的 0y >  (或等价地，对 1y = )， 

( ) ( )~ .+F x y F x  

L 族的一个重要的分布子族是次指数分布族，最早是由文献[15]在研究分支过程时引入的。下面给出

L 族的一个重要性质，可参见文献[16]。 
命题 1.2 随机变量 X 的分布 F L∈ 当且仅当 

( ) ( ) [ ) [ ) ( ) ( ) ( )( )
( )

: 0, 0, ; , 0, 1 .
F x h xh x

H F h x h x
x F x

φ
 − = ∞ → ∞ ↑∞ → → ≠ 
  

 

在集 ( )H F 中，称所有使得 ( ) 1 0h x x− ↓ 的函数组成强不敏感函数族，记作 ( )*H F 。因其成员具如更

优良的性质，故在许多场合能起到特别的作用。 
下面给出长尾分布族的一个重要的子族。 
定义 1.3 称一个支撑在 [ )0,∞ 上的分布 F 属于次指数分布族，记作 F S∈ ，如果 

( ) ( )*2 ~ 2 .F x F x  

文献[17]引入了一个与 L 族互不包含的分布族，本文所要研究的分布族的范围就是该分布族与 L 族

的交。 
定义 1.4 称一个支撑在 [ )0,∞ 上的分布 F 属于控制变化尾分布族，记作 F D∈ ，如果对任意给定的

( )0,1y∈  (或等价地，对 y = 1/2)， 

( ) ( ) ( )1 .F xy O F x=  

定义 1.5 称一个支撑在 [ )0,∞ 上的分布 F 属于一致变化尾分布族，记作 F C∈ ，如果 

( )
( )1

limlimsup 1.
y x

F xy
F x→ →∞

=  

更一般地，称一个支撑在 ( ),−∞ ∞ 的分布 F 属于某个重尾分布族，如果 ( ) ( ) { }01 XF x F x+
≥= 也属于该

分布族，可以参见文献[18]等。 
对任一支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布 ( )F x 和任意的 1y > ，记 

( ) ( )
( )* lim

x

F xy
F y

F x→∞
= 和

( )*log
lim .

logF y

F y
J

y
+

→∞
= −  

称 FJ + 为分布 ( )F x 的上 Matuszewska 指标。相关细节可参考文献[19] [20]等。 
下面的命题来自出了文献[19] [20]。 
命题 1.3 对于一个支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布 F，如果 F D∈ ，那么下面的结论成立： 
i) 对于任意的 Fp J +> ，有 ( )( )px o F x− = 。 
ii) 对于任意的 Fp J +> ，存在正常数 C 和 D，使得当 x y D≥ ≥ 时，下列不等式 

( )
( )

pF y xC
F x y

 
≤  

 
 

成立。 
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2. 最大和与随机和的尾概率 

2.1. 主要结果 

首先，我们将随机变量序列{ }: 1kX k ≥ 推广到宽相依结构，该相依结构包含正相依、负相依等具有

更一般性，获得了最大和的尾概率的渐近性。第一个主要结果总结为如下的定理。 
定理 2.1 设{ }: 1kX k ≥ 是一列 WUOD 随机变量，在 [ ),s ∞ 具有共同的分布 F，其中 s > −∞，并且

1
rEX < ∞对于某个 1r > 。如果 F L D∈ ∩ ，存在 ( ) ( )h x H F∈ 使得 

( )( )
( )

0
F h x

F x
−

→                                (2.1) 

那么，对于每个 1n ≥ 有 

( ) ( )( ) ( )~ ~n nP S x P S x nF x> >                        (2.2) 

成立。 
其次，我们考虑随机和的尾概率的情形，将随机变量推广到宽相依结构，在一定的矩条件下，同样

我们得到如下的结果。 
定理 2.2 设 { }: 1kX k ≥ 是一列 WUOD 随机变量在 [ ),s ∞ 具有共同的分布 F，其中 s > −∞ ，并且 

1
rEX < ∞对于某个 1r > 。设τ 是一个非负整数值随机变量与序列{ }: 1kX k ≥ 相互独立， pEτ < ∞对于某个

Fp J +> 。如果 F L D∈ ∩ 满足条件(2.1)，对于任意 0b > 对于充分大的 n， ( ) b
Ug n n− < ∞ 。那么，对于每

个 1n ≥ ， 

( ) ( )( ) ( )~ ~P S x P S x E F xτ τ τ> >                         (2.3) 

成立。 
我们将随机变量的相依结构推广到宽相依结构，在满足相应的一些条件后，结论仍然成立的，并且

这些条件在证明中是不可或缺的。 

2.2. 引理 

下面的引理对本文结论的证明起到非常关键作用，证明步骤与文献[1]的引理 3.1 和文献[12]的引理

3.5 基本一致。在文献[1]中的引理 3.1 中考虑的是 NA 随机变量，而文献[12]的引理 3.5 考虑的是 END 随

机变量。本引理进一步将上述结果推广到 WUOD 随机变量。 
引理 2.1 设{ }: 1kX k ≥ 是一列 WUOD 随机变量具有共同分布 F，并且 1

rEX < ∞对于某个 1r > 。存在

常数 0 1β< < 和 1 2, 0C C > ，那么对于任意 0,10 ><< xθ 和 1≥n ，有 

( ) ( )
( )( )1 1

1
2

1
,

r nn

n i U
i

P S x X x g n Cx
β

θθ
− −

− +

=

 
> ≤ ≤ 

 
∩                      (2.4) 

和 

( ) ( )
( )( )

( )
1 1

1
2

1 2

r n

n UP S x g n C x C nF x
β

θ
− −

− +
> ≤ +                      (2.5) 

成立。 
证明 对于任意给定的 0u > ，我们记 

( ){ }min ,ki kX X x iuθ= +� 和 ( ) ( ), logx i x iuη η= = + 。 
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由于{ }: 1kiX u k+ ≥� 仍然是 WUOD 对于每个 1i ≥ 。由命题 1.1 (2)，我们有 

( )

( )

( ) ( ){ }(( ) ( ){ }

1

1 1

1

,

exp 1 1 exp

n

n i
i

n i

ki
i k

in

U ki
i

P S x X x

P X u x iu

g n E h X u h x iu

θ
=

= =

=

 
> ≤ 

 
 ≤ + > + 
 

≤ + − + − +

∑ ∑

∑

�

�

∩

 

应用基本不等式1 exx+ ≤ ，对于所有的实数 x，我们有 

( ) ( ) ( ){ }
11

, exp
n n

n i U i
ii

P S x X x g n g h x iuθ
==

 
> ≤ ≤ − + 

 
∑∩                    (2.6) 

其中 ( ),h h x i= 和 

( ){ }
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

0

0

1 2 3

exp 1

e 1 d
x iu

x iu

i ki

x iu h t u

i i i

g iE h X u

i F t

g g g

θ

η θ

η

η
+

+

+ +

−∞

 = + − 
 

= + + −  
 

= + +

∫ ∫ ∫

�

                        (2.7) 

我们首先估计 ( )1
ig 。由控制收敛定理 

( )( ) ( ) ( )
( )

0

0
10 0

e 1 d e 1lim lim d .
h t u h t u

h h

F t
F t EX u

h h
β

+ +
−∞ −

−∞↓ ↓

− −
= = − +

∫
∫  

因此，存在某个实函数 ( ) 0hφ → ，当 0h ↓ 时。使得 
( ) ( )( ) ( )1

11 .ig h ih EX uφ β−= + − +                             (2.8) 

其次，我们处理 ( )2
ig 。对于某个 { }1 min ,2q r< < ，由 ( )( )e 1h t u qht t+ − − 的单调性，我们有 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

22

0

1 12 2 2

e 1 d

exp 1 .

x iu h t u
q

i q

q
q

htg i t F t
t
x iu x iu x iu

i h u h E X ihEX

θ

η

θ θ θ
η η η

+ +

−

+ +

− −
≤

     + + + ≤  + − −  +           

∫
         (2.9) 

令
( )

( )
1 2 logr r

h
x iu
η η

η
− −

=
+

， 

当 x →∞时，其趋向于 0 对于每个 1i ≥ 。由(2.9)，存在某个 ( ) 0hψ → 当 0h ↓ ，使得每个 1i ≥ 和充分

大的 x， 
( ) ( )2

1 .ig ih h ihEXψ +≤ +                               (2.10) 

由(2.8)和(2.10})以及充分大的 x，使得 

( ) ( )
1

1 1min ,
1212

u
h

EX
β βφ

β−

 − − ≤  
  

和 ( ) ( )1
,

12
u

h
β

ψ
−

≤  

则有 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )( )

1 2
1 1

1 1 1
12 12 12

3 1
4

3 1 1
.

4

φ φ β ψ

β β ββ

β

β η
θ

−+ ≤ − + + +

− − − ≤ + + + 
 

+
≤ +

+ −
≤

i ig g h ihEX h iuh ih h

iuh iuh iuh

x iu h

r

                 (2.11) 

最后处理 ( )3
ig .对于每个 1i ≥ 和充分大的 0x > ，我们有 

( ) ( ) ( ){ }

( )
( ){ }

3
2

2
1

exp

exp .

i

r r

r r

x iu
g iF h x iu u

iE X
h x iu u C

x iu

θ
θ

η

η
θ

θ

 +
 ≤ + +   

 

 ≤ + + ≤ +

                    (2.12) 

将(2.11)和(2.12)代入(2.7)，对于每个 1i ≥ 和充分大的 0x > ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1
.

2 2i

r r r
g h x iu

β η η β η
θ θ θ

+ − − − −
− + ≤ − = −                (2.13) 

(2.6)暗示对于每个 1i ≥ 和充分大的 0x > ， 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

1 1
2

11

1 1
2

0

1 1
1

2
1

,

d

.

rn n

n i U
ii

rn
U

r

U

P S x X x g n x iu

g n x zu z

g n C x

β η
θ

β η
θ

β η
θ

θ
− −

−

==

− −
−

− −
− +

 
> ≤ ≤ + 

 

≤ +

≤

∑

∫

∩

 

由(2.4)，对于每个 1i ≥ 和充分大的 0x > ， 

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )

1

1 1
1

2
1 2

,

β
θ

θ θ
=

− −
− +

 
> ≤ + > ≤ 

 

≤ +

∩
n

n n i
i

r n

U

P S x nF x P S x X X

g n C x C nF x

 

从而得证。 

3. 定理的证明 

本节，我们将对本文的主要结果进行详细的证明。 

3.1. 定理 2.1 的证明 

我们首先证明对于每个 1n ≥ ， 

( )
( )

liminf 1n

x

P S x
nF x→∞

>
≥                                   (3.1) 

成立。 
设 ( )( ) ( ) ( )( )1 1 , 1>− ≤−= − ≥�

k kk k X h x X h xX X h x k 。那么，对于任意 0x > 和 1n ≥ ，我们有 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.129373


陈洋 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129373 3801 应用数学进展 
 

( ) ( )

( ) ( )( )( )
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( ) ( ){ }
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P X X h x x
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= =
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= =

= =

 > = + − > 
 
 = + + > 
 
   ≥ > + − >   
   

  = > + − ≤ −  
   

= +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

� �

�

�

� ∪

               (3.2) 

由命题 1.1，{ }: 1kX k ≥� 仍然是 WUOD。由命题 1.2 和 1.3，我们获得 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

1 1

1 1
2
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,

~ ~ .

kk n
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U

I x P X x h x
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≤ ≤

= ≤ < ≤

≥ > +

≥ > + − > + > +

≥ + − +

+

∑ ∑

�

� � �
            (3.3) 

对于 ( )2I x ，由条件(2.1)，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 .I x nF h x o nF x≤ − =                            (3.4) 

那么将(3.3)和(3.4)代入(3.2)可得到(3.1)。 
下面，我们证明对于每个 1n ≥  

( )
( )

limsup 1.n

x

P S x
nF x→∞

>
≤                                 (3.5) 

由于 F L∈ 和命题 1.3，存在 ( ) ( )h x H F∈ 。对于任意给定的 0θ > 使得1 FJθ +> ，那么对于任意 0x > 和

1n ≥ ，我们有 

( ) ( ){ } ( ){ } { }
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P S x X x

nF x h x P S X h x X x P S x X x

I x I x I x

θ

θ

θ θ

= = =

=

= =
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 
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∑

∪ ∩ ∪

∩

∩

    (3.6) 

由 ( ) ( )h x H F∈ ，我们获得 

( ) ( )3 ~ .I x nF x                                    (3.7) 

对于 ( )4I x ，由于{ }: 1kX k ≥ 是 WUOD， F D∈ 和 ( ) ( )h x H F∈ ，我们有 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )4

1

( ) 0
n

U
n k

k

g n F xI x P S X h x
nF x n F x

θ

=

≤ − > →∑                   (3.8) 

当 x →∞。对于 ( )5I x ，由命题 1.2 和引理 2.1，我们有 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.129373


陈洋 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129373 3802 应用数学进展 
 

( )
( )

( )
( )( )

( )

1 1
1

2
5 1 0

r

UI x g n C x
nF x n F x

β η
θ

− −
− +

≤ →                          (3.9) 

当 x →∞。将(3.7)~(3.9)代入(3.6)获得(3.5)。由(3.1)~(3.5)， 

( ) ( )~nP S x nF x>  

成立。由于 

( ) ( )( )
1

,
n

n kn
k

P S x P S x P X x+

=

 > ≤ > ≤ > 
 
∑  

我们有 

( )( ) ( )~nP S x nF x>  

成立。 

3.2. 定理 2.2 的证明 

因为另一个关系 ( )( ) ( )~P S x E F xτ τ> 也能被类似地证明。我们只证明关系 

( ) ( )~P S x E F xτ τ>  

对于任意地 0x > ，我们有 

( ) ( )( ) ( )
1

.n
n

P S x P S x P nτ τ
∞

=

> = > =∑                           (3.10) 

由于 F D∈ 和命题 1.2，存在 ( ) 0C C θ= > 和 0 0x > ，使得 0x x> ，我们有 

( ) ( ) ( )
1

, .F CF x x CF xθθ
−

≤ ≤                             (3.11) 

对于上面的θ 和任意的 1n ≥ ，由引理 2.1 和(3.11)式，使得对于任意地 0x x> 和某个 0b > ，我们有 

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
1

2
1 2

1 2

11

r

U

U

U

P S x g n C x C nF x

g n CC F x C nF x

M g n n nF x

β η
θ

τ

− −
− +

−

> ≤ +

≤ +

≤ +

 

其中 { }1 2max ,M CC C= 。由(1.6)、(3.10)式和(3.12)式， pEτ < ∞，应用定理 2.1 和控制收敛定理，我们获得 

( ) ( )~P S x E F xτ τ>  

证明完毕。 

4. 结论 

本文研究的宽相依结构不仅包含常见的负相依结构，也包含部分正相依以及非正非负相依，其在风

险理论和破产概率中具有广泛的应用价值。本文将已有的结果推广到更宽泛的宽相依结构，获得了宽相

依随机变量的最大和与随机和的渐近尾概率，其结果可应用到具有投资收益和常利率的保险风险模型中，

并且对于评估投资组合的风险、制定保险产品的定价、以及决策风险管理策略等方面也起到了非常大的

作用。本文研究的索赔额分布属于 L D∩ ，那么对于更大的重尾分布族次指数分布族其结论是否还能保

持上述的渐进关系，有待于下一步解决。 
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