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摘  要 

三角函数有理式不定积分是积分学的一个重要组成部分，是解决三角函数问题的关键。由于其计算方法

灵活多变且技巧性强，这给很多学生带来了困难。许多学者对这方面也进行了探索和研讨。在前人研究

的基础上，本文深入阐述了具有结构特征的三角函数有理式的不定积分，突出分析和科学抽象的全过程，

潜移默化地培养学生探索问题、剖析细节、提炼精髓、升华思维的能力。 
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Abstract 
The indefinite integral of rational trigonometric function is an important part of integral theory 
and the key to solving trigonometric function problem. Because of its flexible calculation methods 
and strong skills, it brings difficulties to many students. Many scholars have also explored and 
discussed this aspect. Based on previous studies, this paper deeply expounds the indefinite integral 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2023.129397
https://doi.org/10.12677/aam.2023.129397
https://www.hanspub.org/


贾瑞玲 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129397 4050 应用数学进展 
 

of rational trigonometric function with structural feature, highlights the whole process of analysis 
and scientific abstraction, and subtly cultivates students’ ability to explore problems, analyze de-
tails, refine essence and sublimate thinking. 
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1. 引言 

三角函数的有理式是指由三角函数和常数经过有限次的四则运算所构成的函数。由于 tan x ， cot x ，

sec x 和 csc x 都是 sin x 和 cos x的有理函数，故凡是三角函数的有理函数都可以化成 sin x 和 cos x的有理函

数，因此我们只要研究如何求解形如 ( )sin ,cos dR x x x∫ 的不定积分就可以了，其中 ( ),R u v 表示两个变量

,u v 的有理函数(即分子和分母都是关于 ,u v 的二元多项式)。 

对于这类积分，一般用三角函数的万能公式 tan
2
xt = 作代换，则 

( )
tan 22

2 2 2
2 1 2sin ,cos d , d

1 1 1

xt t t tR x x x R t
t t t

=  −
= ⋅ + + + 

∫ ∫ ， 

于是原不定积分的求解就化成了有理函数不定积分的求解，问题迎刃而解。 
虽然用万能公式可以求出所有形如 ( )sin ,cos dR x x x∫ 的不定积分，但有时作这样的代换运算比较复

杂，计算量大且较为繁琐；胡佳媛[1]曾探究过用万能代换法求三角函数不定积分的不足，同时还探讨了

具有某些特点的这类不定积分的计算方法。 
事实上，该类型的不定积分很早就引起了学者的青睐和关注。早在 1995 年、1996 年，段生贵[2]、

段玉珍[3]和赵晶[4]就不约而同地探索了几类三角函数有理式的计算方法。随后更多学者参与研究这类不

定积分的计算问题，比如梁汉光[5]详细地阐述了三角函数有理式积分的若干方法与技巧；展丙军[6]论述

了一类特殊三角函数有理式积分的特殊积分法，并加以推广。受展丙军研究结果的启发，李永利[7]又给

出了此类积分的一种简捷求法：将被积函数的分子分母都化成正弦型函数；这里不再详述各位学者[8] [9] 
[10] [11] [12]的研讨成果。 

以上诸多学者从不同角度和方面对三角函数有理式的不定积分进行了探索和钻研，并取得了一定的

成果。这些学者侧重介绍和阐述该类不定积分的计算方法和技巧，但是这些计算方法和技巧的选取是如

何确定的呢？对于这个阶段的学生而言，他们还没有熟练掌握不定积分的相关理论，更未达到灵活运用

各种积分技巧的能力，种种因素限制了他们的解题思维和视野。再加上被积函数的结构形式千变万化，

故绝大多数情况下确定合适的变换代换或计算方法都具有一定的难度。为此，学生常常感到迷茫，束手

无策。常言道：比知识更重要的是思维方式，因此在教学过程中，我们不但要介绍计算不定积分的技巧

和方法，更要着眼于如何确定这些计算方法和技巧。 
基于此，本文以追本溯源的探究方式，从被积函数的结构特征出发，尽力还原知识的产生、发展过
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程，将变量代换的来龙去脉由表及里、逐层深入地展示出来，让学生知其然更要知其所以然。以期帮助

学生更好地理解和掌握不定积分，助力他们搭建完整的积分学知识体系。 

2. 特殊结构的三角函数有理式的不定积分 

对不定积分 ( )sin ,cos dR x x x∫ ，除万能公式外，下述特殊结构的特殊方法更简单些。 

2.1. 若 ( ) ( ), ,R x x R x xsin cos sin cos− = − ，即 ( ),R x xsin cos 关于 xsin 是奇函数，可令 t xcos= 进行

有理化处理 

分析 事实上，此时
( )sin ,cos

sin
R x x

x
关于 sin x 为偶函数，即

( )sin ,cos
sin

R x x
x

中只含有 sin x 的偶次项，不

含 sin x 的奇次幂；故可设
( ) ( )2

0

sin ,cos
sin ,cos

sin
R x x

R x x
x

= ，即 

( ) ( )2
0sin ,cos sin sin ,cosR x x xR x x= ， 

因而 

( ) ( )
( ) ( )

2
0

cos
2 2

0 0

sin ,cos d sin sin ,cos d

1 cos ,cos d cos 1 , d
t x

R x x x xR x x x

R x x x R t t t
=

=

= − − = − −

∫ ∫

∫ ∫
 

由此将原不定积分转化为有理式不定积分。 

例 1 计算 2
sin cos d

sin cos
x xI x
x x

=
+∫ 。 

分析 记 ( ) 2
sin cossin ,cos

sin cos
x xR x x
x x

=
+

，则易验证 ( ) ( )sin ,cos sin ,cosR x x R x x− = − 。 

解 根据分析知，令 cost x= ，则 

2 2
cos d cos d

1 cos cos 1
x tI x t

x x t t
= − =

− + − −∫ ∫ ， 

因 ( ) ( )2d 1 2 1 dt t t t− − = − ，故 ( )21 1d d 1 d
2 2

t t t t t= − − + ，从而 

( )

( )
( )

( )
( )

2 2
2 2 2

2 2

2

1 1 1 d 1 1 dd 1 ln 1
2 2 2 21 1 1 5

2 4

1 5
2 1 51 1 1 12 2ln 1 ln ln 1 ln

2 22 5 1 5 2 5 2 1 5
2 2

2cos 1 51 1ln sin cos ln
2 2 5 2cos 1 5

t tI t t t t
t t t t

t

t t
t t C t t C

tt

x
x x C

x

= − − + = − − +
− − − −  − − 

 

− − − +
= − − + + = − − + +

− −− +

− +
= + + +

− −

∫ ∫ ∫

 

例 2 计算
( )

d
2 cos sin

xI
x x

=
+∫ 。 

分析 记 ( ) ( )
1sin ,cos

2 cos sin
R x x

x x
=

+
，则易验证 ( ) ( )sin ,cos sin ,cosR x x R x x− = − 。 
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故可令 cost x= ，则 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

sin d d cos d
2 cos sin 2 cos 1 cos 2 1

x x x tI
x x x x t t

= = − =
+ + − + −∫ ∫ ∫ ， 

对
( )( )2

d
2 1

t
t t+ −∫ 按照有理函数的不定积分计算即可。 

科学抽象  根据上述分析和解法，当确定变量代换 cost x= 之后，首先利用“凑”的思想，将

( )sin ,cos dR x x x∫ 化为 ( )1 cos d cosR x x∫ 的形式，然后再将 cost x= 代入，其中 ( )1 cosR x 是关于 cos x的有

理函数。 

2.2. 若 ( ) ( ), ,R x x R x xsin cos sin cos− = − ，即 ( ),R x xsin cos 关于 xcos 是奇函数，可令 t xsin= 进行

有理化处理 

分析 事实上，此时
( )sin ,cos

cos
R x x

x
关于 cos x 为偶函数，即

( )sin ,cos
cos

R x x
x

中只含有 cos x 的偶次项，

不含 cos x的奇次幂；故可设
( ) ( )2

0

sin ,cos
sin ,cos

cos
R x x

R x x
x

= ，即 

( ) ( )2
0sin ,cos cos sin ,cosR x x xR x x= ， 

因而 

( ) ( )
( ) ( )

2
0

sin
2 2

0 0

sin ,cos d cos sin ,cos d

sin ,1 sin dsin ,1 d
t x

R x x x xR x x x

R x x x R t t t
=

=

= − = −

∫ ∫

∫ ∫
 

由此将原不定积分转化为有理式不定积分。 

例 3 计算
3

2
cos d

1 sin
xI x

x
=

+∫ 。 

分析 记 ( )
3

2
cossin ,cos

1 sin
xR x x

x
=

+
，则易验证 ( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− = − 。 

解 根据分析，令 sint x= ，则 

( )

3 2 2

2 2 2 2
cos 1 sin 1 2d dsin d 1 d

1 sin 1 sin 1 1
2arctan 2arctan sin sin .

x x tI x x t t
x x t t

t t C x x C

− −  = = = = − + + + + 
= − + = − +

∫ ∫ ∫ ∫  

例 4 计算
d

cot cos
xI

x x
=

+∫ 。 

分析 记 ( ) ( )
1 sinsin ,cos

cot cos cos 1 sin
xR x x

x x x x
= =

+ +
，则易验证 

( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− = − 。 

故可令 sint x= ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 22

sin dsin sin dsin d
1 sin cos 1 sin 1 sin 1 1

x x x x t tI
x x x x t t

= = =
+ + − + −

∫ ∫ ∫ ， 

对
( ) ( )2

d
1 1

t t
t t+ −

∫ 按照有理函数的不定积分计算即可。 
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科学抽象  根据上述分析和解法，当确定变量代换 sint x= 之后，首先利用“凑”的思想，将

( )sin ,cos dR x x x∫ 化为 ( )1 sin dsinR x x∫ 的形式，然后再将 sint x= 代入，其中 ( )1 sinR x 是关于 sin x 的有理

函数。 

2.3. 若 ( ) ( ), ,R x x R x xsin cos sin cos− − = ，可令 t xtan= 进行有理化处理 

分析 事实上，由于 

( ) ( ) ( )1sin ,cos tan cos ,cos tan ,cosR x x R x x x R x x= = ， 

利用 ( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− − = 可得 

( ) ( )1 1tan , cos tan ,cosR x x R x x− = ， 

即 ( )1 tan ,cosR x x 中只含有 cos x的偶次项，不含 cos x的奇次幂；故可设 

( ) ( )2
1 0 0 02 2

1 1tan ,cos tan ,cos tan , tan ,
sec 1 tan

R x x R x x R x R x
x x

   = = =   +   
， 

从而 

( ) ( )1

tan

0 02 2 2

sin ,cos d tan ,cos d

1 1 1tan , d , d
1 tan 1 1

t x

R x x x R x x x

R x x R t t
x t t

=

=

   = = ⋅   + + +   

∫ ∫

∫ ∫
 

这样就将原不定积分转化为有理式不定积分。 

例 5 计算 4 4
cos 2 d

sin cos
xI x

x x
=

+∫ 。 

分析 记 ( )
2 2

4 4 4 4
cos 2 cos sinsin ,cos

sin cos sin cos
x x xR x x

x x x x
−

= =
+ +

，则易验证 

( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− − = 。 

解 根据分析可知，令 tant x= ，则 
2 2 2 2

2
4 4 4 2 4

2 2 2

4 4 2
2

2

2 2

2 2

cos sin 1 tan 1 1 tand d sec d
sin cos tan 1 cos tan 1

1 11 tan 1 1 1d tan  d d d1tan 1 1 t 1 2

1 2 1 1 sec 2 tanln ln
2 2 2 1 2 2 sec 2 t

x x x xI x x x x
x x x x x

x t tx t t t
tx t tt t

t t x xC
t t x

− − −
= = ⋅ = ⋅

+ + +

−− −  = = = = − + + +   + + − 
 

− + −
= + =

+ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

.
an

C
x
+

 

科学抽象  根据上述分析和解法，当确定变量代换 tant x= 之后，首先利用“凑”的思想，将

( )sin ,cos dR x x x∫ 化为 ( )1 tan d tanR x x∫ 的形式，然后再将 tant x= 代入，其中 ( )1 tanR x 是关于 tan x 的有

理函数。 

例 6 计算(1) 1 3

1 d
sin cos

= ∫I x
x x

；(2) 2 2 4

sin cos d
sin cos

=
+∫
x xI x

x x
。 

分析 (1)记 ( ) 3
1sin ,cos

sin cos
R x x

x x
= ，则易验证 
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( ) ( )sin ,cos sin ,cosR x x R x x− = − ， 

( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− = − ， 

( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− − = 。 

故本题令 cost x= ， sint x= ， tant x= 均可，但是若令 cost x= 或 sint x= ，计算则比较麻烦(不再详

细展开)。注意到 

2
3 3 4 3 3

1 1 1 1 1d d sec d tan d tan
tansin cos tan cos tan tan

x x x x x
xx x x x x x

 = = ⋅ = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

故可令 tant x= ，则 2
1 1 ln tan
2 tan

I x C
x

= − + + 。 

(2)与(1)类似，令 2sint x= 即可。 
注 由例 6 可知，利用换元法计算不定积分时，所作变量代换的形式可能不唯一，那么随之而来的计

算复杂量也不相同。在具体问题中，有时可以通过一些特殊的技巧或者观察，将原始函数进行变形、整

理或简化，从而使不定积分的计算更加容易。不过这需要对数学知识的灵活运用和问题的深入理解。 

2.4. 若 ( ), a x b x cR x x
a x b x c
1 1 1sin cossin cos
sin cos

+ +
=

+ +
，且 a b2 2 0+ ≠ ，则 

1 1 1sin cos d d ln sin cos
sin cos sin cos

a x b x c Ax x Bx C a x b x c
a x b x c a x b x c

+ +
= + + + +

+ + + +∫ ∫ 。 

其中
( ) ( )1 1 1 1

2 2

a ac a c b bc b c
A

a b
− + −

=
+

， 1 1
2 2

aa bbB
a b

+
=

+
， 1 1

2 2
ab a bC
a b

−
=

+
。 

分析 易知 1， sin x ， cos x线性在实数域上线性无关，且 

( )sin cos sin cos 0 1a x b x c b x a x′+ + = − + + ⋅ ， 

即 sin cosa x b x c+ + 的导数仍可由 1， sin x ， cos x线性表示。另外 

( ) ( )
1 0

1  sin cos   sin cos 1 sin  cos 0
0

c
a x b x c a x b x c x x a b

b a

 
  ′+ + + + = −      
 

， 

且 2 2

1 0
0 0
0

c
a b a b
b a

− = + ≠ ，根据向量组的线性相关性理论[13]知，向量组 1，sin x ，cos x与向量组 1， 

sin cosa x b x c+ + ，( )sin cosa x b x c ′+ + 有相同的相关性，即 1， sin cosa x b x c+ + ，( )sin cosa x b x c ′+ + 线

性无关。故对任意的 1 1 1sin cosa x b x c+ + ，一定存在常数 A，B，C，使得 

( ) ( )1 1 1sin cos sin cos sin cosa x b x c A B a x b x c C a x b x c ′+ + = + + + + + + ， 

即 ( ) ( )1 1 1sin cos sin cosa x b x c aB bC x bB aC x A Bc+ + = − + + + + ，解得 

( ) ( )1 1 1 1
2 2

a ac a c b bc b c
A

a b
− + −

=
+

， 1 1
2 2

aa bbB
a b

+
=

+
， 1 1

2 2
ab a bC
a b

−
=

+
。 

从而 
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( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

sin cossin ,cos d d
sin cos

sin cos sin cos
d

sin cos

d ln sin cos
sin cos

a x b x cR x x x x
a x b x c

A B a x b x c C a x b x c
x

a x b x c
A x Bx C a x b x c

a x b x c

+ +
=

+ +
′+ + + + + +

=
+ +

= + + + +
+ +

∫ ∫

∫

∫

 

对于 d
sin cos

A x
a x b x c+ +∫ ，利用万能公式求解即可(令 tan

2
xt = )。 

注 (1) 文献[8] [9] [10]也探究了以 ( ) 1 1 1sin cossin ,cos
sin cos

a x b x cR x x
a x b x c

+ +
=

+ +
为被积函数的不定积分，[8]主

要利用待定系数法求解，并将其推广到
2 2

1 1 1sin 2 sin cos cos d
sin cos

a x b x x c x x
a x b x
+ +

+∫ 和

( )
( )d , 3

sin cos n
x n Z n

a x b x
+∈ ≥

+
∫ 类型的积分；[9]将该方法推广到两类非三角函数有理式的不定积分；[10]

则利用待定系数法与矩阵法求解。 

(2) 若 1 0c c= = ，此时 ( ) 1 1sin cossin ,cos
sin cos

a x b xR x x
a x b x

+
=

+
，则还可使用联合积分法计算。关于联合积分

法，也有学者[2] [3] [4] [5] [10] [11]进行了探讨和研究。记 

1 1sin cos d
sin cos

a x b xI x
a x b x

+
=

+∫ ，
sin d

sin cos
xH x

a x b x
=

+∫ ，
cos d

sin cos
xJ x

a x b x
=

+∫ ， 

则 1 1I a H b J= + 。观察得到 

( )
1

2

d

sin cos
d ln sin cos

sin cos

aH bJ x x C

a x b x
bH aJ x a x b x C

a x b x

 + = = +

 ′+− + = = + +
 +

∫

∫
， 

解方程求出 ,H J ，从而可求得 I 。 

例 7 计算
sin cos d

sin 2cos
x xI x

x x
+

=
+∫ 。 

解 方法 1 根据上述分析，记 ( ) sin cossin ,cos
sin 2cos

x xR x x
x x
+

=
+

，即 1a = ， 2b = ， 0c = ， 1 1a = ， 1 1b = ，

1 0c = ，代入计算得 0A = ，
3
5

B = ，
1
5

C = − 。故 

1
sin cos 3 1d ln sin 2cos

sin 2cos 5 5
x xI x x x x C

x x
+

= = − + +
+∫ 。 

方法 2 联合积分法，记 

sin cos d
sin 2cos

x xI x
x x
+

=
+∫ ，

sin d
sin 2cos

xH x
x x

=
+∫ ，

cos d
sin 2cos

xJ x
x x

=
+∫ ， 

则 I H J= + 。观察得到 

( )
2

2

2 d

sin 2cos
2 d ln sin 2cos

sin 2cos

H J x x C

x x
H J x x x C

x x

 + = = +

 ′+− + = = + +
 +

∫

∫
， 
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解方程求出 ,H J ，从而可求得 1
3 1 ln sin 2cos
5 5

I x x x C= − + + 。 

在计算具有特殊结构的三角函数有理式不定积分时，不能墨守常规，一味地套用上述方法；一方面

要善于观察被积函数的形式，不同类型的函数在求不定积分时具有不同的计算难度。另一方面要注意积

分技巧的应用，是否能够灵活运用积分技巧也会影响计算的难度。此外还要兼顾积分的特殊性质和积分

问题的整体复杂性，一些具有特殊性质的积分问题可能是一个较长的、多步骤的计算过程，需要进行多

次代换、分解或应用不同的积分技巧。总之三角函数有理式不定积分的计算是一个具有一定难度和技巧

性的过程，在实际操作中可能会遇到复杂的情况和特殊的技巧。因此在进行计算时，建议充分掌握相关

的数学知识和技巧，进行练习和思考，在求解过程中领会解题的思想方法。 

4. 结束语 

针对这些特殊结构的三角函数有理式的不定积分，本文按照由浅入深、由具体到抽象、由现象到本

质的思路，从被积函数的结构特征入手，将变量代换的来源和本质逐步地呈现出来。 
事实上不定积分的计算题型多，技巧性强，难度大，并且不存在对一切情况都适用的固定方法。文

章仅针对一些特殊结构的题目给出了一般性的处理方法，但在实际的计算中，不要局限于这些一般性的

方法，要针对具体的题型结构，掌握各种方法的实质，基于结构特点，灵活使用各种技巧，尽量选择简

单的特殊的方法，只有这样才能收到事半功倍的效果。 
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