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摘  要 

为了验证多尺度算法对沥青混合料的弹性力学刚度参数的有效性问题，本文分析了多尺度算法及沥青混

合料细观模型特性，提出了多尺度算法运用于随机复合材料的理论方法及表征。统计含不同粒径集料沥

青混合料细观骨料分布特性，依据骨料分布特性规律在尺度区域内随机生成细观骨料，选取各类沥青混

合料计算尺度区域，依据骨料随机分布特性在尺度区域内生成细观尺度模型。运用多尺度算法预测沥青

混合料疲劳过程刚度参数，提出了计算沥青混合料疲劳损伤过程刚度参数的多尺度算法流程。结论是多

尺度算法用于沥青混合料的刚度参数是有效的，该算法可以为类似的实际工程提供一定的参考意义。 
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Abstract 
In order to verify the effectiveness of multi-scale algorithm on the elastic stiffness parameters of 
asphalt mixture, this paper analyzes the characteristics of multi-scale algorithm and the fine mod-
el of asphalt mixture, and proposes the theoretical method and characterization of multi-scale al-
gorithm for random composite materials. The distribution characteristics of fine aggregate of as-
phalt mixture with different particle sizes are counted, the fine aggregate is randomly generated 
in the scale area according to the distribution characteristics of aggregate, and the scale area of 
various kinds of asphalt mixture is selected to calculate the scale, and the fine scale model is gen-
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erated in the scale area according to the random distribution characteristics of aggregate. A mul-
ti-scale algorithm is used to predict the stiffness parameters of the fatigue process of asphalt mix-
ture. The conclusion is that the multi-scale algorithm is effective for the stiffness parameter of as-
phalt mixture, and this algorithm can provide some reference significance for similar practical en-
gineering. 
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1. 引言 

沥青作为一种复合材料，近年来普遍应用于道路工程中，沥青路面优越的使用性能提高了道路运输

效率并且带来良好经济效益。但是在使用过程中沥青路面病害亦随之发生，车辆重复荷载作用使沥青混

合料内部出现损伤导致材料使用性能降低，影响了道路使用效率，这些问题引起众多专家学者和技术人

员高度重视。因此运用多尺度算法预测疲劳损伤过程沥青混合料弹性力学刚度参数，从而丰富沥青混合

料疲劳损伤过程力学参数研究成果。 
多尺度算法近年来已经在岩土、航空等多个领域得到广泛应用，在解决粘弹性复合材料损伤行为方

面取得了很好的效果。多尺度分析方法的主要优点是：在解决细观力学问题时可以见到小尺度物理现象，

可以进一步了解局部细观尺度的材料特性。另一个优点是：一旦确定了材料组成成分的单个材料性能，

则材料组成成分分布和每个体积单元及由此产生的合成材料有效性就可以通过计算来确定，从而不必进

行大量的室内试验。借助多尺度算法理论编制程序预测沥青混合料刚度参数的研究是本文的创新点，因

此本文着重于以多尺度算法预测沥青混合料疲劳损伤过程的刚度参数特性，这对于丰富沥青混合料在使

用过程中材料性能参数的研究成果具有重要意义。 
随着计算机技术和材料学科进步，材料性能预测及仿真力学模拟技术不断出现，学术界已有学者运

用多尺度方法对非均质材料进行研究，另外还有学者通过研究复合材料力学问题提出基于尺度计算模型

或仿真计算方法[1]-[13]。总结已有研究经验，本文运用多尺度算法预测随机复合材料沥青混合料弹性力

学性能(弹性模量 E 及泊松比 μ)。首先通过 CT 扫描技术获取 AC-13C 及含各不同粒径集料沥青混合料细

观图像，统计不同粒径骨料随机分布并随机生成骨料分布状态；第二根据统计的随机骨料分布状态在

Abaqus 有限元软件内建立符合各类沥青混合料骨料特性的二维细观模型；然后对不同粒径集料及基体材

料赋予参数；接着运用多尺度算法理论通过算法程序计算各种尺度区域的沥青混合料模型；最后得出沥

青混合料均匀化后的刚度参数 E、μ并分析刚度参数变化规律。本文主要针对沥青混合料骨料随机分布统

计、沥青混合料细观模型建立及多尺度算法流程进行研究。 

2. 具有预测随机复合材料力学参数的多尺度算法 

在细观状态下研究沥青混合料疲劳损伤刚度特性，通过设计含不同粒径集料沥青混合料以劈裂回弹

模量测试方法测定疲劳损伤过程沥青混合料的刚度参数。同时运用多尺度算法把离散的材料模型通过数

学均匀化函数将不同类型材料均匀化成为一个整体刚度参数。细观状态沥青混合料是由多种不同级配集

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1210430
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


彭姝婉，李佩洪 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1210430 4367 应用数学进展 
 

料和沥青胶结料组成，二者材料属性不同；同时集料粒径大小差异较大，为准确计算细观状态沥青混合

料刚度参数，需要建立含小粒径尺寸集料的尺度模型到完全能包括所有粒径集料的尺度模型，逐步均匀

化含不同粒径集料沥青混合料模型样本预测疲劳过程各类沥青混合料的刚度参数结果。 
为预测随机复合材料的力学参数，本文提出一种多尺度计算方法，基于数学推导形式提出了双尺度

表示方法和基于双尺度分析的多尺度计算方法用于预测多种级配颗粒复合材料的力学参数。 

2.1. 随机分布复合材料力学参数的双尺度表示 

利用双尺度方法求解沥青混合料的等效弹性力学参数时，本文做出三个假设： 
1) 如果等效力学参数 ( )ˆijhka ω 是一个有界随机变量，它的期望值 ( )ˆijhkEa ω 存在。 
2) ( ) ( )1

ijhka Cε ω ∈ Ω ，并且 ( ) ( )f x C∞= Ω 如果仅仅是 ( ) ( )2,ijhka x Lε ω ∈ Ω ，可以构造一个光滑算子

( ) ( ) ( )1: , ,ijhk ijhka x a x Cε εδ ω δ ω→ ∈ Ω 满足 ( ) ( ), , 0ijhk ijhka aε εδ ω ω− →  当 0δ → 。 

3) ( )( )ˆ ,ijhk n n
a xε ω

×
是对称和正定矩阵，存在两个正数不依赖ω 的正数 1c 和 2c 满足 

( )1 2,   ih ih ijhk ij hk ih ihc a x c xεη η ω η η η η≤ ≤ ∀ ∈Ω；Ω表示同一尺度颗粒分布的统计区域如图 3.25；其中{ }ihη 是

对称矩阵。同时假定区域Ω 同上，是具有同尺度颗粒随机分布的沥青混合料区域Ω ，即 

( )( , )s
s

t Z
U Q t

ω
ε

∈
Ω = + 。为了获取具有随机分布骨料沥青混合料的等效力学参数，考虑如下弹性问题。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,1,     
2

,       

h k
ijhk i

j k h

u x u x
a x f x x

x x x

u x u x x

ε ε
ε

ε

ε ε
ε

ω

   ∂ ∂∂ + = ∈Ω    ∂ ∂ ∂    


= ∈∂Ω

                  (1.1) 

其中 , , , 1,2, ,i j h k n=  。由 Korn’s 不等式和 Lax-Milgram 定理，方程式 1.1 有一个唯一解 ( ),u xε ω 。 
对于具有颗粒随机分布的沥青混合料，工程师常采用等效力学参数 ˆijhka 去分析复合材料的力学行为。

在后文中将用构造的方法在每一个单胞 sQε  ( sQε 表示同样尺度颗粒的统计窗，建立双尺度公式去计算等

效力学参数 ˆijhka  (期望均匀化系数)。 
先假设此处存在一组力学参数{ }ˆijhka 在整个沥青混合料区域Ω中满足集料粒径条件，而且向量值函

数 ( )0u x 是如下问题的解。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

1ˆ     
2

,     

h k
ijhk i

j k k

u x u x
a f x x

x x x

u x u x xω

  ∂ ∂∂
+ = = Ω    ∂ ∂ ∂  


= = ∂Ω

                        (1.2) 

此处 ( )0u x 将被称为在Ω 上的期望均匀化解，{ }ˆijhka  ( , , , 1, ,i j h k n=  )是Ω 内的期望均匀化系数。

基于 Korn’s 不等式和 Lax-Milgram 定理，通过假设(2)，存在一个唯一解 ( )0u x 。如果区域Ω 属于 ( )2,C β Ω

( 0β > )并且边界是分片光滑和 ( ) ( )2,
if x C β= Ω  ( 1, ,i n=  )，则向量值函数 ( ) ( )0 4u x H∈ Ω 。 

由假设(3)，根据 Korn’s 不等式和 Lax-Milgram 定理，对每一个确定的结构Ω。方程式 3.5 有唯一解

( ),u xε ω 。从弹性方程式 1.1 可知，位移 ( ),u xε ω 和应力依赖于整体结构Ω和在每一个单胞体 sQε 的微观

分布，所以位移可以表示为 ( ) ( ), , ,u x u xε εω ξ ω= ，x 表示整体结构的性能和行为，ξ 表示 sQ 中的局部坐

标以及随机骨料的影响。为获取随机颗粒分布沥青混合料力学性能参数的双尺度格式，假定 ( ),u xε ω 有

如下展式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2

0 2
0 2 3

1 1 2 12, , , , ,s s

x x x

u x u x
u x u x N N P x

α α α

ε
α α αω ε ξ ω ε ξ ω ε ξ ω

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
           (1.3) 
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其中 x∈Ω， sQξ = ， sx x Qξ
ε ε

 = − ∈  
；此处 ( )1 , sNα ξ ω 和 ( )1 2 , sNα α ξ ω 是函数矩阵，分别表示下式。 
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

及 ( )
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11 1
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1

, ,

,

, ,

s s
n

s

s s
n nn

N N

N

N N

α α α α

α α

α α α α

ξ ω ξ ω

ξ ω

ξ ω ξ ω

 
 
 =
 
 
 



  



(1.4) 

从式 1.4 可得下式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2

0 2 0
0 2 3

1, 2 12, , , , ,m ms s
h h km h

x x x

u x u x
u x u x N N P x

α α α

ε
α α αω ε ξ ω ε ξ ω ε ξ ω

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
        (1.5) 

其中 1 2, , , 1,2, ,h m nα α =  。 

由于
xξ
ε

= ，考虑到下式。 

( ) ( ) ( ), , , , ,1
s s s

i i i

j j j

u x u x u x

x x

ε ω ξ ω ξ ω

ε ξ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
                        (1.6) 

可得到下式。 
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 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )
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1

1 2 1 2
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2 0
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∂
+
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     (1.7) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,1, , ,
2

h ks
ijhk

k h

P x P x
T x a

x x
ξ ω ξ ω

ξ ω ε ω
 ∂ ∂

= +  ∂ ∂ 
 

从式 1.1 和 1.7 可得下列方程。 
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其中 ( ) ( )3 3 , ,
, ,

j

T x
V x

x
ξ ω

ε ξ ω ε
∂

=
∂

。 

式 1.8 对于任意 0ε > 成立，比较方程两边 ( )1,0,1,l lε = −  的系数，可得以下方程。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

0 0

0

, 1
2

, ,1, 0
2

s
ijhk h k

j k h

s s
hm km ms

ijhk
j k h

a u x u x
x x

N N u x
a

x
α α

α

ξ ω

ξ

ξ ω ξ ω
ξ ω

ξ ξ ξ

∂  ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂∂   + + =
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

              (1.9) 

利用{ }ijhkaε 对称性，由式 1.9 可得下式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
1

0, ,1, , 0
2

s s
hm km ms s

ijm ijmk
j k h

N N u x
a a

x
α α

α
α

ξ ω ξ ω
ξ ω ξ ω

ξ ξ ξ

  ∂ ∂ ∂∂   + + + =
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

        (1.10) 

对于沥青混合料复合材料在每个单胞上相互独立有下列方程。 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, , ,1,

2

s s s
hm km ijms

ijhk
j k h j

N N a
a α α αξ ω ξ ω ξ ω

ξ ω
ξ ξ ξ ξ

  ∂ ∂ ∂∂   + = −
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

             (1.11) 

其中 1 1, ,m nα = , 。令 ( ) ( ) ( )( )1 1 1

T

1, , , , ,s s s
m m nmN N Nα α αξ ω ξ ω ξ ω=  。 

为在 sQ 唯一定义 ( )1
, s

mNα ξ ω ，因此指定边界条件。 

( ), 0,    s
mN Qα ξ ω ξ= = ∂                                 (1.12) 

这样对任意 sω 在每个 sQ 得到如下边值问题 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

1

, , ,1,    
2

, 0    

s s s
hm km ijms s

ijhk
j k h j

s s
m

N N a
a Q

N Q

α α α

α

ξ ω ξ ω ξ ω
ξ ω ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ω ξ

   ∂ ∂ ∂∂   + = − ∈   ∂ ∂ ∂ ∂   
 = ∈∂

        (1.13) 

基于 Lax-Milgram 定理、Korn’s 不等式和假设 3，式 1.13 存在唯一解。方程 1.8 右边独立于 ε，则方

程 1.8 左边 0ε 的系数等于 ( )if x 有下式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1 1

1

1 1
1 1

1 2

0 0 2 0

2 0 2 0

, ,1 1, ,
2 2

1 1, , , ,
2 2

1,
2

s s
hm kmh k ms s

ijhk ijhk
j k h k h j

m ms s s s s s
ijhk hm ijhk km

j k j h

s
ijhk

j

N Nu x u x u x
a a

x x x x x

u x u x
a N a N

x x x x

N
a

x

α α

α

α α
α α

α α

ξ ω ξ ω
ε ω ε ω

ξ ξ

ε ω ε ω ε ω ε ω
ξ ξ

ε ω

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂  + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
+
∂

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

2 0, ,s s
hm km m

i
k h

N u x
f x

x x
α α

α α

ξ ω ξ ω

ξ ξ

  ∂ ∂  + =
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

   (1.14) 

考虑到均匀化方程 1.2，式 1.14 可重写为下式。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1 1

1

1 1 2
1 1

0 0

2 0

2 0 2 0

1,
2

, ,1,
2

1 1, , , ,
2 2

1,
2

k h

h ks
ijhk

j k h

s s
hm km ms

ijhk
k h j

m ms s s s s s
ijhk hm ijhk km

j x j x

s
ijhk

j

u x u x
a

x x x

N N u x
a

x x

u x u x
a N a N

x x x x

a

α α

α

α α α
α α

ε ω

ξ ω ξ ω
ε ω

ξ ξ

ε ω ε ω ε ω ε ω
ξ ξ

ε ω
ξ

 ∂ ∂∂
+  ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ + + −
 ∂ ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
+
∂

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

2 0

0 0 0 0

, ,

1 1ˆ ˆ
2 2

s s
hm km m

k h

h k k h
ijhk ijhk i

j k h j h k

N N u x
x x

u x u x u x u x
a a f x

x x x x x x

α α α α

α α

ξ ω ξ ω

ξ ξ

  ∂ ∂  +
  ∂ ∂ ∂ ∂

  

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

      (1.15) 

由式 1.15 的 ( )( ), s
ijhk

n n
a ε ω

×
对称性可得下式。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1

2 1 2 1 2 2 1
1 2

2 0

0 0

, ,1,
2

,
ˆ , , , ,

1ˆ
2

s s
hm kms

ijhk
j k h

s
hm ms s s s s

i m i m i hk ijh hm
k j

h k
ijhk i

j k h

N N
a

N u x
a a a a N

x x

u x u x
a f x

x x

α α α α

α
α α α α α α α

α α

ξ ω ξ ω
ε ω

ξ ξ ξ

ε ω
ε ω ε ω ε ω ε ω

ξ ξ

ξ

   ∂ ∂∂   +   ∂ ∂ ∂   

∂ ∂∂ − + + + ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂∂
+ + =  ∂ ∂ ∂ 

  (1.16) 

考虑到式 1.1 可得下式。 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2

1

2 1 2 1 2

2 1
1 2

2 0

, ,1,
2

,
ˆ , ,

, , 0

s s
hm kms

ijhk
j k h

s
hms s

i m i m i hk
k

ms s s
ijh hm

j

N N
a

N
a a a

u x
a N

x x

α α α α

α
α α α α α

α α
α α

ξ ω ξ ω
ε ω

ξ ξ ξ

ε ω
ε ω ε ω

ξ

ε ω ε ω
ξ

  ∂ ∂ ∂   +   ∂ ∂ ∂   

∂
− + +

∂

 ∂∂ + =∂ ∂ ∂

                  (1.17) 

既然
( )

1 2

2 0
mu x

x xα α

∂
∂ ∂

( 1 2 1, ,m nα α = , , )不总是等于 0，并且在每个单胞材料参数彼此独立，有下式成立。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2 1 2

1

1

2 1 2 1 2 2 1

1 2

, ,1,
2

,
ˆ , , , ,

, 0   

s s
hm kms

ijh
j k h

s
hms s s s s

i m i m i hk ijh hm
k j

s s
hm

N N
a

N
a a a a N

N Q

α α α α
α

α
α α α α α α α

α α

ξ ω ξ ω
ε ω

ξ ξ ξ

ε ω
ε ω ε ω ε ω ε ω

ξ ξ

ε ω ξ

   ∂ ∂∂   +
   ∂ ∂ ∂

  
 ∂ ∂= − − − ∂ ∂
 = ∈∂




       (1.18) 

为定义在 sQ 的 ( )1 2
, s

hmNα α ε ω ，指定下式。 

( )1 2
, 0s

hmNα α ε ω =                                       (1.19) 

对任意 sω 在单胞 sQ 可获得下面问题。 
虽然在 sQ 和 tQ ( s t≠ )属于同一概率分布但彼此独立，对于样本 sω ，则 ( ), s

ijhka ξ ω ， ( )1
, s

mNα ξ ω ，

( )1 2
, s

mNα α ξ ω 不同于 ( ), t
ijhka ξ ω ， ( )1

, t
mNα ξ ω ， ( )1 2

, t
mNα α ξ ω 同时，亦容易得出 ( ), s

ijhka ξ ω ， ( )1
, s

mNα ξ ω ，

( )1 2
, s

mNα α ξ ω 是可测的随机变量。 
方程 1.19 表示每一个单胞 sQε 的材料特性，两边积分的期望值为 0，从而假设上述方程右边的积分

期望值为 0，有下面方程。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1

1

2 2 1

ˆ , d , d

,
, d , , d 0

s s

s s

s s
ia m i m

Q Q

s
hms s s

i hk ijh hm
k hQ Q

E a a

N
a a N

α α α

α
α α α

ξ ω ξ ξ ω ξ

ξ ω
ξ ω ξ ξ ω ξ ω ξ

ξ ξ


 −


∂ ∂ − − =
∂ ∂ 

∫ ∫

∫ ∫

          (1.20) 

考虑方程 1.13 固定边界则有下面方程。 

( ) ( )( )2 1
, , d 0

s

s s
ijh hm

jQ

a Nα αξ ω ξ ω ξ
ξ
∂

=
∂∫                          (1.21) 

令： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,1 1ˆ , , d
2s

hpk hqks s s
ijhk ijhk ijpqs

q pQ

N N
a a a

Q
ξ ω ξ ω

ω ξ ω ξ ω ξ
ξ ξ

 ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ 

∫         (1.22) 

如果 ( )ˆ s
ijhka ω 的期望值存在，通过 Kolmogorov 强大数定理，可以用以下式子评估期望均匀化参数。 
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( ) ( )1
ˆ

ˆ =
M s

ijhks
ijhk

a
a M

M

ω
= →∞

∑
                           (1.23) 

下面将证明 ( )ˆ s
ijhka ω 的期望值存在以及期望均匀化矩阵{ }ˆijhka 的对称正定性。要证明 ( )ˆ s

ijhka ω 期望值

存在，由假设(1)，只需证明 ( )ˆ s
ijhka ω 有界。 

证明：由假设(3)， ( ) 1, s
ijhka Mξ ω < 。由式 3.17，此方程有独立解 ( ) ( )1

1 , s sN H Qα ξ ω ∈ 满足下式 1.24。 

( ) ( )11 1 1
( ) ( )

, ,
s s

s s
hm ijm

H Q L Q
N C a CMα αξ ω ξ ω

∞
< <                     (1.24) 

其中 C 和 M1是独立于 ξ和 ωs 的常数。 
通过式 1.13 和式 1.24 可以得到下式 1.25。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

11
( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1 3

1 1ˆ , , d
2

1 , , ,

1 1

s

s s s

hpk hqks s s
ijhk ijhk ijpqs Q

q p

s s s
ijhk ijhk hms L Q L Q H Q

s
s

N N
a a a

mesQ

a a N
mesQ

M M CM mesQ C M M
mesQ

α

ω ξ ω ξ ω ξ
ξ ξ

ξ ω ξ ω ξ ω
∞ ∞

  ∂ ∂
 = + +   ∂ ∂  

 < + 
 

≤ + × = + =

∫

        (1.25) 

其中 ( )3 11M C M= + 和 3M 是独立于ξ 和 sω 的常数。因此，由假设(1)此处存在期望值 ( )ˆ s
ijhkEa ω 。接着证

明矩阵{ }ˆijhka 对称正定。 
证明：类比周期的思想，容易证明 ( )( )ˆ s

ijhk
n n

a ω
×
是对称正定的，即有下式 1.26。 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆs s s
ijhk jikh ijkha a aω ω ω= = 和 ( )1 2ˆ s

ih ih ijhk ij hk ih ihc a cη η ω η η η η≤ ≤               (1.26) 

由于 ( )s
ijhka ω 的期望值存在，可以得到下式 1.27。 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆs s s
ijhk jikh ijkhEa Ea Eaω ω ω= = 和 ( )1 2ˆ s

ih ih ijhk ij hk ih ihc Ea cη η ω η η η η≤ ≤            (1.27) 

因此期望均匀化力学参数和期望均匀化方程存在，而且{ }ˆijhk n n
a

×
是对称正定的，满足前面假设。 

以上是根据已有研究成果所得的部分推导，可得到如下定理。 
定理：随机分布复合材料的弹性力学问题的位移解有下面形式得双尺度展开式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2

0 2
0 2 3

1 1 2 12, , , , ,
x x x

u x u x
u x u x N N P x

α α α

ε
α α αω ε ξ ω ε ξ ω ε ξ ω

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
          (1.28) 

其中 ( )0u x 是式 1.2 期望均匀化解。 ( )
1

,Nα ξ ω 和 ( )
1 2

,Nα α ξ ω 分别是式 1.13 和式 1.19 的解。 

2.2. 基于双尺度分析的多尺度算法 

按照具有多种尺度颗粒的沥青混合料把集料(1.18~2.36 mm、2.36~4.75 mm、4.75~9.5 mm、9.5~13.2 
mm、13.2~16 mm)分成多个尺度，然后确定每类集料所适合的尺度模型，从小粒径集料逐级均匀化至大

粒径集料，用双尺度方法递推地计算最终的期望均匀化参数。现在给出计算复合材料力学性能参数双尺

度方法流程。 
1) 首先假设基体材料的力学参数为{ }ijhka ，颗粒增强材料的力学参数为{ }ijhka′ 。计算第 m 尺度下的

期望均质化参数 ( )ˆ m
ijhka ε 。 
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(a) 基于 m 尺度颗粒的统计规律， sω∀ 具有颗粒的样本被生成，它的力学性能参数 , s
ijhk m

xa ω
ε

 
 
 

，

( )m s mQε ε∀ 可以被定义式 1.29。 

ˆ   
,

   

m s
ijhks

ijhk m m s
ijhk

a x Qxa
a x Q

ε
ω

ε ε

 =  =  
  ′ =



                            (1.29) 

其中有 ˆm s m s m sQ Q Qε ε ε∪ = 和 ˆm s m sQ Qε ε φ∩ = ， ˆm sQε 是 m sQε 中的基体， m sQε  是 m sQε 中的颗粒增强材

料。 

(b) 从材料系数 , s
ijhk m

xa ω
ε

 
 
 

通过有限元方法解方程得到 1 , s
m m

xNα ω
ε

 
 
 

，然后通过下式 3.34。 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1 1

11 1

1

,     ,

,                             

,     ,

s s
n

s

s s
n nn

N N

N

N N

α α

α

α α

ξ ω ξ ω

ξ ω

ξ ω ξ ω

 
 
 =
 
 
 



  



                        (1.30) 

( )1
, sNα ξ ω 是函数矩阵；可以得到此样本均匀化系数 ˆ , s

ijhk m
xa ω
ε

 
 
 

。 

(c) 对 sω ， 1 2 , mMs = , , ，(a)和(b)重复 mM ，可以得到 mM 个均匀化系数 ˆ , s
ijhk m

xa ω
ε

 
 
 

  

( 1 2 , mMs = , , )，这样就可以计算具有颗粒尺度小于 mε 的材料期望均匀化系数 ( )ˆ m
ijhka ε 。 

( )
1

ˆ ,
ˆ

mM s
ijhk ms

m
ijhk m

xa
a

M

ω
εε

=

 
 
 =

∑
                               (1.31) 

2) 如果 1 2 ,1m mγ = − − , , ，可以按递归方法求出每个尺度的均匀化系数 ( )ˆijhka γε 。 
(a) 同上基于第 γ尺度颗粒分布特征的统计规律得到颗粒各种参数的分布形式，然后用计算机模拟得

到它的样本 sω ，从而可以得到材料力学性能参数，它们是随机函数 , s
ijhk

xa γ ω
ε

 
 
 

的一个样本。 

( )+1 ˆˆ    
,

             

s
ijhks

ijhk s
ijhk

a x Qxa
a x Q

γ γ

γ γ

ε ε
ω

ε ε

 =  =  
  ′ =



                          (1.32) 

其中有 ˆ s s sQ Q Qγ γ γε ε ε∪ = 和 ˆ s sQ Qγ γε ε φ∩ = ， ˆ sQγε 是单胞 sQγε 中的基体即在前一步(m 尺度下)计算的

期望均匀化参数； sQγε  是 sQγε 中的颗粒增强材料。 

(b) 从材料系数 , s
ijhk

xa γ ω
ε

 
 
 

通过有限元方法解方程得到 1 , s
m m

xNα ω
ε

 
 
 

，然后通过下式 3.37。 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1 1

11 1

1

,     ,

,                             

,     ,

s s
n

s

s s
n nn

N N

N

N N

α α

α

α α

ξ ω ξ ω

ξ ω
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( )1
, sNα ξ ω 是函数矩阵；可以得到此样本均匀化系数 ˆ , s

ijhk
xa γ ω
ε

 
 
 

。 

(c) 对 sω ， 1 2 , Ms γ= , , ，(a)和(b)重复 M γ ，可以得到 M γ 个均匀化系数 ˆ , s
ijhk

xa γ ω
ε

 
 
 

  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1210430


彭姝婉，李佩洪 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1210430 4374 应用数学进展 
 

( 1 2 , Ms γ= , , )，这样就可以计算具有颗粒尺度小于 γε 的材料期望均匀化系数 ( )ˆijhka γε 。 

( )
1

ˆ ,
ˆ

M s
ijhks

ijhk

xa
a

M

γ

γ
γ

γ

ω
εε

=

 
 
 =

∑
                            (1.34) 

3) 最后，均匀化系数 ( )1ˆ ˆijhk ijhka a ε= 是在Ω 上的期望均质化系数(等效力学性能参数)。其中本文所得

到的均匀化参数为弹性模量 E 及泊松比μ。 

3. 多尺度算法流程 

选取多种尺寸的尺度窗口计算各类沥青混合料的刚度参数，在研究初期尽可能多地选取不同尺度窗

口计算材料刚度参数以保证预测结果的准确性。1.18 mm 以下集料与沥青结合体称为沥青砂，1.18 mm 以

上集料则可建立其细观结构体现在模型中。 
本文探究 AC-13C 及 M9.5~13.2、M4.75~9.5、M2.36~4.75、M1.18~2.36沥青混合料多尺度建模方法；其重点内容

在于两个方面，第一各类沥青混合料集料随机分布；第二沥青混合料计算尺度的选取。对于各类沥青混

合料而言集料的粒径是确定的，AC-13C其公称最大粒径 13.2 mm，M9.5~13.2其公称最大粒径 9.5mm，M4.75~9.5

其公称最大粒径 4.75 mm，M2.36~4.75其公称最大粒径 2.36 mm，M1.18~2.36公称最大粒径为 1.18 mm；按照尺

度等级把各类沥青混合料分为五个尺度，然后确定每类粒径骨料在当前尺度下的分布，一级一级地均匀

化材料，用双尺度方法逐级地计算预测各类沥青混合料期望均质化参数。 
简要说明双尺度方法在计算机实现的流程： 
在 Abaqus 有限元软件建立正方形细观尺度模型； 
将模型划分为三角形单元，导出单元编号、节点坐标、边界节点等文本信息； 
编制 Matlab 程序导出材料文本信息； 
编制 C++程序用于均匀化尺度模型材料文本信息，得出双尺度均匀化参数 E、μ值。图 1 为多尺度算

法的计算机操作流程。 
 

 
Figure 1. Computer operation process of multi-scale algorithm 
图 1. 多尺度算法的计算机操作流程 
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4. 基于多尺度算法预测材料刚度参数方法 

4.1. 多尺度算法等效力学参数预测过程 

为获取含不同粒径集料沥青混合料刚度参数，需要逐级均匀化各类沥青混合料尺度模型以预测沥青

混合料力学参数，以下是多尺度算法的等效力学参数预测过程。 
Step 1：确定含不同粒径集料沥青混合料的尺度数目 m (m = 1, 2, 3, 4, 5)以及用于计算均匀化循环次

数 γ (γ = 1, 2, 3, 4, 5)，沥青混合料尺度数目等于均匀化循环次数； 
Step 2：统计各类沥青混合料骨料特性得出确定随机颗粒的概率分布以及相关尺寸，按照相应的随机

分布 , 1,2, ,F mγ γ =  ；并生成相应的随机数； 
Step 3：在选定尺度区域 SQγ 内，模拟第 m 尺度的随机颗粒； 
Step 4：输入粒径颗粒(某档集料)在区域 SQγ 中所有参数的概率分布，如径长、边形数、颗粒中心点分

布； 
Step 5：依据上述随机分布，在区域 SQγ 内生成随机颗粒，并满足颗粒之间彼此不接触； 
Step 6：根据图 1 双尺度均匀化流程在区域 SQγ 内建立模型及划分网格，导出网格内单元编号、节点

坐标、边界节点等信息； 

Step 7：当 mγ = ，在区域 SQγ 中，可以按照如下式 3.1 决定力学参数 , s
ijhk

xa γ ω
ε

 
 
 

； 

1

2

ˆ,   

,   
,
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s
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s
s ijhk
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l s
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a x Q

a x Qxa

a x Q
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ε

ε

 ∈

 ∈  =  

  
 ∈







                             (3.1) 

其中 ˆ s s s sQ Q Q Qγ∪ ∪ ∪ =




 和 ˆ s s sQ Q Q φ∩ ∩ ∩ =




 ， sQγε ⊂ Ω为模拟材料的区域， sQγε 为基体区域， sQε 

为复合材料的增强颗粒区域， sQε


为颗粒与基体交际带区域。 

Step 8：根据以下式 3.2； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0
, ,1 1ˆ , , d

2s

h hs s
hpk hqkh s s s

ijhk ijhk ijpqs Q
q p

N N
a a a

mesQ

ξ ω ξ ω
ω ξ ω ξ ω ξ

ξ ξ

  ∂ ∂  = + +
  ∂ ∂

  
∫       (3.2) 

计算第 γ 层尺寸样本的均匀化力学参数 ( )0ˆ ,h s
ijhka γε ω ，最后根据

( )0

0 1
ˆ

ˆ
M h s

ijhksh
ijhk

a
a

M

ω
==

∑
计算等效力学参

数 ( ){ }0ˆh
ijhka γε 。 

Step 9：令 ( )1ˆijhka γε + 等于 ( )0 1ˆh
ijhka γε + ，然后设 γ = γ + 1，如果 γ > 1，返回 Step 2 逐级计算 γ = 1，2，…

m 的等效力学参数。 

4.2. 基于多尺度算法预测沥青混合料刚度参数流程 

基于多尺度算法预测沥青混合料刚度参数需要建立符合沥青混合料骨料分布尺度模型，然后从小粒

径集料的尺度模型均匀化预测刚度参数 E、μ；将小粒径模型均匀化后的刚度参数 E、μ 代入至下一粒径

模型的基体内，经算法预测下一粒径的刚度参数；重复该方法逐层预测各类沥青混合料参数，图 2 是沥

青混合料刚度参数预测流程。 
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Figure 2. Prediction process for stiffness parameters of asphalt mixture 
图 2. 沥青混合料刚度参数预测流程 

 
应用多尺度算法逐步预测含 1.18~2.36 mm 集料 M1.18~2.36沥青混合料、含 2.36~4.75 mm 集料 M2.36~4.75

沥青混合料、含 4.75~9.5 mm 集料 M4.75~9.5沥青混合料、含 9.5~13.2 mm 集料 M9.5~13.2沥青混合料及 AC-13C
沥青混合料的刚度参数，并分析预测过程沥青混合料刚度参数预测结果是否满足有效性要求，根据已有

研究表明多尺度算法结果与试验值误差在 10%以内时计算结果能满足工程需要。 
AC-13C 经多尺度算法预测的刚度结果误差范围小于 1%，其刚度结果能符合回弹测试值的精度要求；

由 M9.5~13.2、M4.75~9.5、M2.36~4.75、M1.18~2.36 误差结果表明随骨料尺寸增大误差在不断减低，尺度计算结果与

劈裂回弹试验值更为吻合，证明了骨料对沥青混合料弹性模块影响程度较大，骨料掺入能提高沥青混合

料的弹性模量。 

5. 结论 

本文建立符合各类沥青混合料骨料特性的二维细观模型，接着提出多尺度算法理论及算法流程。 
获得的主要结论如下： 
1) 含不同粒径集料沥青混合料经多尺度算法预测的刚度参数结果在众多样本的计算后其结果趋于

收敛，经分析可知多尺度算法所得的弹性模量与劈裂回弹模量测试得到的模量参数误差在 5%以内能够满

足工程计算的需要。 
2) 由上文含不同粒径集料沥青混合料刚度参数预测结果显示，在经过均匀化后沥青混合料刚度参数

E、μ能够趋于收敛状态；同时对比多尺度算法预测结果与尺度计算结果能满足工程需要。 
3) 提出了复合材料力学参数的多尺度算法，推导出基于双尺度分析的多尺度算法的数学表征及其双

尺度计算流程。 
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