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摘  要 

引入忆阻器以及磁通项改进了三变量Hindmarsh-Rose模型，改进后的电磁场神经元模型用来描述考虑

电磁感应的神经元电活动的动力学行为，并且当外部电磁辐射作用到神经元上时，即加入噪声来研究神
经元的放电活动和随机响应时，检测到神经元中电活动的多种模式。结果表明，外界刺激振幅较大时更

容易产生簇放电模式。特别地，可以发现电活动模式可以交替出现。 
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Abstract 
The introduction of memristors and flux terms improves the three-variable Hindmarsh-Rose model, 
and the improved electromagnetic field neuron model is used to describe the dynamic behavior of 
the electrical activity of neurons considering electromagnetic induction, and when external elec-
tromagnetic radiation acts on the neurons, that is the noise is added to study the firing activity and 
random response of the neuron, multiple patterns of electrical activity in the neurons are detected. 
The results show that the discharge mode of bursting is more likely to occur when the external sti-
mulus amplitude is larger. Particularly, it can be found that multi-mode electrical activity can oc-
cur alternately. 
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1. 引言 

神经元和心肌细胞正常的电活动对人和动物来说很重要，当神经系统受到入侵和伤害时，大脑和心

脏的崩溃会导致严重的疾病甚至死亡[1]。神经元作为神经系统的基本功能单位，能感受刺激和传导兴奋。

神经元的电活动行为依赖于复杂的电生理活动，在不同的 Ca2+、Na+、k+离子浓度以及外界电磁辐射下，

神经元能表现出丰富的放电模式。近年来，大量学者[2] [3] [4] [5]已经研究了神经元的放电状态，例如，

Hindmarsh-Rose 神经元模型有效的表述神经元活动的主要特征，而且有更为可观的分岔参数；Lv 等人[6]
指出神经元中应考虑电磁感应的影响，因此在 HR 神经元模型中引入磁通量，用来描述神经元的记忆效

应，用忆阻器实现磁通量和膜电位之间的耦合。 
基于神经元模型，通过选取适当的噪声强度来刻画外界电磁辐射的强度，可以发生随机和相干共振

有趣的现象[7] [8] [9] [10]，外界刺激电流强度可以诱发有节律的放电模式。此外，可以将不同类型的噪

声引入到神经元模型中，例如文献[11]呈现的结果证实了 HR 模型存在噪声效应以及考虑离子通道效应。

除此之外，还有文献[12]中，利用 Levy 噪声，研究了相噪声驱使改进的生物神经元模型相关问题。本文

在 Hindmarsh-Rose 神经元模型中引入磁通，提出了一种新的模型，可以合理地讨论电磁感应和辐射对心

肌细胞或神经元的影响。在此基础上，对改进后的模型又引入了外加电磁辐射，研究了神经元在电活动

中的动力响应和模态跃迁。 

2. 模型描述及其平衡点稳定性分析 

加入磁通和外界电磁辐射的电磁场神经元模型描述如下： 

( )
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变量 , , , ,x y z qϕ 分别表示膜电位、恢复变量的慢电流、自适应电流、通过神经元的细胞膜的磁通和电

流通过忆阻的电荷量。 extI 表示神经元的外部交变刺激电流，其表达式描述为 sinextI A B tπ= 。 1 2 3, ,k k k 表

示反馈增益，忆阻器描述了电荷对磁通量的依赖性，其表示形式为： 

( ) ( ) 2d
d
q

W
ϕ

ϕ α βϕ
ϕ

= = +  

基于法拉第电磁感应定律， ( )1k W xϕ 定义为当磁通量改变时膜电位上的反馈电流，其表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1

d d d
d d d

q q
i W V k W x

t t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
′ = = = =  
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其中 ,α β 是确定的参数。同时神经元由于忆阻器的引入而具有记忆效应，与生物实验中的磁性蛋白作用

相对应，用来刻画外界刺激断开后反向电流产生的磁场。 

( )2k M q y 定义为当外界变化电流刺激时磁通量的变化， ( )M q 为荷控型忆阻器，其表达形式为： 

( ) 2M q m nq= +  

( )2k M q y 的物理意义可以描述为如下形式： 

( ) ( ) ( )2

d d d
d d d

q q qv k M q y
t q t

ϕ ϕ
= = =  

其中 ,m n 是确定的参数，此外，系统的参数 , , , , , ,a b c d s r e 也是确定的参数，其值为： 
1.0, 3.0, 1.0, 5.0, 0.006, 4.0, 0.2a b c d r s e= = = = = = = 。 ex 为膜电位感应磁通量的变化。 extφ 是外加磁场，

为简单起见，将其定义为类如 sinext C D tφ π= 的周期性外加电磁辐射。此外，可以用高斯白噪声来刻画外

部磁场的影响。 
对于电磁场神经元模型(1)的平衡点 ( )* * * * * *, , , ,s x y z qϕ 满足以下方程组： 
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将给定的参数代入方程组(2)可得该方程组的解为： 

1

1 2

0.024 0.16 1.6 1.181.6, 11.8, 0, ,
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= − = − = = ± = ± 。 

因此，系统的平衡点有如下四种情况： 
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取 1 2 3 ext ext0.05, 0.01, 0.02, =1, =0.3k k k I φ= = = ，得到系统的一个平衡点 

( )1 1.6, 11.8,0,24.7992,1.8640s − − ，系统(1)在该平衡点 1s 处所对应雅克比矩阵的特征值为： 

1 2 3

4 5

= 5.83943035, 2.29631563, 0.00787639,
0.00249555 0.00503661 , 0.00249555 0.00503661i i

λ λ λ
λ λ

− = = −

= + = −
 

由特征值的正负性可得平衡点 1s 是稳定的焦结点。类似的，令 0.6extI = ，可得系统的另一个平衡点

( )2 1.6, 11.8,0,19.1050,1.8640s − − ，系统(1)在该平衡点 2s 处所对应雅克比矩阵的特征值为： 

1 2 3

4 5

5.69415530, 2.40235573, 0.00141936,
0.00227962, 0.00334018

λ λ λ
λ λ
= − = =

= − = −
 

同理可得平衡点 2s 是鞍结点。在该系统中，平衡点的稳定性对应于神经元的放电模式，即在稳定的

平衡点处神经元处于静息态，在不稳定的平衡点处神经元处于非静息放电模式。 
下面讨论系统(1)的稳定性，经计算，系统(1)在平衡点 ( )* * * * * *, , , ,s x y z qϕ 处的雅克比矩阵为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1210408


于欢欢，路正玉 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1210408 4169 应用数学进展 
 

( )*

3

1 1 0
2 1 0 0 0

0 0 0
0 0

0 0 0 0

v w
dx

fJ x rs r
x

e u f
k

− 
 − − ∂  = = −

∂  
 
 
 

 

其中 ( ) ( )2
1 1 2 23 2 , 2 , , 2v ax ax k W w k x u k M q f k nyqϕ β ϕ= − + − = = = 。其相对应的特征方程为： 
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由 Routh-Hurwitz 判据可知 2 2
1 1 2 3 1 2 3 1 3 4 4 1 30, 0, 0a a a a a a a a a a a a a> − > + − − > 时，方程(3)的所以特征值

都有负实部，所以系统(1)在平衡点 ( )* * * * * *, , , ,s x y z qϕ 处是渐进稳定的。 

3. 数值仿真 

在数值仿真中，给定初值 ( ) ( ), , , , 0.5,0.3,0.1,0.15,0.1x y z qϕ = ，采用四阶 Runge-Kutta 方法，改进后的

模型具有更多的分岔参数。通过选取不同的参数值，神经元产生不同的放电模式。当选择合适的外部电

磁辐射强度时，给定反馈增益的值为 1 2 30.05, 0.01, 0.2k k k= = = ，电磁感应存在的情况下，通过增加跨膜

电流可以得到电活动的多种放电模式。此外，考虑了跨膜电流角频率的影响，结果如图 1 所示。 
 

 
(a)                     (b) 

 
(c)                     (d) 

Figure 1. Time series of neuronal membrane potential under different intensi-
ties of stimulation current, external magnetic field 0.3extφ = , external stimula-

tion current ( )sinextI A B tπ=  (a) A = 5, B = 0.004; (b) A = 5, B = 0.3; (c) A = 
5, B = 0.8; (d) A = 5, B = 10 
图1. 不同强度的刺激电流下神经元膜电位的时间序列，外界磁场 0.3extφ = ，

外界刺激电流 ( )sinextI A B tπ=  (a) A = 5，B = 0.004；(b) A = 5，B = 0.3；(c) 

A = 5，B = 0.8；(d) A = 5，B = 10 
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由图 1 可知，随着角频率的增加，神经元的电活动可以呈现出多种放电模式，甚至在膜电位的时间

序列中可以观察到混沌行为。广泛的数值结果表明通过设置改变角频率可以产生周期放电行为和尖峰放

电行为。此外，通过改变角频率，从膜电位的时间序列中计算出 ISIs，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Bifurcation diagram of peak to peak interval (ISI) in membrane po-
tential sequence with transmembrane current at 1 2 30.05, 0.01, 0.2k k k= = = , 
where ISI represents the peak to peak interval in membrane potential sequence 
图 2. 在 1 2 30.05, 0.01, 0.2k k k= = = 时膜电位序列中的峰峰间隔(ISI)随跨

膜电流变化的分岔图，ISI 表示膜电位中的尖峰间隔 

 
为了解电磁辐射的影响，采用周期性辐射来改变磁场分布和磁通量，因此外界电磁辐射描述为

( )sinext C B tφ π= ，其中 C 和 D 分别表示振幅和频率。模型的参数为 

1 2 30.005, 0.01, 0.02, 0.3, 0.001k k k C D= = = = = 时，可以通过选取不同的参数值来去除神经元的静息态，

此外，也可以通过外加周期信号来改变神经元的膜电位，其随时间变化的时间响应图如图 3 和图 4 所示。 
 

 
(a)                        (b) 

 
(c)                        (d) 

Figure 3. Time series of neuronal membrane potential under different intensities of stimula-
tion current, external magnetic field ( )sinext C D tφ π= , External stimulation current  

( )sinextI A B tπ=  B = 0.02, (a) A = 0.02; (b) A = 1.2; (c) A = 5; (d) A = 40 

图 3. 不同强度的刺激电流下神经元膜电位的时间序列，外界磁场 ( )sinext C D tφ π= ，外

界刺激电流 ( )sinextI A B tπ= 其中 B = 0.02，(a) A = 0.02；(b) A = 1.2；(c) A = 5；(d) A = 40 
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对比图 3 和图 4 可得当外界周期信号的振幅大而频率较小时，神经元出现簇放电行为，当外界刺激

电流的振幅较小时，神经元膜电位的时间序列主要由角频率决定，当外界刺激电流的振幅较大时更容易

产生簇放电模式。 
 

 
(a)                             (b) 

 
(c)                             (d) 

Figure 4. Time series of neuronal membrane potential under different intensities of sti-
mulation current, external magnetic field ( )sinext C D tφ π= , External stimulation cur-

rent ( )sinextI A B tπ=  A = 5, (a) B = 0; (b) B = 0.02; (c) B = 0.1; (d) B = 1 

图 4. 不同强度的刺激电流下神经元膜电位的时间序列，外界磁场 ( )sinext C D tφ π= ，

外界刺激电流 ( )sinextI A B tπ= 其中 A = 5，(a) B = 0；(b) B = 0.02；(c) B = 0.1；(d) B = 1 

 
由外界磁场的不确定性，因此可以在系统(1)中通过引入电流产生外界磁场，即用高斯白噪音描述外

界磁场的影响，其描述为 ( )( )4 ,1ext v awgn xφ = ⋅ 。在数值模拟中参数设置如下： 

1 2 30.001, 0.02, 0.0005, 6, 0.01k k k A B= = = = = 。实际上，选择适当的外界强度时，神经元可以产生类似簇

放电以尖峰放电的放电行为。以上结果证明改进后的模型可以对外界刺激产生多种响应模式。图 5 说明

了当神经元暴露在外界电磁辐射下时，神经元电活动可以由尖峰放电转化为多种放电行为。 
总之，改进后的电磁场神经元模型由于拥有更多的分岔参数并且考虑了电磁感应以及电磁辐射的影

响。电磁场神经元模型中用磁通来描述第四个变量，穿过细胞的磁通量是随外界磁场的变化而变化，因

此电磁场可以通过周期函数以及高斯白噪音来刻画。广泛的数值模拟结果表明，在外界磁场作用下，通

过调节参数可以观察到神经元的多种放电模式。 

4. 总结 

基于电磁感应定律，为了检测电磁辐射的影响，在三变量的 HR 模型的基础上引入磁通项，建立一

个新的神经元模型。由于更多参数的引入，使得神经元的动力学行为更加复杂和有趣。讨论了周期性电

磁辐射以及高斯白噪音下的神经元细胞不同模式的响应。结果表明当外界刺激振幅较大时更容易产生簇

放电模式，也证实了神经元对外界刺激电流有一定的自适应性。这个模型有助于我们理解在电磁辐射 
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(a)                                    (b) 

Figure 5. Time series of neuronal membrane potential under different intensities of electro-
magnetic radiation, external magnetic field ( )( )4 ,1ext v awgn xφ = ⋅ , External stimulation cur-

rent ( )sinextI A B tπ= , A = 6, B = 0.01 (a) v = 0.001; (b) A = 0.01 

图 5. 不同强度电磁辐射下神经元膜电位的时间序列，外界磁场 ( )( )4 ,1ext v awgn xφ = ⋅ ，外

界刺激电流 ( )sinextI A B tπ= 其中 A = 6，B = 0.01 (a) v = 0.001；(b) A = 0.01 

 
作用下神经元对电活动模式的选择和转换，也有助于对噪声和电磁辐射下神经网络集体行为的进一步研究。 
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