
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2023, 12(11), 4782-4788 
Published Online November 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211471   

文章引用: 李学强. 在相互无偏基下基于 Hellinger 距离的相干性[J]. 应用数学进展, 2023, 12(11): 4782-4788.  
DOI: 10.12677/aam.2023.1211471 

 
 

在相互无偏基下基于Hellinger距离的 
相干性 

李学强 

南昌航空大学数学与信息科学学院，江西 南昌 
 
收稿日期：2023年10月21日；录用日期：2023年11月14日；发布日期：2023年11月23日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了在相互无偏基下量子态的基于Hellinger距离的量子相干性，从中推导出在相互无偏基中对于

三维X态存在不同的标准正交基下有相同的基于Hellinger距离的量子相干性。之后我们提出Bell对角态

在三组“相互无偏的自张量基(autotensor of mutually unbiased basis (AMUB))”下的基于Hellinger
距离的量子相干性，并且这三个相干值可以对 ( )f x x x1 2 3, , 中的未知数相互置换从而分别表示出来。我

们还发现在四维Hilbert空间中的相互无偏基除AMUB外剩余两组基下Bell对角态的基于Hellinger距离

的量子相干性是相同的。 
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Abstract 
In this paper, we study the quantum coherence of quantum states based on Hellinger distance un-
der mutually unbiased bases. We derive that there is the same quantum coherence based on Hel-
linger distance under different standard orthogonal bases for the three-dimensional X state in 
mutually unbiased bases. We propose the quantum coherence of Bell diagonal states based on 
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Hellinger distance under three sets of “autotensor of mutually unbiased basis (AMUB)”, and 
these three coherence values can be permutated with each other to represent the unknowns in 
( )f x x x1 2 3, , . We also find that the quantum coherence of Bell-diagonal states based on Hellinger 

distance is the same under the two sets of mutually unbiased bases except AMUB in the four-di- 
mensional Hilbert space. 
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1. 引言 

由量子叠加产生的量子相干性是量子力学中最重要的特征之一，也是量子物理学和经典物理学的区

别之一。量子相干性在量子光学[1]、量子计量学[2]、量子信息处理[3]、纳米科学[4]等方面有着十分重要

的应用。随着对量子相干性的更加深入研究，Baumgratz 等人通过类比量子纠缠资源理论提出了量子相干

性的资源理论[5]，并且提出了能够刻画量子相干性的相干度量应该满足的约束条件。在此之后越来越多

满足这些约束条件的相干度量被提出，例如：迹距离相干度量[6]、Tsallis α相对熵相干度量[7]、相对熵

相干度量[5]、 1l 范数相干度量[5]、基于 Hellinger 距离相干度量[8]。利用这些相干度量能够更好的去研究

量子相干和量子关联的关系[9]等更多量子相干的性质。 
相互无偏基(Mutually unbiased bases)是 Hilbert 空间中十分特殊的一类基，它最初被发现于对量子态

的测量。作为确定量子态的最佳测量基[10]它在量子误差校正[11]、量子态层析成像[12]、量子纠缠检测

[13]等方面有着十分重要的作用。在 d 维量子系统中若 d 可以表示为一个素数幂则这个量子系统上最多可

以构造 1d + 组相互无偏基[10]，更多维数的最大相互无偏基的个数和构造方法仍然是众多学者研究的课

题。 
本文主要研究在三维和四维相互无偏基下对于特殊的三维 X 态和四维 Bell 对角态在基于 Hellinger

距离相干度量下的量子相干性，在此基础上讨论在不同的相互无偏基下相干性之间的关系。 

2. 三维相互无偏基下 X 态基于 Hellinger 距离的相干性 

在固定参考基下{ }k 下，量子态 ρ 的基于 Hellinger 距离的相干度量被定义为： 

( ) ( ) 2min , 2 1H HI k
C D k k

δ
ρ ρ δ ρ

∈
= = −

 
 
 

∑                        (1) 

其中 ( ) ( )2
, TrHD ρ δ ρ δ= − 是量子态 ρ 和δ 的 Hellinger 距离。 

若 { }{ }1

0

d
k k i

A i
−

=
= 是 d 维 Hilbert 空间 d� 上的一组相互无偏基当且仅当 

2 1 , , 0,1, , 1k li j i j d
d

= ∀ ∈ −�  

其中 , ,k l lki A j A k l∈ ∈ ≠ 。在 3� 中相互无偏基的最大数目是四组，分别为： 
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 
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 
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其中
2 1

3eω
π −

= 。 
接下来研究在三维空间 3� 中的相互无偏基 1 2 3 4, , ,β β β β 下 X 态基于 Hellinger 距离的相干性。三维 X

态可以用密度矩阵表示为 

0
0 1 0

0
X

x z
x y

z y
ρ

 
 = − − 
 
 

 

通过计算可以求得量子态 Xρ 的特征值如下 

2 2 2 2 2 2

31 2
2 4 2 4

,,
2

1
2

x y x xy y z x y x y y
y

x
x

z
λ λ λ

+ + − + + + − − +
−

+
= = =−  

其对应的特征向量分别是 
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2 41
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 
 
 
 =
    − + − + ++ −     
 
 
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当参考基为 1β 时可以得到 Xρ 基于 Hellinger 距离的相干性 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2

11 21 31

22 2 2 2 2 2 2 2

2 2

11 21

2

31

2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 4
2 2 .

2 4

2 1 X
H H

XH X
H

X

x y x xy y z x y x xy y z z x y z x y

C

x xy y z

β ρ β β β β β ρ βρ ρ 
= − + +

+ − − + + + + − + + + − − + + −
−

+




+




=
−

 (2) 

其中 1 1 1 2 2 2 3 3 3Xρ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+ += 。同样的可以求出当参考基为 2 3 4, ,β β β 时 Xρ 基于 

Hellinger 距离的相干性 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211471


李学强 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211471 4785 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )

( )

( ) )
( )

( )

32 4

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
2

2 2 2 2 2

12 2 2
3

2 2

2 2

6 2 2 2 2 4
2 4

2 1 2 2 2 2 4

2 1 2 2 2 2 4

2 4 4 4 2 8

H X H X H X

x y x xy y z
x xy y z

x

C C C

x xy y

y x y x xy y z

x y x y

z

x xy y z

x x x xy yy y z z

x z y x z y y z

ββ βρ ρ ρ= =

= − −
  + + − + + − + + 

+ − − + − − + +

+ − − + + − + +

+ + −

+ +

− + +

− + +





+ + + 


       (3) 

接下来我们令 

1 0 0 0
0 , 0
0 0 0 1

x y x z
x z z y
z y x y

ρ ρ∆ ∇

− −   
   = =   
   − −   

 

其中 , ,x y z 都是实数，通过以上方法可以得出 ( ) ( ) ( )1 1 1
H X H HC C Cβ β βρ ρ ρ∆ ∇= = ， 

( ) ( ) ( )2 2 2
H X H HC C Cβ β βρ ρ ρ∆ ∇= = ，并且在参考基 2 3 4, ,β β β 下态 ρ∆ 和态 ρ∇的基于 Hellinger 距离的相干性也 

都是相等的。 

3. 四维相互无偏基下 Bell 对角态基于 Hellinger 距离的相干性 

Bell 对角态在量子信息中扮演着重要的角色，尤其在量子相干性的估计上有极其重要的应用[14]。两

量子比特 X 态表示为 
3

1

1
4

X
i i i

i
I I I I cρ σ σ σ σ

=

 ⊗ += ⋅ ⊗ + ⊗ ⋅ +


⊗ 


∑r s                        (4) 

其中 iσ 为泡利矩阵 [ ]1,1 , 1,2,3i ic ∈ − = ， ,r s 为 Bloch 向量，若 = = 0r s 就可以得到两量子比特的 Bell 对 

角态， 
3

1 2 3 4
1

1
4 i i i

i

BD I I c ψ ψ ψρ σ σ µ µ ψ φµ φφφ µ+ + + + −−
=

− −
 ⊗ + = + + + 
 

= ⊗∑  

其中
00 11

2
ψ±

±
= ，

10 01
2

φ±
±

= 。在 4� 中最大相互无偏基的个数为五组，分别为： 
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在参考基 1γ 下 BDρ 基于 Hellinger 距离的相干性 
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其中 1 2 3 4
BD ψ ψ ψ ψ φ φρ µ µ µ φ µ φ+ + +− + −− −= + + + 。同理可得在参考基 2 3 4 5, , ,γ γ γ γ 下

BDρ 基于 Hellinger 距离的相干性 
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根据以上求得的结果还可以得到 BDρ 在 1 2 3 4 5, , , ,γ γ γ γ γ 下基于 Hellinger 距离的相干性的和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 51 2 4BD BD BD BD BD BD
H H H H H HC C C C C Cγ γγ γ γγ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= + + + + .              (7) 

在图 1 中我们绘制了 ( )D
H

BCγ ρ 关于变量 1 2 3, ,c c c 的三维图形，其中(a)： ( ) 0.1BD
HCγ ρ = ；(b)： 

( ) 0.2BD
HCγ ρ = ；(c)： ( ) 0.6BD

HCγ ρ = 。 
 

  

 

Figure 1. Surfaces of constant ( )BD
HCγ ρ  

图 1. ( )BD
HCγ ρ 等于不同常数的曲面图 
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设{ } { }0 , 1 , , 1k k k ke d= −� 是一组相互无偏基，若 

( ) ( ) 1 , , , , 0, , 1,k k l li j m n i j m n d
d

⊗ ⊗ = = −�  

其中 k l≠ ，则{ } { }, , 0,1, , 1k kka i j i j d= ⊗ = −� 被称为 autotensor of mutually unbiased basis (AMUB)。在

四维相互正交基 1 2 3 4 5, , , ,γ γ γ γ γ 中 1 2 3, ,γ γ γ 为 AMUB [15]。通过对 ( ) ( ) ( )31 2, ,BD BD B
H H

D
HC C Cγγ γρ ρ ρ 表达式的 

比较可以发现：设 

( )1 2 3 3 2 1 3 2 1 1 2 3 3 1 22 1 1, , 1 12f x x x x x x x x x x x xx x x= − + + − + + + − + + − + − − −  

则 ( ) ( )1
1 2 3, ,BD

HC f c c cγ ρ = ， ( ) ( )2
23 1, ,BD

HC f c c cγ ρ = ， ( ) ( )3
2 1 3, ,BD

HC f c c cγ ρ = 。 

4. 总结 

在本文中，我们研究了在相互无偏基下的基于 Hellinger 距离的量子相干性。对于三维最大相互无偏

基 1 2 3 4, , ,β β β β ，我们发现了三维 X 态对于其中不同的三组参考基 2 3 4, ,β β β 能得到相同的基于 Hellinger
距离的相干性。对于四维最大相互无偏基 1 2 3 4 5, , , ,γ γ γ γ γ ，对于其中三组 AMUB 1 2 3, ,γ γ γ 可以发现基于这

三组基求得的基于 Hellinger 距离的相干性可以通过对 1 2 3, ,c c c 相互置换互相表示出来，并且在剩余的两

组参考基 4 5,γ γ 下的 Hellinger 距离的相干性是相等的关系。 
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