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摘  要 

扩展的BBM方程是一个含有非线性项的偏微分方程。在物理学中，用非线性偏微分方程来描述物理模型

非常普遍；在数学中，非线性偏微分方程可以用来证明Poincaré猜想和Calabi猜想的合理性。利用辅助

方程，通过行波变换转化为常微分方程后，借助辅助方程来求解转化后的常微分方程，进而可以得到偏

微分方程的精确解。为此，通过行波变换及辅助方程的求解思路对BBM方程进行了研究，并得到了该方

程双曲正切函数及三角函数形式的精确解。据此可推广应用至其他类似的非线性偏微分方程中。 
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Abstract 
Extended BBM Equations are partial differential equations with nonlinear terms. In physics, it is 
very common to use nonlinear partial differential equation to describe physical models; in ma-
thematics, nonlinear partial differential equation can be used to prove the rationality of Poincar é 
conjecture and Calabi conjecture. The auxiliary equation can be transformed into Ordinary diffe-
rential equation by traveling wave transformation, and then the transformed Ordinary differential 
equation can be solved by the auxiliary equation, and then the exact solution of partial differential 
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equation can be obtained. For this reason, the BBM equation is studied through traveling wave 
transformation and the idea of solving auxiliary equations, and the exact solutions of the equation 
in the form of hyperbolic tangent function and Trigonometric functions are obtained. Therefore, it 
can be extended to other similar nonlinear partial differential equation. 
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1. 引言 

在应用科学的各个分支的研究中，人们都不可避免地遇到大量的非线性问题，而这些非线性问题都

可以通过转化后用偏微分方程这个数学模型来解决，因此偏微分方程在各个领域都扮演着重要的角色。

而其的精确解对于研究这些问题的本质至关重要，越来越多的数学工作者致力于非线性偏微分方程精确

解的研究。在过去的几十年中，人们研究出很多方法来求解方程的精确解，如反散射变换法[1]、双线性

法[2]、Cole-Hopfe 变换法[3]、Darboux 变换法[4]、对称约化方法[5]、混合指数法[6]、齐次平衡法[7]、
推广的 tanh 法[8]、Exp-函数法[9]、辅助函数法[10]等，本文将利用辅助函数法求解扩展的非线性 BBM
方程。 

0t x t xxu u uu Auα β+ + − =                                 (1) 

2. 辅助函数法 

第一步：将偏微分方程转化为常微分方程对于给定的偏微分方程 

( ), , , , , 0x t xx xt ttp u u u u u u =�  

函数 ( ),u u x t= 包含两个自变量 x t、 ，引入一个波变换[2]， ( ) ( ), ,u x t kx ctϕ ξ ξ= = − 使其转化为如下

形式的常微分方程： 

( ), , , 0p ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′′ ′′′ =�  

第二步：求出常微分方程的形式解 
假设式(3)的形式解： 

( ) ( )
0

m i
i

i
a fϕ ξ ξ

=

=∑  

其中，m 为幂级数的最高次幂数，可通过平衡常微分方程的最高阶导数项和非线性项来确定 ia 为待定系

数， ( )f ξ 满足有 7 组解的辅助方程： 

( ) ( ) ( )2f f fξ ξ λ ξ µ′ = + +  

将形式解与辅助函数方程代入到由偏微分方程转换成的常微分方程中，可以得到一个关于形式解各

项系数的非线性代数方程组。利用消元法及 maple 等计算工具求解代数方程组，从而可确定形式解的各
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项系数，将求出的各项系数代入形式解可以得形式解的的具体形式。 
第三步：确定偏微分方程的精确解 
将辅助方程的解代入常微分方程的形式解中，即可得到偏微分方程的精确解。 

3. 解扩展的 BBM 方程 

第一步：将偏微分方程转化为常微分方程：引入一个波变换，使得 

( ) ( ), ,u x t kx ctϕ ξ ξ= = −                                 (2) 

其中 ,k c 为非零常数。 
将方程(2)代入到方程(1)中： 

2
2 2

2

d d
d d
d d
d d

d d d
d d d

t

x

xx

u c c
t

u k k
x

u k k k
x

ϕ ξ ϕ ϕ
ξ ξ
ϕ ξ ϕ ϕ
ξ ξ

ϕ ϕ ϕ
ξ ξ

∂ ′= ⋅ = − = −
∂
∂ ′= ⋅ = =
∂

  ′′= ⋅ = = 
 

 

式(1)可化为一个常微分方程： 
2 0c k c Akϕ α ϕ β ϕϕ ϕ′ ′ ′ ′′− + − − =                               (3) 

第二步：求出常微分方程的形式解 
假设式(3)的精确解的形式： 

( ) ( )
0

m i
i

i
a fϕ ξ ξ

=

=∑                                    (4) 

其中，m 为幂级数的最高次幂， ia 为待定系数， ( )f ξ 满足辅助方程： 

( ) ( ) ( )2f f fξ ξ λ ξ µ′ = + +                                (5) 

平衡常微分方程的最高阶导数项与非线性项可知 
1 2m m m+ + = +  

1m =  

方程的形式解式(4)可写成 

( ) ( )0 1a a fϕ ξ ξ= +                                    (6) 

辅助方程(5)的解 ( )f ξ 有以下七种情况 
I. 当 0, 0λ µ= = 时： 

( )
0

1f
C

ξ
ξ

=
−

                                     (7) 

II. 当 0, 0λ µ= > 时： 

( ) ( )0tanf Cξ µ ξ µ = +                                 (8) 

( ) ( )0cotf Cξ µ ξ µ = − +                                (9) 
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III. 当 0, 0λ µ= < 时： 

( ) ( )0tanhf Cξ µ ξ µ = − − + −                              (10) 

( ) ( )0cothf Cξ µ ξ µ = − − + −                              (11) 

IV. 当 0, 0λ µ≠ = 时： 

( )
0 1

f
C e λξ

λξ
λ −=

−
                                  (12) 

V. 当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − > 时： 

( ) ( ) 2
0 241 tanh 4

2 2 2
C

f
ξ λ µλξ λ µ

 + −
 = − − −
  

                     (13) 

( ) ( ) 2
0 241 coth 4

2 2 2
C

f
ξ λ µλξ λ µ

 + −
 = − − −
  

                     (14) 

VI. 当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − = 时： 

( ) ( )
0

0

2
2

Cf
C

λξ λξ
ξ
+ +

= −
+

                                (15) 

VII. 当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − < 时： 

( ) ( ) 2
0 241 tan 4

2 2 2
C

f
ξ µ λλξ µ λ

 + −
 = − + −
  

                     (16) 

( ) ( ) 2
0 241 cot 4

2 2 2
C

f
ξ µ λλξ µ λ

 + −
 = − − −
  

                     (17) 

其中，
0

C 为积分常数。 
将式(6)代入式(3)中： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
1 1 0 1 1 1 0ca f ka f c a a f a f Ak a fξ α ξ β ξ ξ ξ′ ′ ′ ′′− + − + − =              (18) 

将式(5)代入式(18)后合并 ( )f ξ 的同次幂项系数，可以得到一个非线性方程组如下： 
2

1 1 0 1 0 1
2 2 2 2

1 1 0 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 0 1 1 1 1
2 2

1 1

0

2 0

3 0

2 0

k a c a c a a Ak a a

k a c a c a a Ak a c a Ak a

ka ca ca a Ak a c a Ak a

ca Ak a

α µ µ β µ λµ

α λ λ β λ λ β µ µ

α β λ β λ λ

β

 − − − =


− − − − − =


− − − − − =
− − =

 

本文仅考虑 1A = 的情况，求解方程组可得： 

0
1

2

0

2 2

1

ka ka
k

k kc
a

β
βλ αβ

λ α
β

+ = −


− =
 − −

                                   (19) 

其中 0a 与 k 为任意常数。 
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将式(9)代入式(6)中得到方程的形式解： 

( ) ( )0
0

2 2ka ka f
k

βϕ ξ ξ
βλ αβ

+
= +

−
                              (20) 

第三步：得到常微分方程的精确解 
将式(11)~式(21)代入到式(10)中可获得如下 7 组方程的精确解： 
解 1： 
当 0, 0λ µ= = 时： 

( ) ( )
0

0
0

2 2, ka ku x t a
c

β
αβ ξ

+
= +

− −
                                (21) 

其中
0 1
kkx t

a
αξ

β
= −

+
， k ， 0a 为任意常数。 

解 2： 
当 0, 0λ µ= > 时： 

( ) ( )0
0 0

2 2, tanka ku x t a Cβ µ ξ µ
αβ

 +  = + +   − 
                      (22) 

( ) ( )0
0 0

2 2, cotka ku x t a Cβ µ ξ µ
αβ

 +  = + +    
                      (23) 

其中
0 1
kkx t

a
αξ

β
= −

+
， k ， 0a 为任意常数。 

解 3： 
当 0, 0λ µ= < 时： 

( ) ( )0
0 0

2 2, tanhka ku x t a Cβ µ ξ µ
αβ

 +  = + − + −    
，见图 1                (24) 

 

 
Figure 1. The exact solution image of equation (24) 
图 1. 式(24)的精确解 
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( ) ( )0
0 0

2 2, cothka ku x t a Cβ µ ξ µ
αβ

 +  = + − + −    
，见图 2                (25) 

 

 
Figure 2. The exact solution image of equation (25) 
图 2. 式(25)的精确解 

 

其中
0 1
kkx t

a
αξ

β
= −

+
， k ， 0a 为任意常数。 

解 4： 
当 0, 0λ µ≠ = 时： 

( ) 0
0

0

2 2,
1

ka ku x t a
k C e λξ

β λ
βλ αβ λ −

  +
= +   − −  

                         (26) 

其中
2

0 1
k kkx t
a

α λξ
β
−

= −
+

， k ， 0a 为任意常数。 

解 5： 
当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − > 时： 

( ) ( ) 2
0 20

0

42 2 1, tanh 4
2 2 2

Cka ku x t a
k

ξ λ µβ λ λ µ
βλ αβ

  + − +   = + − − −  −      
            (27) 

( ) ( ) 2
0 20

0

42 2 1, coth 4
2 2 2

Cka ku x t a
k

ξ λ µβ λ λ µ
βλ αβ

  + − +   = + − − −  −      
            (28) 

其中
2

0 1
k kkx t
a

α λξ
β
−

= −
+

， k ， 0a 为任意常数。 

解 6： 
当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − = 时： 

( ) ( )
( )

00
0

0

22 2,
2

Cka ku x t a
k C

λ ξβ
βλ αβ ξ

 + + +
= −   − +    

                        (29) 
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其中
2

0 1
k kkx t
a

α λξ
β
−

= −
+

， k ， 0a 为任意常数。 

解 7： 
当 20, 0, 4 0λ µ λ µ≠ ≠ − < 时： 

( ) ( ) 2
0 20

0

42 2 1, tan 4
2 2 2

Cka ku x t a
k

ξ µ λβ λ µ λ
βλ αβ

  + − +   = + − + −  −      
            (30) 

( ) ( ) 2
0 20

0

42 2 1, cot 4
2 2 2

Cka ku x t a
k

ξ µ λβ λ µ λ
βλ αβ

  + − +   = + − − −  −      
            (31) 

4. 结语 

本文主要研究一个扩展的非线性 BBM 方程精确解的求法，其中扩散项是文章的创新点，本文在参

考相关文献的基础上对求解方法进行了改进，并且提出了针对扩散项问题的一种新的求解方法，与参考

文献中的求解方法相比更加具有广泛性并且能够更加方便、系统的求解扩散项相关问题。本文通过引入

波变换将其转化为一个可求解的常微分方程，进而可得辅助函数系数取值不同情况下的精确解，并且在

解决扩散项问题时，均可根据第三节中给出的 0, 0λ µ= < 时 BBM 方程解的图像来对函数进行求解，此方

法针有较高的适用性，大部分非线性 BBM 方程均适用本文中的解法。 
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