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摘  要 

含参量瑕积分在数学分析的多元函数积分学中有着非常重要的作用，大多数教材中对于含参量无穷积分

一致收敛的判别法及其性质给出了详细的介绍及其证明，但大多数教材只给出了含参量瑕积分一致收敛

的定义，然而对于大多数学生而言含参量瑕积分一致收敛性的判别及其性质是不容易易理解和掌握的，

因此，本文根据课本中含参量无穷积分一致收敛的判别法及其性质的证明给出了含参量瑕积分一致收敛

性判别法的定义与证明及其基本性质的定义与证明。 
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Abstract 
Parametric integral plays a very important role in the integration of multiple functions in mathe-
matical analysis. Most textbooks give a detailed introduction to the discriminant method and 
properties of uniform convergence of parametric infinite integral and its proof, but most text-
books only give the definition of uniform convergence of parametric integral. However, for most 
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students, it is not easy to understand and master the identification and properties of uniform 
convergence of integral with parameter. Therefore, this paper gives the definition and proof of the 
identification and properties of uniform convergence of integral with parameter and infinite 
integral with parameter in the textbook. 
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1. 预备知识 

定理 1 [1] 瑕积分 ( ), d∫
d

c
f x y y  (瑕点为 y d= )收敛的充要条件是，对任意的 0ε > ，存在 0δ > ，当

( )1 2, ,u u d d δ∈ − 时， 

( ) ( ) ( )1 2 2

1
, d , d , d ε− = <∫ ∫ ∫

u u u

c c u
f x y y f x y y f x y y 。 

定理 2 [1] 积分第二中值定理的推论 
假设函数 f 在 [ ],a b 上可积。若 ( ),g x y 为 y 的单调函数，则存在 [ ],a bξ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d , , d
b b

a a
f x y g x y y g x a f x y y g x b f x y y

ξ

ξ
= +∫ ∫ ∫ 。 

2. 含参量瑕积分一致收敛的判别 

定义 1 [2] [3] 对任意的 0ε > ，总存在某正数 d cδ < − ，使得当 10 dη δ< < − 时，对所有的 [ ],x a b∈ 有

( )
1

, d
η

ε<∫
d

f x y y ，则称含参量 x 的无界函数反常积分 ( ), d
d

c
f x y y∫ 在 [ ],a b 上是一致收敛。( y d= 为函数

的瑕点) 
定理 3 (柯西收敛准则)含参量 x 的瑕点为 d 的积分 ( ), d

d

c
f x y y∫ 在区间 [ ],x a b∈ 上一致收敛的充分且

必要条件是：对 0, 0ε δ∀ > ∃ > 当 1 20 dη η δ< < < − 时，对所有的 [ ],x a b∈ ，有 ( )2

1
, d

η

η
ε<∫ f x y y 。 

证明 充分性(⇐ ) 对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 1 20 dη η δ< < < − 时，对任意的 [ ],x a b∈ ，都有 

( )2

1
, df x y y

η

η
ε<∫ ，所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

1
, d , d , d , d

η η η

η
ε− = + <∫ ∫ ∫ ∫

c

c c c
f x y y f x y y f x y y f x y y ，根据瑕积分收敛

的柯西准则知：含参量 x 的瑕点为 d 的积分 ( ), d
d

c
f x y y∫ 收敛，对一切 [ ],x a b∈ 成立∴ ( ), d∫

d

c
f x y y 在

[ ],x a b∈ 上一致收敛。 
由上述得，充分性成立。 
必要性(⇒ )若含参量 x 的瑕点为 d 的瑕积分 ( ), d

d

c
f x y y∫ 在 [ ],x a b∈ 上一致收敛，则对任给 0ε > ，

总存在 0 d cδ< < − ，使得当 1 20 dη η δ< < < − 时，对任意的 [ ],x a b∈ ，都有 

( )
1

, d
d

f x y y
η

ε<∫ ， ( )
2

, d
d

f x y y
η

ε<∫ ， 

∴ ( ) ( ) ( )2 2

1 1
, d , d , d 2

d

d
f x y y f x y y f x y y

η η

η η
ε ε ε= + < + =∫ ∫ ∫ 。 
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由上述得，必要性成立。 
定理 4 (魏尔斯特拉斯 M 判别法)设有函数 ( )g y ，使得 ( ) ( ), ≤f x y g y  

[ ],x a b∈ ， [ ),y c d∈ ，若含参量的瑕积分 ( )dd

c
g y y∫ 收敛，则含参量 x 的瑕点为 y d= 的积分

( ), d
d

c
f x y y∫ 在 [ ],x a b∈ 上一致收敛。 
证明 ( ) ( ),f x y g y≤  [ ],x a b∈  [ ),y c d∈ 总存在有 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

2 2

, d d ,

, d d ,

d d

d d

f x y y g y y

f x y y g y y

η η

η η

≤

≤

∫ ∫

∫ ∫
 

含参量瑕积分 ( )dd

c
g y y∫ 收敛，且该积分与 x 的变化无关∴由一致收敛的柯西准则得，

0, 0 d cε δ∀ > ∃ < < − ，使得当 1 20 dη η δ< < < − 时，对所有的 [ ],x a b∈ ，有 

( )
1

, d
d

f x y y
η

ε<∫ ， ( )
2

, d
d

f x y y
η

ε<∫  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 2

1 2

1 2

, d , d , d

, d , d

d d

2

d d

d d

d d

f x y y f x y y f x y y

f x y y f x y y

g y y g y y

η

η η η

η η

η η

ε ε ε

∴ = −

≤ +

≤ +

< + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫  

即 ( )2

1
, d 2f x y y

η

η
ε ε ε≤ + =∫ 。 

由柯西收敛准则得参量 x 的无界函数反常积分 ( ), d
d

c
f x y y∫ 在 [ ],a b 上一致收敛。 

定理 5 (狄利克雷判别法) 
a) 对任意的 [ ],x a b∈ 且对一切实数 c u d< < ，含参量正常积分 ( ), d

u

c
f x y y∫ 在 [ ],a b 上有界，即存在

0M > ，对一切 c u d< < 及 [ ],x a b∈ ，有 ( ), d
u

c
f x y y M≤∫ 。 

b) 对每一个 [ ],x a b∈ ，函数 ( ),g x y 为 y 的单调递增或递减函数，且当 y d→ 时，对参量 x， ( ),g x y
是一致的收敛于 0 的。 

则含参量反常积分 ( ) ( ), , d
d

c
f x y g x y y∫ 对于任意的参量 [ ],x a b∈ 是一致收敛。 

证明 由(a)得：对于 u 取值 u d η= − ，那么对与所有的 c d dη< − < ，对于 [ ],x a b∀ ∈ ， 0M∃ > ，使

得 ( ), d
u

c
f x y y M≤∫ 。 
由(b)得：当 y d→ 时，对于参量 x， ( ),g x y 是一致的收敛于 0 的。所以对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 0 y d δ< − <

时，对一切 [ ],x a b∈ ， ( ),g x y ε< 。 
又函数 ( ),g x y 为 y 的单调函数，利用积分第二中值定理有，对 ( )1 2, ,d dη η δ∀ ∈ − ， ( )1 2,ξ η η∃ ∈ 使

得对所有的 [ ],x a b∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1
1 2, , d , , d , , d

η ξ η

η η ξ
η η= +∫ ∫ ∫f x y g x y y g x f x y y g x f x y y  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2

1

1 2

1 2

1 2

, , d

, , d , , d

, , d , d , , d , d

2 2

η

η

ξ η

η ξ

η ξ ξ η

η η

η η

ε ε ε

≤ ⋅ + ⋅

= ⋅ − + ⋅ −

< ⋅ + ⋅ <

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫c c c c

f x y g x y y

g x f x y y g x f x y y

g x f x y y f x y y g x f x y y f x y y

M M
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所以得出含参量反常积分 ( ) ( ), , d
d

c
f x y g x y y∫ 在 [ ],a b 上是一致收敛的。 

定理 6 (阿贝尔判别法) 
a) 含参量 x 的无界函数反常积分 ( ), d

d

c
f x y y∫ 在一切的 [ ],x a b∈ 上一致收敛。 

b) 对每一个 [ ],x a b∈ ，函数 ( ),g x y 为关于 y 的单调递增或递减函数，且对于参量 x， ( ),g x y 在 [ ],a b
上保持一致有界。 

则含参量反常积分 ( ) ( ), , d
d

c
f x y g x y y∫ 在 [ ],a b 上是一致收敛的。 

证明令 ( ) ( ), d
u

c
F u f x y y= ∫ ， [ ],u c d δ∈ − ，由 a)得，对任意 [ ],x a b∈ ，含参量瑕积分 ( ), d

d

c
f x y y∫ 在

[ ],a b 上一致收敛，则 ( )F u 在 ( ),a b 上有界，对每一个 [ ],x a b∈ ，函数 ( ),g x y 为关于 y 的单调函数，且

对参量 x， ( ),g x y 在 [ ],a b 上一致有界。则存在极限， 

∴
( ) ( )

( )
0 0, ,

lim ,
x y x y

g x y A
→

= ，
( ) ( )

( )
0 0, ,

lim , 0
x y x y

g x y A
→

− =    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d , d
d d d

c c c
f x y g x y y f x y g x y A y A f x y y= − +  ∫ ∫ ∫  

∴含参量反常积分 ( ) ( ), , d
d

c
f x y g x y y∫ 在 [ ],a b 上一致收敛。 

3. 含参量瑕积分的性质 

定理 7 [4] [5] (含参量瑕积分连续性的定义及其证明)设 ( ),f x y 在区间 [ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的，若含

参量瑕积分 ( ) ( ), d
d

c
f x yx yφ = ∫ 在 [ ],x a b∈ 上是一致收敛的( y d= 为函数的瑕点)，则 ( )xφ 在 [ ],x a b∈ 上

是连续的。 
证明  ( ) ( ), d

d

c
f x yx yφ = ∫  [ ],x a b∈ 在 [ ],a b 上是一致收敛的∴对 [ ], ,x x x a b∀ + ∆ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d , , dφ φ+ ∆ − = + ∆ − = + ∆ −  ∫ ∫ ∫
d d d

c c c
x x x f x x y f x y y f x x y f x y y  
又 ( ),f x y 在区间 [ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的，∴对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 x δ∆ < 时，有 

( ) ( ), ,f x x y f x y ε+ ∆ − <  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

, , , d , d

, , d

, , d

d d

c c

d

c

d

c

x x y x y f x x y y f x y y

f x x y f x y y

f x x y f x y y

d c

φ φ

ε ε

∴ + ∆ − = + ∆ −

= + ∆ −  

≤ + ∆ −

< − <

∫ ∫

∫

∫
 

由上述证明得∴ ( )xφ 在 [ ],x a b∈ 上是连续的。 
定理 8 (含参量瑕积分可微性的定义及其证明)设 ( ),f x y 与 ( ),xf x y 在区域 [ ] [ ), ,a b c d× 上连续，若含

参量瑕积分 ( ) ( ), d
d

c
f x yx yφ = ∫ 在 [ ],x a b∈ 上是收敛的( y d= 为函数的瑕点)， ( ), d

d
xc

f x y y∫ 在 [ ],a b 上是

一致收敛的，则 ( )xφ 在 [ ],a b 上是可微的，并且可以得出 ( ) ( ), d
d

xc
f x y yxφ′ = ∫ 。 

证明 由定理知，要证 ( ) ( ), d
d

xc
f x y yxφ′ = ∫ ，即证明 ( ) ( ), d

d
xc

f x y yxφ ε′ − <∫ ，因为 ( ) ( ), d
d

c
f x yx yφ = ∫

在[ ],a b 上是收敛的，且 ( ),f x y 在区域[ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , d , ,
d

d d
dc c
c

f x x y y f x y yx
x

x x f x x y f x y
y

x x x
φφ

φ
+ ∆ −+ ∆ − + ∆ −

∴ = = =
∆ ∆

′
∆

∫ ∫
∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, d , d

, ,
d , d

, ,
, d

d d
x xc c

d d
xc c

d
xc

x x x
f x y y f x y y

x

f x x y f x y
y f x y y

x

f x x y f x y
f x y y

x

x
φφ

φ
+ ∆ −

∴ = −
∆

+ ∆ −
= −

∆

+ ∆ −
≤

′

−
∆

′
− ∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 ( ),xf x y 在区域 [ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的， ( ), d
d

xc
f x y y∫ 在 [ ],a b 上是一致收敛的，∴ ( ), d

d
xc

f x y y∫
在 [ ],a b 上是连续的，∴对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，当 x δ∆ < 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )d , , d, , d
d d d

xc c cx x xf xf x x y x y f x yf yy x y y ε+ −∆ ≤ + ∆− <∫ ∫ ∫  

( ) ( ), d
d

xc
f x yx y εφ′ −∴ <∫  ( ) ( ), d

d
xc

f x yx yφ∴ =′ ∫ 。 

由上述证明得出 ( )xφ 在 [ ],a b 上是可微的，且 ( ) ( ), d
d

xc
f x y yxφ′ = ∫ 。 

定理 9 (含参量瑕积分可积性的定义及其证明)若 ( ),f x y 在区域 [ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的，若含参量瑕

积分 ( ) ( ), d
d

c
x f x y yφ = ∫ 在 [ ],a b 上是一致收敛的，( y d= 为函数的瑕点)，则 ( ) ( ), d

d

c
x f x y yφ = ∫ 在 [ ],a b

上是可积的，并且还可以得出 ( ) ( )d , d d , d
b d d b

a c c a
x f x y y y f x y x=∫ ∫ ∫ ∫ 。 

证明 由上述条件可知 ( ),f x y 在区域 [ ] [ ), ,a b c d× 上是连续的，含参量瑕积分 ( ) ( ), d
d

c
x f x y yφ = ∫ 在

[ ],a b 上是一致收敛的，所以由含参量瑕积分的连续性的定义可知 ( )xφ 在 [ ],a b 上是连续的，又因为连续

必可积，所以 ( ) ( ), d
d

c
x f x y yφ = ∫ 在 [ ],a b 上是可积的，对任意的一个分割 T，它们总是把 [ ],a b 分成 n 个

区间 [ ]1, , 1,2, ,i i ix x x i n−∆ = =  且 0 , nx a x b= = 在每一个区间内任意取一点 iξ 则由定积分的分割，近似求

和，取极限思想进而有 

( ) ( ) ( )
1 1 1

, d , d
n n nd d

i i i i i ic c
i i i

x f y y x f y x yφ ξ ξ ξ
= = =

∆ = ∆ = ∆∑ ∑ ∑∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 01 1 1

lim lim , d lim , d d , d
n n nd d d b

i i i i i ic c c aT T Ti i i
x f y x y f y x y y f x y xφ ξ ξ ξ

→ → →= = =

 ∆ = ∆ = ∆ =  
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

所以得到 ( ) ( )d , d d , d
b d d b

a c c a
x f x y y y f x y x=∫ ∫ ∫ ∫ 。 

由上述证明得出 ( ) ( ), d
d

c
x f x y yφ = ∫ 在 [ ],a b 上是可积的，并且还可以得出 

( ) ( )d , d d , d=∫ ∫ ∫ ∫
b d d b

a c c a
x f x y y y f x y x 。 

4. 总结 

本文给出了含参量暇积分一致收敛的判别法，如：柯西准则、魏尔特拉斯 M 判别法、狄利克雷判别

法等等，并且给出了含参量瑕积分性质，如：连续性，可微性和可积性。本文所给出的证明方法及思路

都是易于大部分学生理解和掌握的。通过对含参量暇积分一致收敛的判别法及其性质的总结，使我们能

较快的掌握这些理论知识，提高在实际问题中解题的速度和效率以及提高我们在其他领域的应用。因此

研究其一致收敛性及其性质也是非常具有研究的价值和方向的。 
含参量瑕积分是数学分析中的一个重点、难点，本文所做的这些还远远不能解决瑕积分中许许多多

复杂多变的问题，而且证明它们的方法也有很多，本人也会继续努力，希望在以后的学习与科研中能够

更深入地研究瑕积分，使得含参量瑕积分的基本知识以及应用越来越完善。 
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