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摘  要 

本文主要研究Delta算子时滞切换系统的非脆弱H∞控制问题，基于Lyapunov函数，利用线性矩阵不等式

(LMI)方法，首先先得到H∞控制器存在的条件，使得Delta算子时滞切换系统在任意的切换律下都是渐进

稳定的，随后给出设计H∞控制器的设计方法。最后，通过数值算例验证了所给方法的可行性和有效性。 
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Abstract 
This paper mainly studies the non-fragile H∞ control problem of delta-operator time-delay switching 
systems. Based on Lyapunov function, using linear matrix inequality (LMI) method, the existence 
conditions of H∞ controller are obtained. The Delta operator time-delay switching system is asymp-
totically stable under any switching law, and then the design method of H∞ controller is given. Fi-
nally, a numerical example is given to verify the feasibility and effectiveness of the proposed me-
thod. 
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1. 引言 

随着科技的发展，特别是在计算机和工业自动化等领域，离散采样控制得到了较好的发展。在现代

系统应用中，高速采样的方法越来越重要。但是在高速采样下，用位移算子描述的离散系统经常会出现

数值不稳定的现象，这也是众多学者寻求其他描述方法的动力和源泉。20 世纪 80 年代中期 Goodwin 和

Middleton [1]提出采用 Delta 算子来描述离散时间系统，并引入对应于 Delta 算子的 Delta 变换，恰好避免

了位移算子算带来的弊端。鉴于 Delta 算子的诸多优点，国内外学者对 Delta 算子系统理论的研究从未间

断。2005 年，李惠光[2]等学者编著了国内首部研究 Delta 算子系统的专著，详细地介绍了 Delta 算子系

统理论。肖民卿等人研究了 Delta 算子系统的非脆弱方差控制[3]、带故障的鲁棒 H∞控制[4]和 Delta 算子

时滞系统的可靠 D-稳定[5]。Yang [6]等人提出与了改善执行器饱和的 Delta 算子系统反馈控制的新方法，

并研究了 Delta 算子系统的鲁棒容错控制问题。 
而切换系统主要的研究方向包括系统的稳定性、能控性以及能观性等其他综合性问题，其中切换系

统的稳定性是切换系统研究的热点问题之一，也是研究切换系统其他控制问题的前提条件。切换系统的

常用研究方法主要分为公共 Lyapunov 方法[7]、多 Lyapunov 方法[8]以及驻留时间方法[9]等。 
Delta算子切换系统可以看作是每个子系统都是Delta算子系统的切换系统。切换系统是处理复杂系统

问题较为优异的模型，Delta算子切换系统的研究得到了控制界学者的关注，并取得了一些进展。向峥嵘

等人基于平均驻留方法，给出了不确定Delta算子切换系统指数稳定的充分条件[10]，并研究了鲁棒滤波

器[11]和其他鲁棒控制问题[12]。Hu等人基于多Lyapunov方法和凸组合方法，研究了Delta算子切换系统

的可靠极点配置[13]容错控制[14]及非脆弱可靠Ｄ-稳定[15]等问题，创新性的引入一阶LMI区域，推动了

区域极点配置理论的发展。 
本文在第 2 节中对所研究的 Delta 算子时滞切换系统的非脆弱 H∞控制问题进行了描述。第 3 节利用

线性矩阵不等式(LMI)方法和 Lyapunov 稳定性理论，研究了系统渐进稳定和存在 γ -次优非脆弱 H∞控制

律的条件，并设计了非脆弱 H∞控制控制器，最后进行数值仿真验证了这个结论的可行性。 
符号说明：R 代表实数域， nR 代表 n 维欧几里得空间， n m×R 表示维数为 n m× 的所有实矩阵集合。

TA 表示矩阵 A的转置， 1−A 表示矩阵 A的逆。 I 表示适当阶数的单位矩阵， 0 表示适当阶数的零矩阵。

对称矩阵中的“*”表示矩阵相应的对称分块。 0>S  ( 0<S )表示矩阵 S 是对称正(负)定矩阵， 0≥S
( 0≤S )表示矩阵 S 是对称半正(负)定矩阵，对于两个矩阵 ,A B ， A B< ( A B≤ )表示矩阵 B A− 是正定(半
正定)。 ⋅ 表示向量的欧几里得范数， ⋅ 表示矩阵的谱范数。 

为了解决下文中的问题，提前给出下面两个引理。 

引理 1 [16] 对给定矩阵 11 12

21 22

S S
S

S S
 

=  
 

，其中 11S 是 r r× 的，以下三个条件等价： 

1) 0S < ； 
2) 11 0S < ； 
3) 22 0S < ， 1

22 21 11 12 0S S S S−− < 。 
引理 2 [16] 给定适当维数的矩阵 Y，D 和 E，其中 Y 是对称的，则对所有满足 TF F I≤ 的矩阵 F，

T T T 0Y DFE E F D+ + < 成立当且仅当存在一个常数 0ε > ，使得 
T 1 T 0Y DD E Eε ε −+ + <  
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2. 问题描述 

Delta 算子定义为： 
1δ −

=
q
T

 

其中 q 为前向位移算子，即 ( ) ( )1qx k x k= + ，h 为系统采样周期。 
考虑一类由 Delta 描述的不确定时滞切换系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1Δ Δ Δ Δ ,

Δ Δ

k k k k k k k k

k k k k

x k A A x k A A x k d B B u k B B w k

z k C C x k D D w k

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

δ = + + + − + + + +

= + + +





 (1) 

其中： ( ) : 1,2, ,Nk Nσ + → =  是切换律， i N∈ ， ( ) nx k ∈R 、 ( ) mu k ∈R 和 ( )w k 分别为系统的状态、

控制输入和外部扰动输入且 ( ) [ ]2 0,w k L∈ ∞ ， ( ) qz k ∈R 是被调输出，T 为采样周期，d 是系统的状态滞后

时间，假定 0 d d≤ ≤ ， ( )kAσ 、 ( )1 kAσ 、 ( )kBσ 、 ( )kBσ 、 ( )kCσ 和 ( )kDσ 是已知的适当维数的实常数矩阵， ( )kAσ∆ 、

( )1 kAσ∆ 、 ( )kBσ∆ 、 ( )1 kB σ∆ 、 ( )kCσ∆ 和 D∆ 是不确定矩阵，表示系统模型中的不确定参数，且满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 3 4, , , , , ,k k k k k k k k k kA A B B H F E E E Eσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
   ∆ ∆ ∆ ∆ =               (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 5 6, ,k k k k k kC D M F E Eσ σ σ σ σ σ
   ∆ ∆ =                            (3) 

其中对任意 ( )k Nσ ∈ ，不确定 ( )1 kFσ ，满足 ( ) ( )
T

1 1k kF F Iσ σ ≤ 。 ( )kHσ 、 ( )kMσ 、 ( )1 kE σ 、 ( )2 kE σ 、 ( )3 kE σ 、 ( )4 kE σ 、

( )5 kE σ 和 ( )6 kE σ 为组成不确定性结构的适维常数矩阵。 
采用状态反馈控制，并假定控制器具有加性增益不确定性，具体如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )Δk k ku k K K x k Kx kσ σ σ= + =                          (4) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( )2 7k k k kK G F Eσ σ σ σ∆ =                                 (5) 

( )kGσ 和 ( )7 kE σ 为已知的适维常数矩阵， ( )2
i j

kF Rσ
×∈ 是满足 ( ) ( )

T
2 2k kF F Iσ σ ≤ 的不确定矩阵。得到闭环系

统为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

,

Δ Δ

c k c k d k d k

k k k k

x k A B K x k A x k d B w k

z k C C x k D D w k

σ σ σ σ

σ σ σ σ

δ = + + − +


= + + +

                 (6) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

0

,

,
c k k k d k k k

c k k k d k k k

k c k c k k

A A A A A A

B B B B B B

A A B K

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

= + ∆ = + ∆

= + ∆ = + ∆

= +

 

定义 1 对给定的正数 γ ，如果对所有满足(2)、(3)和(5)的不确定参数，闭环系统(6)是渐进稳定的，

且在零初始条件下，被调输出 ( )z k 满足
2 2z wγ≤ ，则状态反馈控制律(4)称为是系统(1)的 γ -次优非脆

弱 H∞控制律。 

3. 主要结论 

定理 1 对给定正数 γ ，任意的 i N∈ ，系统(1)存在 γ -次优非脆弱 H∞控制律(4)的一个充分条件是存在
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对称正定矩阵 P 和 Q，使得对所有允许的不确定参数，下列矩阵不等式成立： 
T
0 0

T

T 2

1

0

0 0

Δ 0 Δ 0

i i

di

di

i di di

i i i i

A P PA Q
A P Q
B P I

PA A B
T

C C D D I

γ
−

 + + ∗ ∗ ∗ ∗
 − ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ < 
 − ∗ 
 

+ + − 

        (7) 

证明 考虑 Lyapunov 函数 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2V x k V x k V x k= +        (8) 

其中， ( )( ) ( ) ( )T
1V x k x k Px k= ， ( )( ) ( ) ( )T

2 1== − −∑i
dV x k T x k i Qx k i 。 

在 ( ) 0w k = 时，由 ( ) ( ) ( )1x k T x k x kδ+ = + 可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )((

( ) ( )) ( )) ( ) ( )

1

T T

T T

T
T

0 0

T

1 1

1 1 1

1

1
k d k k

d k

V x k V x k V x k
T

x k Px k x k Px k
T

T x k x k P T x k x k x k Px k
T

T A x k A x k d x k P T A x k
T

A x k d x k x k Px k

σ σ σ

σ

δ

δ δ

= + −

= + + −

= + + −

= + − +


+ − + − 


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

T T T
0 0 0 0

T T

T T
0 ( )

T T T
0

k k k k

d k d k

k d k d k

d k k d k

x k A P PA TA PA x k

x k d TA PA x k d

x k TA PA PA x k d

x k d TA PA A P x k

σ σ σ σ

σ σ

σ σ σ

σ σ σ

= + +

+ − −

+ + −

+ − +

 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

T T

1 1

T T

1 1

1 1 1
d d

i i

V x k V x k V x k
T

T x k i Qx k i T x k i Qx k i
T
x k Qx k x k d Qx k d

δ

= =

= + −

 = + − + − − − − 
 

= − − −

∑ ∑  

将上面两式相加代入(8)中可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 2

T T T T T
0 0 0 0

T T T T T
0 0 0

T T

T

k k k k d k d k

k d k d k d k k k

V x k V x k V x k

x k A P A TA PA x k x k d TA PA x k d

x k TA PA PA x k d x k d TA PA A P x k

x k Qx k x k d Qx k d

x k x k
x k d x k d

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

δ δ δ= +

= + + + − −

+ + − + − +

+ − − −

   
= Ξ   − −   
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其中，
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T
0 0 0 0 0

T T T
0

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

 + + + +
 Ξ =

+ −  

k k k k k d k d k

d k k d k d k d k

A P PA TA PA Q TA PA PA

TA PA A P TA PA Q
。 

由引理 1 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

T T T
0 0 0 0 0

T T T
0

TT T T
0 0 0 0

T T T

T T
00 0

T T

0

k k k k k d k d k

d k k d k d k d k

k k k k d k

d k d k d k

k d k k

d k d k

k d

A P PA TA PA Q TA PA PA

TA PA A P TA PA Q

A A A P PA Q PA
TP

A A A P Q

A P PA Q PA A

A P Q A

A A

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

σ

 + + + +
 

+ −  

     + +
     ⇔ +

−          

+ +

⇔ −

( )

1

k
P
Tσ

−

 
 
 
 
 
 

− 
 

                 (9) 

再由引理 1 的变化后，矩阵不等式(7)成立可知矩阵不等式(9) < 0 也成立。 
因此， ( )( ) 0V x kδ < ，故闭环系统(6)在任意切换律下是渐进稳定的。 
进而，对任意非零的 ( ) [ )2 0,w k L∈ ∞ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

[ ]

( )

( )
[ ]

( )
( )
( )

T 2 T

T T T
0 0 0
T T

0
T T 2

T

T

0
0

Δ
0 Δ 0 Δ

Δ

δ γ

γ

+ −

    + + 
     = − + −     
      −     

 +     + + + −      +     

i i i di di

di i di di di

di di

i i

i i i i

i i

V k z k z k w k w k

x k A A P PA Q PA PB
x k d A TP A A B A P Q

w k B B P I

C C x k
C C D D x k d

w kD D

 

利用引理 1 可得，矩阵不等式(6)成立时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 2 T 0V k z k z k w A x Aδ γ+ − < ，对 0k∀ >  

由零初始条件可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 2 T

0 0 0

1
0

N N N

k k k

V N
z k z k w k w k V k

T
γ δ

= = =

− +
− < − = ≤∑ ∑ ∑ ，对 0N∀ >  

由此可得
2 2z wγ≤ 。定理得证。 

定理 2 对给定的正数γ ，任意 i N∈ ，存在对称正定矩阵 P 和 Q，使得对任意允许的系数参数不确

定性和控制器增益不确定性，矩阵不等式(6)成立，当存在大于零的常数 1ε ， 2ε ， 3ε ，对正定矩阵 X，V
和 W 使得如下线性矩阵不等式可行： 
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( )
1

T
1

T
1

2 1 1 3

4
T T T T

1 1 1

1 2 2 4 1 3 2

5 6 3

7 1

0

00 0
0 0 0

0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

i

i

i

i i i i

i i i

i i i i

i i i i i i I

i i

i

R

A X V
B I
R A X B R

C X D R
G B G B I

E X E W E W E E G
E E I
E I

ρ

ε ε ε
ε ε

ε
ε

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 

− ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
  <∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗
 

+ − ∗ ∗ 
 − ∗
 

−  

          (10) 

其中： 

( ) ( ) ( )T T T
1 2 2 2

T T 2
3 2 4 3

,

, ,

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

R A X BW A X BW V H H R A X BW H H
XR H H R M M I
T

ε ε

ε ε ρ γ

= + + + + + = + +

= − = − =
 

且 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )Δk k ku k K K x kσ σ σ= + 是系统(1)的一个γ -次优非脆弱 H∞控制律，其中 1−=K WX 。 
证明 矩阵不等式(7)可以写成 

TT TT T
7 7

1 2 2

0 00 0
0 00 0

0
0

0
0 00 0

ci i ci ii i

i i

ci i ci i

PB G PB GE E

M F F
B G B G

                            + +                             

<



                    (11) 

其中： 

T

T

T 2

1 1

0 ,

Δ 0 Δ 0

γ
−

 + + ∗ ∗ ∗ ∗
 

− ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗= = + 
 − ∗ 
 

+ + −  

fi fi

di

di
fi ci ci i

fi di di

i i i i

A P PA Q
A P Q
B P IM A A B K

PA A B
T

C C D D I

 

根据引理 2，对所有允许的不确定矩阵 2iF ，(11)式成立的一个充要条件是存在 1 0ε > ，使得 

TT T T
7 7

1
1 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
0 0 0 0

ci i ci i i i

i

ci i ci i

PB G PB G E E

M
B G B G

ε ε −

      
      
      
      + +
      
      
             

                       (12) 

由引理 1 及一些等价变化可得(12)式等价于 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1212499


林铭杰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1212499 5089 应用数学进展 
 

( )

( )

( )

( )

TT T
1 3 5

T
2
T T
4 61

2
1

T
1 3

T T
1 3 5

T
2
T T
4 61

1

1 3

0
00 0

00 0
0 000
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0 0 0

0
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00 0
0 000
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0 0

i i i ii

i

i ii
i

ii

i

i i

i i i ii

i

i ii

ii

i

i i

E E K EPH
E
E EF

M
FH

M

E G

E E K EPH
E
E EF

FH
M

E G

ε

ε

 + 
  
  
      +        
  
  
    

+ 
 
 
   

+    
  

 
 
 

TT

T

0

0

  
  
  
  
   <  
  
  
     

                    (13) 

其中： 

T
1
T 2
2

1
2

1 2

T T T T
1 1 1

0

0 0
0 0 0

γ

ε ε ε

−

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗
 =  + − ∗ ∗ 
 ∗ 
 − 

i

i

i

i
i i i i i

i i

i i i i

Y
A P Q
B P I

M PA B K A B
T

C D I
G B P G B I

 

( ) ( )T 1 T
1 7 7ε −= + + + + +i i i i i i i i iY A B K P P A B K Q E E  

根据引理 2，对所有允许的不确定矩阵 1iF ，(13)式成立的一个充要条件是存在𝜀𝜀2， 3 0ε > ，使得 
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1
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0
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0 0 0
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0

i i

i
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i i i i i i i i

i
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PH PH

I
M
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M M

E E K E E E K E
E
E E I

I

E G

ε
ε

ε
ε

ε

−

−

    
    
    
     

+      
      

    
         

 + +
 
 
    +     
 
 
   ( )

T

T
2
T T
4 6

T
1 3

0

0
0 0
0 0

0

i

i i

i i

E
E E

E Gε

  
  
  
  
   <
  
  
  
    

              (14) 

由引理 1 及一些等价变形可得(14)式等价于 
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1
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T 2
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2 1 1 3

4
T T T T

1 1 1
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
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i

i

i i i i
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i
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E E I
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γ

ε ε ε
ε ε

ε
ε

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
 ∗ ∗ ∗ ∗ <
 

− ∗ ∗ ∗ 
 + − ∗ ∗
 

− ∗ 
 − 

           (15) 

其中： 

( ) ( )T T T
1 2 2 2

1
T T

3 2 4 3,

i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

Y A B K P P A B K Q PH H PY A B K H H P

PY H H Y M M I
T

ε ε

ε ε
−

= + + + + + = + +

= − = −
 

将上式两边分别左乘、右乘 { }1 1diag , , , , , , , ,P P I I I I I I I− − ，并记 1P X− = ， 1KP W− = ， 1 1P QP V− − = ，
2γ ρ= ，即可得到(10)式。 

4. 数值算例 

给定由两个子系统组成的系统(6)，其中 

1 11 1

11 1 1

10 1 2.4 0 0.3
, ,

1.3 1 0 1.3 1

0.1 0.5 0.7 0.31
, ,

1 1.3 0.3 0.25

A A B

B C D

−     
= = =     − −     

     
= = =     −     

 

2 12 2
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3 1 0 2.3 1
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, ,
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A A B

B C D

−     
= = =     − −     
     

= = =     −     
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1 2 1 2
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31 32 41 42
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71 72 1 2
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,

0.6 0.5

0.1 0.5 , 0.2

0.6 , 0.1
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0.2 0
, 0.3 0.6
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E E E E
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   
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   
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 
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采样周期 0.01T = ，滞后上界 3d = 。根据定理 2 提出的设计方法，对给定的正数 2ρ = ，应用MATLAB
的 LMI 工具箱中的求解器 feasp 求解线性矩阵不等式(10)，得到可行解为： 

[ ]1 1

1

0.0191 0.0034
, 0.4041 1.5535

0.0034 0.0275

0.2242 0.2489
0.2489 0.9242

X W

V

 
= = − − 
 
 

=  
 
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[ ]2 2

2

0.1272 0.6168
, 27.0821 95.5380

0.6168 4.4247

5.1006 17.9376
17.9376 66.8946

X W

V

 
= = − − 
 
 

=  
 

 

从而可得： 

[ ] [ ]1 211.4894 55.1069 , 343.9721 27.0316K K= − − = −  

设系统初始状态 [ ]T0 2 1= −x ，外部扰动 ( ) ( )0.01sink k=w ，给定任意一个切换律(如图 1 所示)，得

到闭环系统状态轨迹如图 2 所示。 
 

 
Figure 1. Switching law 
图 1. 切换律 
 

 
Figure 2. The state trajectories of the closed-loop system 
图 2. 闭环系统状态轨迹 
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5. 总结与展望 

本文利用LMI方法及公共Lyapunov稳定性理论对Delta算子时滞切换系统设计了具有非脆弱的𝐻𝐻∞控

制器，使得在任意切换律下的Delta算子时滞切换系统都是渐进稳定的。 
虽然取得了一些成果，但仍然存在一些问题值得进一步思考。研究的控制约束是线性系统，非线性

系统方面还未涉及。运用公共 Lyapunov 函数和线性矩阵不等式方法，对于是否可以利用多 Lyapunov 函

数和平均驻留时间方法来研究该方面的问题，需要进一步探讨。 
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