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摘  要 

针对高质量过程的改进或恶化的监控问题，以服从指数分布的事件间隔时间(TBE)为监控指标，通过对

TBE样本数据进行幂次为3.6的幂变换使其近似服从正态分布以改善分布的偏态性，在图统计量中同时考

虑TBE的历史、当前以及最新变化信息以提高对TBE均值变化的敏感度，开发了基于数据幂变换的扩展

指数加权移动平均控制图(PT-based EEWMA)，实现了对过程恶化、改进的监控。数值实验表明，相比

于现有基于幂变换的EWMA、DEWMA控制图，PT-based EEWMA控制图在监测TBE均值偏移时，对不

同方向、大小的偏移均表现出更好的ARL性能。更进一步，通过数值实验分析了真实分布为威布尔分布

时，分布的形状、尺度参数的变化对指数分布下PT-based EEWMA控制图性能的影响。结果表明，该控

制图对威布尔分布也具有一定的稳健性。 
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Abstract 
Aiming at the problem of improvement or deterioration of high-quality processes, a power trans-
formation-based extended exponentially weighted moving average control chart (PT-based EEWMA) 
is proposed, in which introducing the time between events (TBE) that follows an exponential dis-
tribution as the monitoring indicator, transforming the TBE sample data with a power 3.6 to wea-
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ken the skewness of its original distribution, and integrating the historical, current, and latest 
changes information of TBE in the control chart statistic to raise the sensitivity to shifts in the 
mean value of TBE, and at last the monitoring of process deterioration and improvement is achieved. 
Numerical experiments show that compared with the existing EWMA and DEWMA control charts, 
the proposed PT-based EEWMA control chart presents a better ARL performance for TBE mean 
shifts in different directions and sizes. Furthermore, the influence of the shape and scale parame-
ters of the real distribution on the performance of PT-based EEWMA control chart under exponen-
tial distribution is analyzed through numerical experiments. The results show that the control 
chart is also robust to Weibull distribution. 
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High-Quality Process Control, Time between Events (TBE), Extended Exponentially Weighted 
Moving Average (EEWMA), Power Transformation 
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1. 引言 

随着科技的飞速发展，许多制造业、非制造业领域中的事件(如不合格品、缺陷)发生率低至百万分之

一，这样被监测事件发生率极低的生产过程被称为高质量过程[1]，高质量过程中既定单位时间内事件的平

均发生次数几乎为零，所以被观测事件的发生呈现低概率特性，这使得基于传统属性控制图(c 控制图、p
控制图、np 控制图)存在高误报率、低检测效率等风险。幸运的是，事件的低发生概率恰恰对应大间隔时间，

通过转换监测特征尺度，以两个相邻事件发生的间隔时间(Time Between Events, TBE)为质量特征，可以克

服传统控制图缺陷，提高高质量过程监控性能[2]。另一方面，由于 TBE 的降低、增加分别意味着过程可能

发生改进、恶化，而过程的恶化、改进与保证产品质量、改良生产设备等密切相关，所以及时监测过程的

恶化、改进十分有必要。因此，开发基于 TBE 的双边控制图，以实现及时监测过程的改进、恶化情况[3]。 
在事件发生率恒定的情况下，TBE 可以用指数分布很好建模。而指数分布具有偏态性特点，这使得

TBE 不能直接应用基于正态分布传统控制图进行监测[4] [5]。Chan 等[6] [7]先后提出了累积质量

(Cumulative quantity control, CQC)控制图、累积概率控制(Cumulative probability control, CPC)图；C. W. 
Zhang 等[8]发现这些基于传统概率极限的指数图存在平均运行长度(Average Run Length, ARL)偏差问题。

Johnson [9]指出若 X 服从尺度参数为的θ 指数分布，则变换后的变量 1Y X α= 服从形状参数α和尺度参数
* 1 αθ θ= 的威布尔分布。Nelson、Liu [10] [11]经分析发现幂次为 3.6 或 2.5 的变换，能够使得指数分布下

的随机变量近似正态分布。2005 年 Montgomery [12]解释了利用变量变换构建 TBE 控制图的思想并建议

利用在小偏移监测方面表现良好的累计和(Cumulative sum, CUSUM)、指数加权移动平均(Exponentially 
weighted moving average, EWMA)控制图来进行监测。McCool 等[13]证明了恰当的幂变换可以有效地提高

EWMA 控制图的性能。Santiago 和 Smith (2013) [14]提出了添加运行规则后的休哈特控制图，进一步，为

监测到小偏移，Aslam 等[15]提出了变量变换下双边的双指数移动平均(double exponentially weighted 
moving average, DEWMA)控制图，发现其控制图的性能优于文献[13]。考虑到正态分布下 DEWMA 控制

图比 EWMA 控制图更灵敏的优点，Adeoti [5]提出了基于变量变换的双边 DEWMA 控制图来监测遵循指

数分布的质量特性，以改进文献[15]提出的 EWMA 控制图。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.131028
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张亚洁 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.131028 257 应用数学进展 
 

在高质量过程中，尽早发现过程恶化或过程的改进对减少生产过程中带来的损失或降低生产成本具

有重要的意义。另一方面，考虑到高质量过程中突发事件可能引发灾难性损失，而这类事件会导致样本

的最新差异信息陡变。Naveed (2018)等 [16]提出的扩展指数加权移动平均 (Extended Exponentially 
Weighted Moving Average, EEWMA)控制图，其是 EWMA 控制图的一种扩展形式，其利用了当前、过去

的信息和当前的最新变化信息，实验证明，相对于 EWMA 控制图，EEWMA 控制图对正态分布下的小偏

移更具有灵敏性。 
此外，注意到文献[5]、[15]分别利用概率的方法计算了所提控制图的 ARL。Maragavio、Adams 等[17] 

[18]指出，采用概率方法计算 ARL 不适用于 CUSUM、EWMA 等记忆型控制图。Haq 等[19]指出，针对

EWMA 控制图以及其一些改进形式，在假设信号事件可以由一系列独立的伯努利随机变量表示下近似计

算的 ARL 可能非常不准确，并认为需要使用马尔可夫链或计算机仿真模拟来重新评估。 
综上，本文针对高质量过程中 TBE 的监控问题，结合 EEWMA 控制图的优点，并以指数分布下 TBE

作为过程质量的量化指标。通过幂次为 3.6 的幂变换，实现数据近似正态化，开发了指数分布下基于幂

变换的 EEWMA 控制图，简称为 PT-based EEWMA 控制图。考虑到实际生产中事件发生率可能变化，因

此分析了所提控制图在威布尔分布下的稳健性。同时，通过蒙特卡洛模拟重新评估了指数分布下基于 3.6
幂变换的EWMA 和 DEWMA 控制图的 ARL 性能，并与变量变换后的 PT-based EEWMA控制图进行比较。 

2. 指数分布下基于数据幂变换的 EEWMA 控制图的设计 

2.1. 现有正态分布下的双边 EEWMA 控制图 

在本节我们简要介绍 Naveed [16]提出的正态分布下监控均值偏移的 EEWMA 控制图。假设随机样本

tX ， 1,2,t = �独立且服从正态分布，过程受控时均值、方差分别为 0µ 、 2
0σ 。EEWMA 控制图统计量定

义为 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 2 11t t t t tM X X X Mλ λ λ λ λ− −= − + − + − −   ，                    (1) 

其中， 1λ 和 2λ 为平滑系数， 10 1λ< ≤ ， 2 10 λ λ≤ < ，设 0 0 0M X µ= = ，“ 1t tX X −− ”表示当前最新的变

化信息。整理(1)式可得 

( )1 2 1 1 2 11t t t tM X X Mλ λ λ λ− −= − + − + ，                           (2) 

EEWMA 控制图统计量的均值和方差分别为 

( ) 0tE M µ= ，                                     (3) 

( ) ( )
2 2 2

2 2 23 3
1 2 1 2 3 02 2

3 3

1 12
1 1

t t

tD M λ λλ λ λ λ λ σ
λ λ

− − −
= + − − − 

，                      (4) 

其中， 3 1 21λ λ λ= − + 。当 2 0λ = 时，EEWMA 控制图简化为具有时变控制限的 EWMA 控制图。EEWMA
控制图的控制限表示为 

( )
2 2 2

2 2 3 3
0 0 1 2 1 2 32 2

3 3

1 12
1 1

t t

UCL k λ λµ σ λ λ λ λ λ
λ λ

−− −
= + + −

− −
，                   (5) 

( )
2 2 2

2 2 3 3
0 0 1 2 1 2 32 2

3 3

1 12
1 1

t t

LCL k λ λµ σ λ λ λ λ λ
λ λ

−− −
= − + −

− −
，                   (6) 

k 为控制系数，其值可通过指定的受控平均运行长度 ARL0 确定。 
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2.2. 指数分布下基于幂变换的 EEWMA 控制图的设计 

在高质量过程中，将事件间隔时间 TBE 记为随机变量 X，则 ( )~X Exp θ ，其概率密度函数为 

( )
1 e 0

0 0

x

xf x
x

θ

θ
−

>= 
 ≤

，                                (7) 

其中，尺度参数 0θ > ，X 的期望 ( )E X 和方差 ( )V X 分别为θ 和 2θ 。设 0kθ θ= ， 1k = 表示过程处于受

控状态， 1k ≠ 表示过程处于失控状态。 , 1,2,3,tX t = �为 X 独立同分布的随机样本。 
已知均值为θ 的指数分布是尺度参数为θ 、形状参数为 1 时的威布尔分布，即 ( ),1W θ 。并且经过幂

变换 1Y X α= 后的变量 Y仍服从威布尔分布，其形状参数和尺度参数分别为α和 * 1 αθ θ= ，根据文献[10]，
经过 3.6α = 幂变换后的数据能够近似正态分布，因此，令 

1 3.6Y X= ，                                    (8) 

其均值和方差分别为 

( ) 1 3.6 11
3.6

E Y θ  = Γ + 
 

，                              (9) 

( ) ( )
2

21 3.6 1 3.62 11 1
3.6 3.6

V Y θ θ    = Γ + − Γ +        
，                    (10) 

构建 PT-based EEWMA 控制图的统计量 

( )1 2 1 1 2 11t t t tM Y Y Mλ λ λ λ− −= − + − +                           (11) 

10 1λ< ≤ ， 2 10 λ λ≤ < ，令 1 3.6
0 0

11
3.6

M X θ  = = Γ + 
 

。PT-based EEWMA 控制图统计量的均值和方

差分别 

( ) ( ) 1 3.6 11
3.6t tE M E Y θ  = = Γ + 

 
，                         (12) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 2 23 3

1 2 1 2 32 2
3 3

22 2 2 22 2 1 3.6 1 3.63 3
1 2 1 2 32 2

3 3

1 12
1 1

1 1 2 12 1 1
1 1 3.6 3.6

t t

t Y

t t

V M λ λλ λ λ λ λ σ
λ λ

λ λλ λ λ λ λ θ θ
λ λ

−

−

 − −
= + − − − 

  − −      = + − Γ + − Γ +       − −         

，    (13) 

基于式(12)、(13)，构建在 t 点处的控制限 

( )
2 2 2

1 3.6 2 2 23 3
1 2 1 2 32 2

3 3

1 11 2 11 2 1 1
3.6 1 1 3.6 3.6

t t

t MUCL λ λθ ρ λ λ λ λ λ
λ λ

−  − −        = Γ + + + − Γ + − Γ +         − −         
 

( )
2 2 2

1 3.6 2 2 23 3
1 2 1 2 32 2

3 3

1 11 2 11 2 1 1
3.6 1 1 3.6 3.6

t t

t MLCL λ λθ ρ λ λ λ λ λ
λ λ

−  − −        = Γ + − + − Γ + − Γ +         − −         
 

其中， Mρ 表示控制图系数，当 t tM UCL> 或 t tM LCL< 时，控制图在 t 点发出失控信号。 

3. 性能评价 

通常利用平均运行长度(ARL)对控制图的性能进行评价，ARL 是控制图从开始监测到失控信号发出
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的 TBE 平均观测样本数，ARL0 指过程实际处于受控状态时的平均运行长度，所以 ARL0 越大越好，使得

控制图具有尽可能小的误报率；而 ARL1 是过程处于失控状态时的平均运行长度，我们希望其越小越好，

以保证控制图尽早检测到过程的偏移。 

Margavio [17]证明了在假设运行长度 RL 服从参数为 p 的几何分布背景下，利用
1ARL
p

= 计算 ARL 

的方法不适用于记忆性控制图，Abbasi [19]、Haq [20]等人也指出这种利用概率近似求 EWMA 及其一些

改进形式的控制图的 ARL 方法存在问题。因此我们用蒙特卡洛模拟方法重新计算文献[5]、[15]所提控制

图的 ARL，并与新提出的控制图进行比较分析。 

3.1. 现有控制图 

本小节主要对文献[5]、[15]提出的指数分布下基于 3.6 幂变换的 EWMA、DEWMA 控制图进行简单

介绍。 

3.1.1. 现有基于幂变换的 EWMA 控制图 
Alsam 等人[15]首先对指数分布的数据进行幂次为 3.6 的幂变换，基于式(8)经变换得到的 tY ，定义在

t 时间点的图统计量 

( ) 11t t tE Y Eλ λ −= + − ，                             (14) 

其中平滑系数 ( ]0,1λ ∈ ，统计量的均值和方差分别为 1 3.6
0

11
3.6Eµ θ  = Γ + 

 
， 

1 3.6
2 20 2 11 1

2 3.6 3.6E
λθσ

λ
    = Γ + − Γ +    −     

，控制限为 

1 3.6 21 2 11 1 1
3.6 2 3.6 3.6E E E EUCL λµ ρ σ θ ρ

λ

        = + = Γ + + Γ + − Γ +       −        
，      (15) 

1 3.6 21 2 11 1 1
3.6 2 3.6 3.6E E E ELCL λµ ρ σ θ ρ

λ

        = − = Γ + − Γ + − Γ +       −        
，      (16) 

其中， Eρ 为控制图系数，当 tE UCL> 或 tE LCL< 时，控制图发出失控信号。 

3.1.2. 现有基于幂变换的 DEWMA 控制图 
Adeoti 等人[5]开发了对指数分布数据进行幂次为 3.6 的幂变换下的 DEWMA 控制图，基于式(8)经变

换得到的 tY ，图统计量定义为 

( )
( )

1 1 1 1

2 2 1 2

1 0 1

1 0 1
t t t

t t t

E Y Y

D E D

λ λ λ

λ λ λ
−

−

= + − < ≤

= + − < ≤
，                        (17) 

文献[5]分别对 1 2λ λ= 、 2 2λ λ≠ 下的控制图性能进行了比较分析，结果表明， 1 2λ λ= 时控制图具有更

好的监测性能。因此本文关注 1 2λ λ= 时控制图的性能，设 1 2λ λ λ= = ，此时图统计量的均值和方差分别

为： 

1 3.6
0

11
3.6Dµ θ  = Γ + 

 
，

( )2 1 3.6
02 2

2 2 2 11 1
2 3.6 3.6D

λ λ λ θ
σ

λ

− +     = Γ + − Γ +    −     
 

控制限为： 
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( )2
1 3.6 2
0

2 21 2 11 1 1
3.6 2 3.6 3.6DUCL

λ λ λ
θ ρ

λ

 − +        = Γ + + Γ + − Γ +       −        

 

( )2
1 3.6 2
0

2 21 2 11 1 1
3.6 2 3.6 3.6DLCL

λ λ λ
θ ρ

λ

 − +        = Γ + − Γ + − Γ +       −        

 

其中， Dρ 为控制图系数，当 tD UCL> 或 tD LCL< 时，控制图发出失控信号。 

3.2. 控制图的性能比较 

本节以 ARL 作为衡量指标，利用 Monte Carlo 模拟 10,000 次，指定 0ARL 370= ，选取 PT-based 
EEWMA 控制图中 1 0.05,0.1,0.3,0.5λ = ，对应 2λ 在 ( )10,λ 的范围内取不同的值，以实现在不同平滑系数下

对控制图监测性能的全面分析，表 1~4 分别展示了新提出的 PT-based EEWMA 控制图与文献[5]、[15]提
出的指数分布下基于 3.6 幂变换的 EWMA、DEWMA 控制图在不同平滑系数和不同大小、方向偏移下的

ARL1 值。 
 

Table 1. When 1 0.05λ λ= = , the ARL of EEWMA, EWMA, and DEWMA control chart 
表 1. 1 0.05λ λ= = 时，数据幂变换下 EEWMA、EWMA、DEWMA 控制图的 ARL 值 

 EEWMA EWMA DWMA 

 1 0.05λ =    

 2 0.01λ =  2 0.02λ =  2 0.03λ =  0.05λ =  0.05λ =  

 2.502ρ =  2.482ρ =  2.463ρ =  2.491ρ =  1.867ρ =  

k ARL ARL ARL ARL ARL 

0.1 3.35 3.61 4.37 6.48 12.70 

0.2 5.25 5.53 6.46 8.82 15.18 

0.3 7.85 8.00 9.00 11.80 17.94 

0.4 11.67 11.65 12.60 16.07 21.50 

0.5 17.92 17.51 18.11 22.77 26.65 

0.6 28.76 27.68 27.40 34.56 35.46 

0.8 104.87 96.05 88.89 117.14 98.51 

1 370.00 369.90 369.96 370.04 370.00 

1.2 96.65 91.43 86.67 110.36 108.84 

1.5 28.50 27.49 26.77 35.96 41.10 

1.7 18.01 17.49 17.51 24.39 30.49 

1.9 13.12 12.76 12.94 18.77 25.30 

3 5.09 5.07 5.39 9.10 15.80 

5 2.74 2.78 2.97 5.61 11.65 

7 2.09 2.13 2.27 4.42 10.03 
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Table 2. When 1 0.1λ λ= = , the ARL of EEWMA, EWMA, and DEWMA control chart 
表 2. 1 0.1λ λ= = 时，数据幂变换下 EEWMA、EWMA、DEWMA 控制图的 ARL 值 

 EEWMA EWMA DEWMA 

  1 0.1λ =     

 2 0.02λ =  2 0.03λ =  2 0.05λ =  0.1λ =  0.1λ =  

 2.693Mρ =  2.690Mρ =  2.687Mρ =  2.686Eρ =  2.201Dρ =  

k ARL ARL ARL ARL ARL 

0.1 3.81 3.93 4.52 5.49 8.78 

0.2 6.07 6.18 6.84 7.84 10.75 

0.3 9.12 9.18 9.77 11.03 13.13 

0.4 13.77 13.66 14.09 16.08 16.62 

0.5 21.81 21.32 21.03 24.95 22.44 

0.6 36.61 35.01 33.28 41.90 33.57 

0.8 139.07 132.24 119.72 154.95 117.25 

1 370.03 369.91 369.89 369.98 370.03 

1.2 112.51 108.67 101.56 123.37 116.04 

1.5 32.05 31.28 30.43 36.96 37.98 

1.7 20.10 19.69 19.54 23.68 26.11 

1.9 14.44 14.29 14.33 17.55 20.63 

3 5.56 5.57 5.82 7.87 11.44 

5 2.95 2.97 3.13 4.72 8.06 

7 2.23 2.25 2.37 3.69 6.85 

 
Table 3. When 1 0.3λ λ= = , the ARL of EEWMA, EWMA, and DEWMA control chart 
表 3. 1 0.3λ λ= = 时，数据幂变换下 EEWMA、EWMA、DEWMA 控制图的 ARL 值 

  EEWMA  EWMA DEWMA 

  1 0.3λ =     

 2 0.03λ =  2 0.05λ =  2 0.08λ =  0.3λ =  0.3λ =  

 2.854Mρ =  2.853Mρ =  2.851Mρ =  2.854Eρ =  2.677Dρ =  

k ARL ARL ARL ARL ARL 

0.1 4.60 4.65 4.79 4.97 5.11 

0.2 8.40 8.33 8.30 8.97 7.29 

0.3 14.94 14.52 14.03 16.19 11.03 

0.4 27.55 26.41 24.72 29.94 18.00 

0.5 50.56 48.32 44.95 55.40 31.81 

0.6 92.24 87.79 81.71 99.21 58.84 

0.8 272.64 266.96 258.94 283.28 206.70 
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续表 

1 369.99 370.03 370.00 369.98 369.98 

1.2 143.79 141.29 138.11 148.78 144.28 

1.5 42.31 41.30 40.15 44.99 42.77 

1.7 25.25 24.75 24.19 26.92 26.35 

1.9 17.28 16.98 16.62 18.65 18.73 

3 6.05 6.04 6.04 6.83 7.80 

5 3.09 3.10 3.13 3.67 4.74 

7 2.32 2.33 2.35 2.79 3.82 

 
Table 4. When 1 0.5λ λ= = , the ARL of EEWMA, EWMA, and DEWMA control chart 
表 4. 1 0.5λ λ= = 时，数据幂变换下 EEWMA、EWMA、DEWMA 控制图的 ARL 值 

 EEWMA EWMA DEWMA 

 1 0.5λ =    

 2 0.03λ =  2 0.05λ =  2 0.08λ =  2 0.25λ =  0.5λ =  0.5λ =  

 2.837Mρ =  2.835Mρ =  2.832Mρ =  2.801Mρ =  2.838Eρ =  2.838Dρ =  

k ARL ARL ARL ARL ARL ARL 

0.1 6.48 6.44 6.41 6.99 6.6662 4.7148 

0.2 15.36 15.02 14.58 13.47 16.05 8.95 

0.3 32.26 31.30 30.07 24.73 33.8450 17.0718 

0.4 61.45 59.91 57.48 45.16 64.35 33.15 

0.5 107.46 104.76 101.14 79.82 110.1040 60.7573 

0.6 175.34 171.78 167.18 139.03 180.03 109.02 

0.8 386.32 384.41 383.02 356.76 386.78 296.26 

1 369.91 369.95 369.99 370.09 370.1477 370.0639 

1.2 151.91 151.04 149.28 137.36 152.8318 157.6741 

1.5 48.58 48.17 47.18 43.02 49.7738 48.5871 

1.7 28.55 28.28 27.98 26.29 29.4905 28.9108 

1.9 19.52 19.40 19.11 18.04 20.1761 19.9038 

3 6.30 6.28 6.27 6.50 6.6854 7.1250 

5 3.11 3.11 3.11 3.35 3.3368 3.8819 

7 2.31 2.31 2.32 2.50 2.4999 3.0041 

 
模拟结果显示(见表 1~4)： 
1) 对于较大尺度的上、下偏移， 1λ 固定时， 2λ 越小，PT-based EEWMA 控制图的 ARL1 越小。而对

于较小尺度的上、下偏移，相对较大的 2λ 对应的控制图 ARL1 较低。此外，当 2λ 固定时， 1λ 越小，PT-based 
EEWMA 控制图的 ARL1 越小。例如在 k = 0.5 的偏移下， 2λ 固定为 0.03， 1λ 取 0.05、0.1、0.3、0.5 对应
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的 ARL1 值分别为：18.11、21.32、50.56、107.46。 
2) 对比指数分布下基于幂变换的 EWMA 控制图，除了当 1 20.5, 0.25λ λ= = 对应的 PT-based EEWMA

控制图在个别较大偏移下(如 k = 0.1、5、7)的 ARL1 略高于该 EWMA 控制图以外，对于其他不同大小的

上下偏移，不同的平滑系数下的 PT-based EEWMA 控制图 ARL1 均低于该 EWMA 控制图。 
3) 对比指数分布下基于幂变换的 DEWMA 控制图，当 1λ 取值较小时，PT-based EEWMA 控制图在

大部分偏移下的ARL1值都低于该DEWMA控制图(如 1 0.05,0.1λ = )，对于较大的 1λ 取值(如 1 0.3,0.5λ = )，
PT-based EEWMA 控制图在 TBE 均值的下偏移监测方面不如该 DEWMA 控制图表现好，但在 TBE 均值

发生上偏移时，PT-based EEWMA 控制图的性能均优于该 DEWMA 控制图。总的来看，较小的 1λ 值对应

的 PT-based EEWMA 控制图的性能优于指数分布下基于幂变换的 DEWMA 控制图，并且当 1λ 取值较大

时，在监测下偏移方面，控制图也具有更好的监测性能。 
总的来说，针对 TBE 均值不同大小、方向下的偏移，PT-based EEWMA 控制图整体上表现更好，并

且两个平滑系数的引入使得控制图能够更加灵活地用于对不同大小偏移的监测。 

4. PT-based EEWMA 控制图对威布尔分布的稳健性分析 

上述内容是基于事件发生率不变，即事件间隔(TBE)服从指数分布的假设下进行的研究，鉴于实际高

质量生产过程中，事件发生率可能随着时间发生变化，此时威布尔分布是拟合 TBE 更好的模型。Liu 等

[11]分析了当 TBE 真实分布为威布尔分布时，指数分布下基于幂变换的 EWMA 图的稳健性。在本节我

们假设事件之间的时间服从指数分布，分析当真实分布为威布尔分布时，指数分布下 PT-based EEWMA
控制图的稳健性。 

威布尔分布 ( ),W θ β 的密度函数如下所示： 

( ) ( )
1

e xxf x
β

β
θβ

θ θ

−
− =  

 
 

其中， 0, 0x θ> > ，θ 是尺度参数，β 为形状参数。当 1β = 时，威布尔分布简化为指数分布。设 ( )~ ,X W θ β ，

已知经过 1 3.6Y X= 变换后，Y 仍服从威布尔分布，即 ( )1 3.6 ,3.6W θ β ，其均值和方差分别为： 

( ) 1 3.6 11
3.6

E Y θ
β

 
= Γ + 

 
 

( ) ( )21 3.6 22 11 1
3.6 3.6

D Y θ
β β

    
= Γ + − Γ +    

    
 

文献[11]利用马尔可夫链方法分析了对指数分布数据进行双平方根变换后的 EWMA 控制图的 ARL
性能，发现其受控 ARL 仅与平滑系数、控制图系数有关，与尺度参数的大小无关，且此结论对真实分布

为威布尔分布的情况也成立，即当形状参数固定不变时，尺度参数的变化不影响其受控 ARL 的值。 
在本文我们利用蒙特卡洛方法验证了对指数分布 TBE 数据进行幂次为 3.6 的幂变换后的 PT-based 

EEWMA 控制图来说，上述性质同样成立。PT-based EEWMA 控制图的受控 ARL 值仅与平滑系数 1λ 、 2λ
以及控制图系数的取值有关，不受指数分布下尺度参数变化的影响，且当真实分布为威布尔分布且形状

参数不变时，控制图的受控 ARL 不受尺度参数变化的影响。然而在威布尔分布下，形状参数的变化会导

致受控 ARL 发生变化。不失一般性，假设 0 1θ = ，展示当真实分布为威布尔分布时，不同的 1λ 和 2λ 平滑

参数下形状参数 β 变化对控制图的受控 ARL 性能的影响，详细见表 5 
从表 5 中可以发现， 1λ 越小，控制图的稳健性越好。并且当 1λ 固定时， 2λ 越小，控制图的稳健性越

好，如 1 20.05, 0.01λ λ= = 时，对于(0.6, 4)范围内的 β ，受控 ARL 始终在 500 的 3%以内。 
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Table 5. When the real distribution is the Weibull distribution, the ARL0 of the EEWMA control chart based on the data 
power transformation 
表 5. 真实分布为威布尔分布时，数据幂变换下 EEWMA 控制图的 ARL0 

  1 0.05λ =   1 0.1λ =   1 0.3λ =   1 0.5λ =  

 2λ  0.01 0.02  0.02 0.03  0.03 0.05 0.08  0.05 0.08 0.25 

β  Mρ  2.615 2.597  2.802 2.799  2.945 2.943 2.939  2.916 2.911 2.879 

0.2  348.72 285.55  207.16 190.14  87.95 84.96 80.49  58.50 57.35 51.55 

0.4  466.14 437.23  385.68 369.07  181.12 175.36 165.72  110.09 107.35 92.73 

0.6  493.96 486.66  471.65 465.84  348.22 341.67 329.46  239.23 234.02 202.90 

0.8  500.82 500.09  498.65 498.04  481.86 480.06 474.28  433.48 429.49 401.46 

1  500.46 501.86  501.06 499.85  504.43 504.53 503.11  504.16 503.74 503.29 

1.5  495.16 490.09  481.67 477.27  402.12 397.74 388.59  315.19 310.68 278.43 

2  489.44 478.58  459.47 452.02  325.82 319.58 308.27  223.24 218.85 189.20 

2.5  484.45 469.04  444.40 434.20  284.14 277.32 265.21  184.86 180.31 154.80 

3  479.98 461.34  432.47 420.27  259.26 252.74 240.25  164.90 160.86 137.57 

3.5  477.52 456.31  423.20 410.19  243.25 236.35 223.55  152.56 148.63 127.24 

4  475.66 451.52  415.94 401.44  231.87 224.88 212.55  144.38 140.73 120.45 

5  471.60 444.39  405.41 389.75  216.69 209.92 198.27  134.26 130.95 112.17 

 
表 6、表 7 分析了在不同形状参数以及不同平滑系数选取下，面对不同大小、方向的偏移时控制图

的性能。结果表明，形状参数 β 的取值对失控情况下控制图的监测性能具有显著影响。对于不同大小的

偏移， 1β > 时控制图对偏移的敏感度优于均比 1β < ，此外， 1β < 时存在极大 ARL1 值的现象，如 1 0.3λ = ，

2 0.03λ = ， 0.7β = 时，ARL1 的值达到了 1471.88。此外，随着形状参数的增大，控制图的监测性能越好。 
 
Table 6. When the real distribution is the Weibull distribution, the ARL1 of the EEWMA control chart based on the data 
power transformation ( 1 0.1λ = ) 
表 6. 真实分布为威布尔分布时，数据幂变换下 EEWMA 控制图的 ARL1 ( 1 0.1λ = ) 

      θ      

EEWMA β  0.3 0.5 0.7 1 1.3 1.5 1.7 2 3 

1 0.1λ =  0.6 24.46 67.72 235.92 465.84 117.24 63.15 40.97 25.88 11.58 

2 0.03λ =  0.8 14.41 35.96 119.96 498.04 95.31 46.77 29.16 18.21 8.00 

2.799Mρ =  1 9.92 23.55 75.35 499.85 75.92 35.29 21.76 13.47 5.94 

 1.5 5.26 11.82 34.95 477.27 44.20 19.90 12.27 7.64 3.46 

 2 3.44 7.49 21.29 452.02 28.44 12.94 8.04 5.06 2.39 

 3 1.93 4.06 11.03 420.27 15.00 7.00 4.43 2.86 1.50 

 4 1.30 2.67 7.03 401.44 9.51 4.53 2.93 1.95 1.18 

1 0.1λ =  0.6 24.28 61.01 204.70 449.66 105.72 57.98 38.08 24.63 11.45 

2 0.05λ =  0.8 14.93 34.09 105.62 496.22 87.86 44.09 28.06 17.90 8.16 
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续表 

2.798Mρ =  1 10.56 23.12 67.20 502.59 70.84 34.01 21.51 13.61 6.20 

 1.5 5.86 12.23 32.68 466.49 42.56 20.04 12.65 8.03 3.73 

 2 3.90 8.02 32.68 430.27 28.21 13.39 8.52 5.46 2.59 

 3 2.19 4.54 20.69 384.81 15.48 7.51 4.85 3.15 1.59 

 4 1.44 3.03 11.31 360.36 10.10 4.99 3.24 2.13 1.22 

 
Table 7. When the real distribution is the Weibull distribution, the ARL1 of the EEWMA control chart based on the data 
power transformation ( 1 0.3λ = ) 
表 7. 真实分布为威布尔分布时，数据幂变换下 EEWMA 控制图的 ARL1 ( 1 0.3λ = ) 

      θ      

EEWMA β  0.3 0.5 0.7 1 1.3 1.5 1.7 2 3 

1 0.3λ =  0.6 190.04 866.26 1471.88 348.22 110.59 65.91 44.45 28.65 12.43 

2 0.03λ =  0.8 37.38 150.36 484.85 481.86 116.18 59.41 36.58 21.61 8.70 

2.945Mρ =  1 17.26 62.22 211.42 504.43 110.21 50.04 28.72 16.32 6.42 

 1.5 6.52 19.53 69.90 402.12 79.05 29.31 15.75 8.82 3.64 

 2 3.81 10.17 36.99 325.82 51.81 17.70 9.63 5.56 2.46 

 3 1.99 4.64 16.04 259.26 23.12 8.31 4.84 3.00 1.52 

 4 1.33 2.85 9.06 231.87 12.55 5.00 3.08 2.00 1.19 

1 0.3λ =  0.6 169.80 795.58 1442.99 341.67 107.76 64.09 43.36 27.96 12.25 

2 0.05λ =  0.8 35.09 140.50 467.11 480.06 113.22 58.04 35.69 21.19 8.62 

2.943Mρ =  1 16.64 58.76 202.54 504.53 107.70 48.76 28.08 16.05 6.39 

 1.5 6.49 18.86 66.67 397.74 76.75 28.64 15.51 8.75 3.65 

 2 3.85 9.99 35.49 319.58 50.28 17.40 9.55 5.57 2.48 

 3 2.02 4.66 15.59 252.74 22.59 8.28 4.86 3.02 1.53 

 4 1.34 2.89 8.93 224.88 12.40 5.02 3.10 2.02 1.19 

5. 应用 

在本节中，我们运用模拟数据集以及与尿路感染(UTI)相关的真实数据集来展示 PT-based EEWMA 控

制图的实施过程，验证了 PT-based EEWMA 控制图相比于现有指数分布下基于幂次为 3.6 幂变换的

EWMA 控制图具有更好的监测性能。 

5.1. 实例应用 

利用构建的 PT-based EEWMA 控制图来实施对尿路感染(UTI)情况的监测，数据是来自文献[14]使用

的来自大型医院系统的真实数据，此数据也先后被文献[5] [15]使用，该医院着重关注尿路感染的高发率，

并通过监测在医院期间尿路感染患者的出院频率，以及时发现感染率是否有上升或下降的趋势。本节针

对男性进行分析，数据见表 8，已知男性 UTI 患者之间的平均时间为 0.21 天，我们可以假设受控状态的

0 21θ = 。不失一般性，指定 0ARL 370= ，选取 PT-based EEWMA 控制图平滑系数 1 0.1λ = ， 2 0.05λ = ，
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在选取指数分布下基于幂变换的 EWMA 控制图的平滑系数 0.1λ = ，其控制图系数分别为 2.688、2.687
下，讨论我们的方法并与 EWMA 控制图进行比较分析，详细见图 1。 
 

Table 8. Urinary tract infection data 
表 8. 尿路感染(UTI)数据 

0.57014 0.03819 0.12014 0.01389 0.27083 0.24653 

0.07431 0.24653 0.11458 0.03819 0.04514 0.04514 

0.15278 0.29514 0.00347 0.46806 0.13542 0.01736 

0.14583 0.11944 0.12014 0.22222 0.08681 1.08889 

0.13889 0.05208 0.04861 0.29514 0.40347 0.05208 

0.14931 0.125 0.02778 0.53472 0.12639 0.02778 

0.03333 0.25 0.32639 0.15139 0.18403 0.03472 

0.08681 0.40069 0.64931 0.52569 0.70833 0.23611 

0.33681 0.025 0.14931 0.07986 0.15625 0.35972 

 

 
Figure 1. EWMA and EEWMA control charts based on the UTI data power transformation for monitoring data in Table 8 
图 1. 幂变换下用于监控表 8 中 UTI 数据的 EWMA、EEWMA 控制图 

 
图 1 展示了利用 PT-based EEWMA 控制图、基于幂变换的 EWMA 控制图对 UIT 进行监测的实施过

程，我们可以看到结果与原文献一致，即处于受控状态，可将 PT-based EEWMA 控制图用于对将来过程

的监控。 

5.2. 模拟应用 

本节通过模拟数据来分析控制图的失控性能，假设两个连续事件之间的时间服从 0 0.15θ = 的指数分

布，利用 R 软件生成 54 个来自 1 0.15 1.7θ = × 指数分布下的模拟数据，将其视为来自失控过程的 TBE 观

测值，即过程中发生了向上的偏移。实施基于幂次为 3.6 的幂变换下的 EWMA、PT-based EEWMA 方案，
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指定 0ARL 370= ，选取 PT-based EEWMA、EWMA 控制图平滑系数分别为 1 0.1λ = ， 2 0.05λ = ，详细的

实施过程见图 2 
 

 
Figure 2. EWMA and EEWMA control charts based on the data power transformation for monitoring simulated data 
图 2. 幂变换下用于监控模拟数据的 EWMA、EEWMA 控制图 

 
如图 2 所示，可以发现 PT-based EEWMA 控制图与幂变换下的 EWMA 控制图在监测性能方面存在

差异，PT-based EEWMA 控制图在第 15 个点处的值超出控制限，即发出失控信号，幂变换下的 EWMA
控制图在第 21 个点处发出失控信号，说明 PT-based EEWMA 控制图更早监测出偏移，即 PT-based 
EEWMA 控制图的监测性能优于幂变换下的 EWMA 控制图。 

6. 结论 

在高质量过程中，尽早发现过程的恶化或改进对减少生产过程中带来的损失或降低生产成本具有重

要的意义。本文对服从指数分布的 TBE 进行幂次为 3.6 的幂变换使其近似服从正态分布，结合 EEWMA
控制图引入两个平滑系数、利用最新差异信息使控制图更加灵活且对中、小偏移更加敏感的优点提出了

针对高质量过程监控的 PT-based EEWMA 控制图。数值实验验证了相比于 EWMA，PT-based EEWMA
控制图对各种尺度的均值偏移均具有较优的 ARL 性能。此外，在 1λ 值较小时，PT-based EEWMA 控制图

对上下偏移的敏感度优于相应的 DEWMA 控制图，并且当 1λ 取值较大时，PT-based EEWMA 控制图在监

测下偏移方面也表现出更好的监测性能。最后进一步研究了事件发生率随时间变化因而 TBE 服从威布尔

分布的情形。数值实验表明，具有较小平滑系数的 PT-based EEWMA 控制图，对于服从威布尔分布的 TBE
数据亦具有相当的稳健性。 
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