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摘  要 

近年来，基于朗之万蒙特卡罗方法的随机梯度下降算法得到了广泛应用。这些算法通过在梯度的估计中

注入适当的高斯噪声以实现在非凸优化问题中的全局收敛。随机梯度哈密尔顿蒙特卡罗(SGHMC)是随机

梯度下降带有动量的一种变体，通常的研究以样本数据相互独立的假设为前提来分析SGHMC算法的收敛

性，然而实际中的样本数据往往存在相关性。本文在数据流具有相关性(满足一定的条件混合特性)的条

件下，给出了SGHMC算法的非渐进估计，建立了全局Lipschtiz条件下SGHMC算法的收敛性定理，得到
了迭代分布与目标分布之间Wasserstein距离的上界。 
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Abstract 
In recent years, stochastic gradient descent algorithms based on the Langevin Monte Carlo method 
have been widely applied, which achieve global convergence in non-convex optimization problems 
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by injecting appropriate Gaussian noise into the gradient estimates. Stochastic gradient Hamilto-
nian Monte Carlo (SGHMC) is a variant of stochastic gradient descent with momentum. Usually, 
studies analyze the convergence of algorithm based on the assumption that the sample data are 
i.i.d. However, in practice, sample data may be dependent. This paper provides non-asymptotic es-
timates for SGHMC algorithm under the condition that the data streams are dependent (satisfying a 
certain conditional mixing property), establishes a convergence theorem for SGHMC algorithm un-
der the global Lipschitz condition, and obtains an upper bound of the Wasserstein distance between 
the law of algorithm’s iterates and the target distribution. 
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1. 引言 

随机梯度下降算法在解决非凸优化问题中有着广泛应用。考虑一个随机优化问题： 

最小化 ( ) ( ): ,U u Xθ θ=     

其中 U 可能是非凸损失函数， dθ ∈ ，X 是随机数据。我们希望得到θ 的估计量 θ̂ 使超额期望风险 

( ) ( )ˆ inf
d

U U
θ

θ θ
∈

  − 


 达到最小。Raginsky 等[1]阐述了最小化超额期望风险与从一个集中在损失函数 U 的 

极小值附近的目标分布 

( ) ( )( )exp dUβπ θ β θ θ∝ −  

中采样之间的密切联系，其中 β 为逆温度系数。当 β 足够大时，目标分布 βπ 集中在损失函数 U 的

极小值附近[2]，且在适当的假设下，目标分布 βπ 是过阻尼郎之万随机微分方程 

( ) 1d d 2 dt t th t Bθ θ β −= − +                                (1) 

的唯一平稳分布[3]，其中 :h U= ∇ ，{ } 0t tB
≥
为 d 维布朗运动。 

在非凸情形下损失函数 U 可能具有多个极小值，为算法收敛带来挑战。为了从目标分布 βπ 中采样，

基于朗之万蒙特卡罗(Langevin Monte Carlo, LMC)方法的随机梯度下降(Stochastic Gradient Descent, SGD)
算法备受关注，这些算法通过在梯度的估计中注入噪声保证全局收敛。考虑使用欧拉离散化方法近似模

拟方程(1)，同时由于精确梯度 h 难以获得，故使用其以观测数据驱动的无偏估计代替，即得到随机梯度

郎之万动力学(Stochastic Gradient Langevin Dynamics, SGLD)算法[4] 

( ) 1
1 1 1: , 2n n n n nH Xη η ηθ θ η θ ηβ ξ−
+ + += − +  

其中 0η > 为步长， : d m dH × →   为满足 ( ) ( ), nH X hθ θ= 的可测函数， { }n nX
∈

为适应于给定流

{ }n n∈ 的 m
 值数据序列，{ }n nξ

∈
为独立的标准 d 维高斯噪声。 

另一方面，本文所考虑的随机梯度哈密尔顿蒙特卡罗(Stochastic Gradient Hamiltonian Monte Carlo, 
SGHMC)算法[5]基于欠阻尼朗之万随机微分方程 
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( ) 1d d d 2 d
d d

t t t t

t t

V V t h t B
V t
γ θ γβ

θ

−= − − +

=
                            (2) 

其中{ } 0t tθ
≥
，{ } 0t tV

≥
分别为位置和动量过程，γ 为摩擦系数。在梯度的适当假设下，马尔可夫过程 ( ) 0,t t tVθ

≥

具有唯一平稳分布[6] 

( ) ( )21d ,d exp d d
2

v v U vβπ θ β θ θ  ∝ − +    
 

与 SGLD 算法类似，精确梯度 h 难以获得，但可以有效获得其无偏估计，即得到 SGHMC 算法 

( ) 1
1 1 1

1

, 2n n n n n n

n n n

V V V H X

V

η η η η

η η η

η γ θ γηβ ξ

θ θ η

−
+ + +

+

 = − + + 
= +

                       (3) 

Eberle 等[7]证明了在某些假设条件下欠阻尼随机微分方程在 Wasserstein 距离下收敛到其平稳分布的

速度比过阻尼情形快，许多实验也印证了 SGHMC 算法表现出比 SGLD 算法更快的收敛速度[5]。 
近年来，损失函数 U 为凸情形下的近似采样算法的收敛速度得到了深入研究，放宽凸假设是一个更

具挑战的问题。对于 U 非凸的情形，通常考虑两种路径：(i) 考虑耗散条件[1] [8]；(ii) 假设损失函数 U
在无穷远处具有凸性[9]。此外，大多数研究假设样本数据序列相互独立，然而事实上数据可能相关而非

独立。如金融市场价格分析问题中，资产收益在适当的时间尺度上保持平稳，但独立性失效[10]。在下达

交易订单以最大化投资组合效益、最小化交易成本等金融问题中，随机梯度下降算法往往在相关数据流

的基础上进行[8]。Chau 等[8]在相关数据流(样本数据满足条件 L 混合特性)假设下研究了非凸情形下

SGLD 算法的收敛性。对于 SGHMC 算法，在观测数据独立同分布的假设下，Chau 等[6]和 Gao 等[11]研
究了 SGHMC 算法在全局 Lipschitz 条件下的收敛性。本文将考虑的数据样本{ }n nX

∈
是相关的，在数据

序列满足条件 L 混合特性的条件下，得到 SGHMC 算法的非渐近估计，并由此得到 SGHMC 算法收敛到

其目标分布的速度。 

2. 符号与假设 

2.1. 符号 

设 ( ), , PΩ  为一个概率空间。记随机变量 X 的期望为 X ，用 pL 表示 p 阶矩可积的实值随机变量的

空间。给定整数 1d ≥ ，记 d
 上 Borelσ 代数为 ( )d

 ，随机变量 X 在 ( )d
 上的分布用 ( )X 表示。记

内积为 ,⋅ ⋅ ，相应的范数用 ⋅ 表示。对于 +r∈ ，用 Br 表示中心为 0，半径为 r 的闭球。可测空间

( )( ),d d
  上的概率测度的集合记为 ( )d

 。对 ( ), dµ ν ∈  ，用 ( ),µ ν 表示 ( )d d×  上的概率测

度 Γ的集合，其边际分布分别为 ,µ ν 。Wasserstein 距离定义为 

( )
( )

( )( )1 22
2 ,

, : inf d , .dd dW
µ ν

µ ν θ θ θ θ
Γ∈

′ ′= − Γ∫ ∫
 

 

2.2. 假设 

假设 2.1 损失函数 U 取非负值，即 ( ) 0U θ ≥ 。 
假设 2.2 0θ ， 0 1

p
pv L≥∈ 。 

假设 2.3 设 ,n n∈ 为代表过去信息的给定流，且 { }0 ,= ∅ Ω ， ( ): σ ∈∞ = n n  。设 *,n n∈ 为一 
个递减的σ 代数族，使得对所有 n∈， n 和 *

n 相互独立。过程{ }n nX
∈

关于{ }*,n n n∈
  是条件 L 混合的， 

且满足对任意 dθ ∈ 和 1n ≥ ， 
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( ) ( ), .nH X hθ θ=                                    (4) 

假设 2.4 存在正常数 1L ， 2L ，使得对所有 , dθ θ ′∈ 和 , mx x′∈ ，有 

( ) 1 2( , ) , .H x H x L L x xθ θ θ θ′ ′ ′ ′− ≤ − + −                         (5) 

假设 2.5 存在正常数 a，b 使得对所有 dθ ∈ 和 mx∈ ， 

( ) 2, , .H x a bθ θ θ≥ −  

注 2.6 由假设 2.4，得到以下性质： 
(i) 对所有 , dxθ ∈ ， 

( ) 1 2 *,H x L L x Hθ θ≤ + +                                (6) 

其中 ( )* : 0,0H H= 。 
(ii) 对所有 dθ ∈ ， 

( ) 1 0h L hθ θ≤ +                                    (7) 

其中 ( )0 : 0h h= 。 

3. 主要结果 

3.1. 条件 L 混合 

Gerencsér [12]介绍了 L 混合过程，L 混合表示随机序列中相邻元素间相关性快速减小。Chau 等[13]
在随机梯度方法的背景下引入了条件 L 混合的概念，条件 L 混合表示在给定一些信息或条件下序列的混 
合性质仍然成立。考虑概率空间 ( ), ,Ω  ，具有离散时间流{ }n n∈ 和一个递减的σ 域序列{ }*

n n∈
 ，使

得对所有 n∈， n 和 *
n 相互独立。当 1r ≥ 时，若 1sup

∈

  < ∞ 


rr
n

n
X ，随机过程{ }n nX

∈
称为 rL 有界。 

对每个 ,n τ ∈和 1, ,i d=  ，定义 

( )

( )

1

*1

, : sup

, , : sup

rn r i
r n m n

m

r
n r i i
r n m n m n m n n

m

M X i X

X i X X τ
τ

γ τ

+
∈

+ + + −
≥

 =   

  = − ∨   









 



  
 

其中 i
n mX + 为 n mX + 的第 i 个分量，且设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1

, : , , , : , , : , .n n n n n n
r r r r r r

i

d d

i
X i X i M X M X i X X i

τ
γ τ

∞

= = =

Γ = = Γ = Γ∑ ∑ ∑  

             (8) 

定义 3.1 (条件 L 混合) 称随机过程{ }n nX
∈

关于{ }*,
∈n n n

  为条件 L 混合，如果满足以下条件： 

(i) 对所有θ ∈Θ，{ }n nX
∈

均为{ } ∈n n
 适应； 

(ii) 对所有 1 rr L≥ ，随机过程{ } ∈n n
X 为

rL 有界； 

(iii) 对所有 1≥r ，序列 ( ){ }
∈

n
r n

M X ， ( ){ }
∈

Γ


n
r n

X 为 rL 有界。 

由上述定义，若{ }n nX
∈

为独立序列且满足(i)和(ii)，则(iii)也成立，可视为条件 L 混合过程的特殊情 
况。设{ }n nX

∈
为条件 L 混合过程，对 1r ≥ 引入量 ( ) : sup

∈
=



r
r n

n
X X 。下面的结论分别来自参考文献[14] 

的定理 B.5、引理 6.4 和例 2.4、引理 A.3。 
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定理 3.2 对 2r > ，设{ }t tW
+∈
为 rL 有界，且设 ( ) ( ) . .r rM W W a s+ Γ < ∞ 。假设对 t +∈ ， 

 0 0 . .tW a s=    。设 [ ]: 0,f T → 为 [ ]( )0,T 可测，且有 2
0

 d < ∞∫
T

tf t ，则存在一个常数 ( )C r′ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2
00 0[0, ]

sup d , .d .
rs Tr

t t t r r
s T

f W t C r f t M W W a s
∈

  ′≤ Γ  +   
∫ ∫   

这里可以取 ( ) ( ) 11 2 11 2 2 rC r r
−

′ = − − 。 
引理 3.3 若假设 2.4 成立，则对每个 j∈， ( ), , , B jtH W tθ θ+∈ ∈ 满足 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 * 2, , , 2 .r r r rM H W L L M W Hj H W L Wθ θ≤ + + Γ ≤ Γ  

引理 3.4 若假设 2.4 成立，且设 j∈。令 ( ) 0s sZ
≥
为 B j 值随机变量族，满足 : dZ + ×Ω→  是

( ) 0+ ⊗  可测的。对 t +∈ ，定义过程 ( ),t t tY H Z W= ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 * 2, 2 .r r r rM Y L L M W Hj Y L W≤ + + Γ ≤ Γ  

3.2. 收敛定理 

首先定义 

3
max

2 1 1 4

2min 1, , , , ,
2 2 4

K
K K K K

γλ γλ λγη
γλ

 
=  

 

 

其中常数 K1，K2，K3将在引理 4.2 的证明中给出，常数 1K 和 K4将在引理 4.3 的证明中给出，参数λ 在(9)
中引入。下面给出 SGHMC 算法到目标分布的收敛性的主要结果。 

定理 3.5 若假设 2.1~2.5 成立且 max0 η η< ≤ ，则存在常数 1 2 3 4, , , 0C C C C > ，使得 

( )( ) 41 2 1 4
2 1 2 3, , e C n

n nW V C C C ηη η
βθ π η η −≤ + +  

其中 C1，C2依赖于γ ， β ，d，L1，L2和数据流 ( )n nX
∈

，具体形式分别在定理 4.6 和定理 4.8 的证明中

给出，C3，C4依赖于γ ， β ，d，L1，具体形式在定理 3.5 的证明中给出。 
本文在数据流存在相关性的假设下给出了 SGHMC 算法的非渐近估计，阐明了 SGHMC 算法在有限

迭代次数 n 下的性能。定理 3.5 表明算法的误差在迭代次数 n 上一致有界且选择足够小的步长 0η > 可以

使误差达到任意小，从而保证了算法的收敛性在相关数据流情形下依然成立。与独立数据流的情形相比，

本文在定理证明过程中采用与文献[6]不同的证明路线。本文将 SGHMC 算法与依赖于条件 L 混合的辅助

过程进行比较，得到相关数据流情形下二者之间的 Wasserstein 距离。此外，本文在算法的误差估计中得

到不同的系数表达式，条件 L 混合特性为这些系数的有界性提供了保证。 

4. 证明 

4.1. 辅助过程 

证明主要结果的中心思想是引入合适的Lyapunov函数及SGHMC算法的连续时间插值过程等辅助过

程，该连续时间插值过程在离散时间下的分布与 SGHMC 算法相同。不同于 SGLD 算法中经典的 Lyapunov
函数 ( ) ( ) 221θ θ= +

p
 ，本文使用 Eberle [7]定义的 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( )2 2 22 1 1,
4

v U v vβθ β θ γ θ γ γ λ θ− −= + + + −                       (9) 

其中 ( ]0,1 4λ ∈ ，该函数依赖于目标函数 ( )U θ 。 
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下面定义 ( ),t tVη ηθ 的缩放过程 ( ) ( ), : ,t t t tZ Vη η
η ηζ θ= ， 

( )( ) 1d d 2 d

d d

t t t t

t t

Z Z h t B

Z t

η η η η

η η

η γ ζ γηβ

ζ η

−= − + +

=
                        (10) 

其中 : , 0t tB B tη
η η= ≥ 。记{ } 0t tB

≥
自然流为{ } 0t t≥ ，且{ } 0t t≥ 与 ( )0 0,vσ θ∞ ∨ 相互独立，则{ }

0

η

≥t t
B 自然

流记为{ } 0t t
η

≥
 且 :t t

η
η=  ，{ } 0t t

η

≥
 也与 ( )0 0,vσ θ∞ ∨ 相互独立。此外，记 ( )0: t tσ∞ ≥=   。 

然后定义 SGHMC 算法(3)的连续时间插值过程： 

( )( )1
1d , d 2 d

d d

t tt t t

t t

V V H X t B

V t

η η η η

η η

η γ θ γηβ

θ η

+          

 

−



= − + +

=
                   (11) 

注意到，插值过程(11)与 SGHMC 算法在格点上具有相同的分布，即 ( ) ( ), ,n n n nV Vη η η ηθ θ=  。此外，

考虑一个初值条件为 , , ,ˆs u v
s uηθ = 和 , , ,ˆ s u v

sV vη = 连续时间过程 ( ), , , , , ,ˆ ˆ,x u v s u v
t tZη ηζ ： 

( )( ), , , , , , , , , 1

, , , , , ,

ˆˆ ˆd d 2 d

ˆ ˆd d

s u v s u v s u v
t t t t

s u v s u v
t t

Z Z h t B

Z t

η η η η

η η

η γ ζ γηβ

ζ η

−= − + +

=
                  (12) 

定义 4.1 给定 n∈且对 : 1T η=   ，定义过程 

, , , , , ,, ,ˆ ˆ,nT nT nT nTnT V nT Vn n
t t t tZ Z

η η η ηθ η θ ηη ηζ ζ= =                       (13) 

直观看来，过程 ( ), ,, ,n n
t tZ t nTη ηζ ≥ 是一个开始于时间 nT 且初值为 ( ),nT nTVη ηθ 的欠阻尼 Langevin 过程。 

最后，对 t +∈ 定义一个含样本数据{ }n nX
∈

信息流和布朗运动{ } 0t tB
≥
随机性的连续时间流{ } 0t t≥ ： 

* *: , : .t tt t∞       
= ∨ =      

4.2. 引理准备 

引理 4.2 若假设 2.1~2.5 成立。则对 0 maxη η< ≤ ， 

( )

( )

1

1

2 1 1 2

0
2 1 1

0

sup : 8 1 2

sup : 4 1 2

k
k

k v
k

C C

V C C

η
θ

η

θ λ β γ

λ β

− − −

≥

− −

≥

≤ = −

≤ = −









 

其中 ( ) ( ) ( )21

1
1 0: , d ,d 4θ µ θ λ−= + +∫



d cC v v A d  。 
证明 设对 0,1,k = ， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1

,
4

k k
k k k k k

V
L k U V V

η η
η η η η η

θ γθ θ γ γ λ θ
β

− − 
= = + + + − 

 





         (14) 

类似文献[15]中引理 3.2 的证明，由(3)和注 2.6 的(6)得到 

( ) ( ) ( )
22 1 21 , ,

2 2 2k k k k k kL k L k h V V d Mη η η η ηηγ ηγ ηγ λθ θ θ ηγβ η−+ − ≤ − − − + +       (15) 

其中 
22 2 22 2 01 1 1 1

2 4 4 4 2 2 2 2k k k
hL L L CM V η η γγ γ γ λ γ θ

   
+ + − + + + +   

 
=

 



              (16) 
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且 2
1 12L L= ， ( )2 2

1 2 2 *4 4C L X H= +  。注意到对 0 1 4λ< ≤ ，由假设 2.1， 

( ) ( ) ( ) 222, max 1 2 1 2
8 4

,v vβ βθ λ γ θ λ ≥ − − 
 

                   (17) 

由(14)中 ( )L k 的定义及不等式 { } ( )max , 2≥ +a b a b ，得到 

( ) ( ) ( )
2 221 11 2 1 2

16 8k kL k Vη ηλ γ θ λ≥ − + −                     (18) 

因此，由和，得到 
( )1 2kM K L k K≤ +  

其中 

( ) ( )

2 2 2
1 1 1

2
01

1 2
2

2 2 2 4 4 4max , ,1 1 2 21 2 1 2
16 8

L L L
hCK K

γ γ γ γ λ
γ

λ γ λ

 
+ + + −  = = + 

 − −
  





 

由参考文献[15]中的引理 B.5，选择 ( ){ }2
1 1 0min 1 4, 2 2λ γ= + +a L L h ，可得到对所有 dx∈ ，有 

( ) ( )
2

2 2, 2
4

cAh U γθ θ λ θ θ
β

 
≥ + − 

 
                         (19) 

其中 ( )0 1 02 2 2cA b u L hβ λ λ= + + 。故将(19)代入(15)，得到 

( ) ( ) ( )
( )( )

3 22 21

1 2
1 2

1 ,
4 2 2k k c k k kL k L k U A V V

d K L k K

η η η η ηηγ λ ηγ ηγ ληγλ θ θ η γβ θ

ηγβ η

−

−

+ − ≤ − − + − −

+ + +

   
    (20) 

又 0 1 4λ< ≤ 时，由(14)得到 

( ) ( )
2 2 21 ,

4 2 2k k k k kL k U V Vη η η η ηγ γθ θ θ
λ

≤ + + +                    (21) 

则对 3

2 1

20 min , ,
2

K
K K

γλη
γλ

 
< ≤  

 
，由(20)和(21)，得到 

( ) ( )

( )

3

3

1 1 2
2

40

L k L k K

L K

ηγλ η

γλ

 + ≤ − + 
 

≤ +
                          (22) 

其中 ( ) 1
3 : cK A d γβ −= + 。结合(17)，最终得证。 

引理 4.3 设 max0 η η< ≤ ，且假设 2.1~2.5 成立，则有 

( ) ( )2 2
0 0

4sup , ,k k
k

DV vη ηθ θ
γλ∈

   ≤ +  


    

其中 ( )2D d= 为与η无关的常数。 
证明 首先，定义 ( )1

1,k k k k kV V H Xλ λ ηη γ θ +
 ∆ = − + ， ( )2 1 1

1,k k k k kV H Xη η ηθ γ ηγ θ− −
+∆ = + − 。类似参考文献

[15]引理 3.4 和文献[6]引理 5.5 的证明，得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11
1

21 2
1 1

1 , ,

1 , ,
2

k k
k k k k c

k k k k k k k

V h H X A

h H X N

η η η

η η η

ηγλ η θ θ ηγ β
β β

ηγ θ θ θ ηγβ ξ η

−+
+

−
+ +

≤ − + − +

+ − + + +Σ

 

        (23) 
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其中 

( ) ( )
2 2 2 2 22 2 21

1 2 1 *

2 1 1 2 1 1
1 1

1 2 2
2 4 4 4 2

1 12 , 2 ,
2 2

k k k k

k k k k k

LN V L L X Hη ηγ γ λ γ γ θ γ γ

γ ηγ β ξ ηγβ ξ

+

− − −
+ +

   = + − + + + + + + +   
  

Σ = ∆ + ∆

           (24) 

下面求(24)中第一式的上界，由(17)和不等式 { } ( )max , 2a b a b≥ + ，有 

1 2
k

kN K K
β

≤ + 

                                     (25) 

其中 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 1
1

22 2
1 2 2 1 *

2

1
2 2 4 4 4max , , 2 21 11 2 1 2

16 8

k

LL
K K L X H

γ γ γ λ γ

γ γ
λ γ λ

+

  + + − +    = = + + + 
 − −
  

   

将(25)代入(23)，对
1

0
2K
γλη< ≤


，整理得到 

1 1k k kKφ+ +≤ +                                    (26) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 2
1 2

: 1
2

1: ,

1

, , ,
2k c k k k k k k k k

k k

K A V h H X h H X

K

η η η η η η

φ ηγλ

ηγ ηβ θ θ ηγβ θ θ θ

ηγ ξ η β β

+ + +

+

= −

= + − + −

+ + + Σ

 

(26)两边平方取条件期望，注意到 0kΣ = ，由假设 2.3 的(4)和注 2.6，得到 

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2
1 1

22 2 2
2 1 1

2
4 42 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1

2
2 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 0 * 1

ˆ2

3 1ˆ2 6 6 2 4
2 4

1ˆ6 2 6 6 1 4 2 4
2

k k

k k c k k

k k c c k k

k k

A d K K

A d K A V L

d d K L X h H

η η

φ φ ηγ ηγ η β

φ φ ηγ ηγ η β η γ η β η β γ γ θ

η γ η β η β γ β

+ +

+ +

+

  
 ≤ + + + +
 

 ≤ + + + + + + + + 
 

   + + + + + + + + Σ    







 

  

 

 

4 42 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 3

22 2 4 2 2
4 4 1

3ˆ2 2
2

ˆ |

k k k k k

k k

c K c c V

c c

η ηφ φη φη β η η β θ η β

η β η β β +

≤ + + + + +

 + + + Σ 

  

 

  



   (27) 

其中 ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 *

ˆ 2 2K L X Hγ γ= + + + 且 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 4
1 2 3 1

2 44 4 4
4 2 0 0 * 4

2
2

3, 6 2 , 48 2
4

ˆˆ2 72 18 72 , 6

c cc A d c A d d c L

c L X h H c K

γ γ γ γ

γ

= = + + = + +

= +

+

+ + =

  

 
 

对于
2

1k k+
 Σ   ，由注 2.6 的(6)和参考文献[15]引理 3.4 的证明，可得到 
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( ) ( )( )2 22 1 2 2 2 2
1 1 2 2 *

6
5 2

2 5 3 15 15 15k k k k

k

d V L L X H

cc

η ηηγβ γ θ

η η
β β

−
+

 Σ ≤ + + + + 

≤ +




  

             (28) 

其中 

( )

( )
( )

( )( )
2 2

1 2 2
5 6 2 2 *

2

2 3 1510max , , 301 11 2 1 2
8 16

d Ldc c d L X H
γ γγ γ

λ λ γ

 
+ 

= = + 
 − −
 

    

将(28)代入(27)，利用 1η ≤ ，结合(17)，得到 

( )

( )

( ) ( )
( )

42 2 2 2 2 2 2
1 1 1 5 2 2 3

42 2 2 2
4 4

4

6

2 2 2 2
1 5 2

2 2 2
2 4 4 6

ˆ2 2

3 ˆ
2

ˆ2 2

ˆ

k k k k k k

k

k k k

c c K c c

V c c c

c c K

c c c c

K

η

η

φ η φ φη β η η β θ

η β η β ηβ

φ η η φ φη β

η η β ηβ

+ +  ≤ + + + + + 

+ + + +

+ + + +

+ +

≤

+ +

   

 

 

  

     

  
            (29) 

其中 

( ) ( )
3

4
2 24

3
2max ,1 11 2 1 2

128 32

cK
λ γ λ

 
 

=  
 − −
 



 

对(29)两边取期望，由于 0 1φ< ≤ ，有 

( )2 2 2 2 2 2 2
1 4 7 2 2 4 4 6

ˆ ˆ1 2
2k k k kK c K c c c cηλγ η η η η β η β ηββ+

 ≤ − + + + + + + + 
 

           

其中 7 1 52c c c= +   。由引理 4.2 的证明过程中的(22)和 1η ≤ ，当 ( )44Kη λγ≤ 时，递归计算得到 

2 2 2
1 4

2
0

1
2
4

k kK D

D

ηλγ η η

λγ

+
 ≤ − + + 
 

≤ +

 



 


 

其中 ( ) ( ) 2
7 8 2 8 2 6 4 4

ˆ ˆ2D c c K c c c c cβ β= + + + + +      ， ( )8 0 4: cc A d λ+ +=  。 
下面给出参考文献[8]的引理 3.15 和引理 3.16。 
引理 4.4 对每个 n∈，存在一个可测函数 [ ): , d dh nTΩ× ∞ × →  使得对任意 t nT≥ 和 dθ ∈ ，

( ) ( ),nT th θ ω 是 ( )1, nTtH Xθ +  
 
   的一个版本，且对几乎每个ω∈Ω， ( ) ( ),nT thθ θ ω→ 是连续的。 

引理 4.5 若假设 2.2 和假设 2.3 成立，且设 1p ≥ ，则 

( ) ( ) ( )1 0
, 2sup su 2 .p

d

p
p

k nT p
n k nT

h h L X
θ

θ θ
∞

∈ ∈=

  − ≤ Γ  
   
∑





  

4.3. 主要结果的证明 

为证明主要结果，考虑将证明目标分解成如下形式： 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

, , , ,
2 2 2

2

, , , , , , , ,

, ,

n n n n
t t t t t t t t t t

t t

W V W V Z W Z Z

W Z

η η η η η η η η η η
β

η η
β

θ π θ ζ ζ ζ

ζ π

≤ +

+

    


    (30) 

将证明目标转化为控制(30)右边三项。对给定步长 0η > ，将时间轴划分为长度为 1T η=   的区间。

对(30)右边第一项，将比较连续插值过程的分布 ( ),n nVη ηθ 与区间上由(13)定义过程的分布之间的距离，

二者在区间起点上具有相同初始分布。对(30)右式第二、三项的控制主要依赖于[7]中收缩估计的结果。 
定理 4.6 若假设 2.1~2.5 成立，且 max0 η η< ≤ ，则， 

( ) ( )( ), , 1 2
2 1, , ,n n

t t t tW V Z Cη η η ηθ ζ η≤   

其中 ( )1 2
1C d= 是有限常数，具体形式在证明中给出。 

证明 注意到由 2W 的定义， 

( ) ( )( ) 2 2, , 1 2 , 1 2 ,
2 , , ,n n n n

t t t t t t t tW V Z V Zη η η η η η η ηθ ζ θ ζ≤ − + −                  (31) 

首先求(31)右式第一项的上界。由过程 t
ηθ 和 ,n

t
ηζ 的定义，有 

, , d
tn n

t t ssnT
V Z sη η η ηθ ζ η   

− ≤ −∫  

两边平方取期望，由于被积元素非负，因此 
22, ,sup d

tn n
u u ssnTnT u t

V Z sη η η ηθ ζ η   ≤ ≤
− ≤ −∫                          (32) 

下面求
2,n

ttV Zη η
  
− 的上界。对 ( ) ), 1t nT n T∈ + ，由(11)~(13)及假设 2.4，得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, ,
1 1

, , , ,
, ,1

,

d , , d

, d ( ) d

d

n n
t t t tt t

t tn n
t s st s s s snT nT

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

n
t st s

V Z V V V Z

V V V Z s H X H X s

H X h s h h s

V V V Z

η η η η η η

η η η η η η

η η η η

η η η η

ηγ η θ ζ

η ζ ζ η ζ ζ

ηγ

      

+ +                  

+  

      

− ≤ − + −

≤ − + − + −

+ − + −

≤ − + −

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )

,
1

, , , ,
, ,1

d

, d d

t t n
ssnT nT

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

s L s

H X h s h h s

η η

η η η η

η θ ζ

η ζ ζ η ζ ζ

  

+  

+ −

+ − + −

∫ ∫

∫ ∫

 

由文献[15]引理 B.4，得到
2

t VtV Vη η σ η  
− ≤ ，其中 ( )2 1

1 14 4 4V vC L C C dθσ ηγ η γβ −= + + + 。故利用

1Tη ≤ ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2, 2 , 2 ,
1

2 22 , , , ,
, ,1

4 4 d 6 d

6 , d 6 d

t tn n n
t V s st s snT nT

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

V Z V Z s L s

H X h s h h s

η η η η η η

η η η η

σ η ηγ η θ ζ

η ζ ζ η ζ ζ

          

+  

− ≤ + − + −

+ − + −

∫ ∫

∫ ∫

  

 
 

应用 Grönwall 不等式，注意 1Tη ≤ ，对 ( ) ), 1t nT n T∈ + ，得到 

( ) ( )

( ) ( )

22 2, 2 , 2 , ,
1 1 1 1 ,1

2, ,
1 ,

4 6 , d

6 d

d 6
t tn n n n

t V s s k nT st s snT nT

t n n
k nT s snT

V Z c c L s c H X h s

c h h s

η η η η η η

η η

σ η η θ ζ η ζ ζ

η ζ ζ

+          
− ≤ + − + −

+ −

∫ ∫

∫

  


  (33) 

其中 ( )2
1 exp 4c γ= 。结合(32)和(33)，且由 1Tη ≤ ，得到 
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( ) ( )

( ) ( )

2,

222 2 , 3 , ,
1 1 1 ,

22 , ,
1 , 1

22
1

1

,
1

sup

6 d 6 , d

6 d d 4

dp

d

6 su 6

d

n
u u

nT u t

t s t sn n n
s s k nT ss snT nT nT nT

t s n n
k nT s s VnT nT

s n
ssnTnT s t

c L s s c H X h s s

c h h s s c

c L s c

η η

η η η η

η η

η η

θ ζ

η θ ζ η ζ ζ

η ζ ζ σ η

η θ ζ

≤ ≤

′ ′ ′′ ′  

′ ′

′′  ≤ ≤

+  

−

′ ′≤ − + −

′+ − +

′≤ − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫



 




( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 , ,

1 ,
1

2
1 , 1

1sup , d

6 sup d 4
d

s n n
s k nT ssnTnT s n T

k nT VnT

H X h s

c h h s c

η η

θ

η ζ ζ

η θ θ σ η

′ ′′
≤ ≤ +

+ 

∞

∈



 ′− 
 

  ′+ − +  

∫

∫






  (34) 

首先，求(34)右式第一项的上界。由于被积项非负，故 
2 2, ,sup sud dp

s tn n
s u usnT nTnT s t nT u s

s' sη η η ηθ ζ θ ζ′′   ′≤ ≤ ≤ ≤
′− ≤ −∫ ∫                     (35) 

然后，求(34)中第二项的上界。对任意 j∈，引入 nT 可测事件： 

( )

,

1
: sup 1nT n

s
nT s T

j
n

Z j jηζ
≤ < +

 
= ≤ < + 
 

                           (36) 

对 ( ) ), 1s nT n T∈ + ，定义两个辅助随机过程： 

( ) ( )1 1
,ˆ: , 1 , : , 1 .

j j
nT nTs s

n
s s sZ Z

W H X W H Xθ ηθ ζ+ +      
= =  

由引理 3.3，对任意固定的θ ，随机过程 sW θ
 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 * 2, 2nT nT nT nT
p p p pM W L L M X Lj H W Xθ θ≤ + + Γ ≤ Γ   

因此，由引理 3.4，我们可以将 nT 可测随机过程 ,n
s
ηζ 插入随机过程 sW θ

 中，即得到随机过程 ˆ
sW 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 * 2
ˆ ˆ, 2nT nT nT nT

p p p pM W L L M X H W L Xj≤ + + Γ ≤ Γ  

对任意 j∈， s nT≥ ，定义随机过程： 

( ) ( )( ), , ,
1 ,: , 1

j
nT

nT j n n
s s nT s ss Z

W H X hη ηζ ζ+  
= −  

记 ,nT j
s sW W= ，显然对 s nT≥ 有 , 0nT j

s nTW  =   。下面估计定理 3.2 中的量 ( )pM W ， ( )p WΓ 。注

意到， 
, ˆ ˆnT j

s s s nTW W W = −                                    (37) 

故由 Minkowski 不等式和(8)，得到 

( )
( )

( )( )

1

11

1 2 *

ˆ2 sup

2

pnT p
p s nT

nT s n Ti

nT
p

d
iM W W

L Lj M X H

≤ < +=

 ≤   

≤ + +

∑  
                         (38) 

且将(37)代入(8)，易得 

( ) ( ) ( )2
ˆ 2nT nT nT

p p pW W K XΓ = Γ ≤ Γ                             (39) 

应用定理 3.2，取 3r = ，则 ( )3 10C′ ≤ ，且由(36)、(38)和(39)，得到 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
1 2 , ,

,1
1

3
1 3 , ,

,1
1

1 2 3 2 3 *

,
1

1

sup , d

sup , d

2 3 1

20 1 sup

1

1

nT
i

nT
i

nT
i

s n n
s nT s s nTs ZnTnT s n T

s n n
s nT s s nTs ZnTnT s n T

nT nT
Z

n
s

nT s n T

H X h s

H X h s

C T L L M X L X H

T L

j

η η

η η

η

ζ ζ

ζ ζ

ζ

+  ≤ < +

+  ≤ < +

≤ < +

  −   
  ≤ −   
′  ≤ + + Γ + 

 
≤ +

 

∫

∫









( ) ( )2 3 2 3 * 1 nT
i

nT nT
Z

L M X L X H
 

+ + Γ + 
 

               (40) 

由文献[15]引理 3.3，有 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2

2 1, 1 2 1
0

, 1
sup sup : 8 1 2 , d ,d 5d

n
t c

n t nT n T
C v v d Aη
ζζ λ β γ θ µ θ λ− − − −

∈ ∈ +
≤ = − + +∫





   

故对(40)两边取期望，结合 Minkowski 不等式，得到 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
, ,

,
1

22 21 2 1 2 1 2
1 2 3 2 3

1

*

sup , d

400 1

s n n
s' nT s ssnTnT s n T

nT nT

H X h s

T L C L M L H

η η

ζ

ζ ζ+  ′ ′′≤ < +

   ′−   

    ≤ + + + Γ +        

∫

 
                (41) 

最后，求(34)中的第三项的上界。由引理 4.5 得到 

( ) ( ) ( )( )2 2, , 2 0
, 2 2d 4n n

k nT s snT
h h s L Xη ηζ ζ

∞

′ ′
 ′− ≤ Γ  ∫                      (42) 

由(34)、(35)、(41)和(42)，且 1Tη ≤ ，最终得到 

( )
2 2, 2 ,

1 1 1 1 2sup 4 6 s dup
tn n

u u V u unTnT u t nT u s
c c L sη η η ηθ ζ σ η η θ ζ η σ σ

′≤ ≤ ≤ ≤
′− ≤ + − + +∫              (43) 

其中 

( ) ( ) ( )
( )

22 21 2 1 2 1 2
1 1 1 2 3 2 3 *

0
2 1 2 2

2400 1

12

nT nTc L C L M L H

c L X

ζσ

σ

    = + + + Γ +        
= Γ

 
 

再次应用 Grönwall 不等式，且由 1Tη ≤ ，得到 

( ) ( )
2, 2

1 1 1 1 2sup exp 6 4n
u u V

nT u t
c L cη ηθ ζ σ σ σ η

≤ ≤
− ≤ + +                       (44) 

故 
21 2 , 1 2

1,1
n

u u Cη ηθ ζ η− ≤                                  (45) 

其中 ( )( )2
1,1 1 1 1 1 2: exp 6 4 σ σ σ= + +VC c L c 。注意到， ( )V dσ = 且 ( )1 dσ = ，故 ( )1 2

1,1C d= 。 
下面求(31)右式第二项的上界。由(11)中 tV η 的定义和(13)中 ,n

tZη 的定义，有 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,
1

, ,
1 1

, , , ,
, ,1

d , d

d , , d

, d d

t tn n n
t t s ss s snT nT

t tn n
s ss s s snT nT

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

V Z V Z s H X h s

V Z s H X H X s

H X h s h h s

η η η η η η

η η η η

η η η η

ηγ η θ ζ

ηγ η θ ζ

η ζ ζ η ζ ζ

+          

+ +              

+  

  − ≤ − + −   

≤ − + −

+ − + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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类似地，由前面的讨论及 1Tη ≤ ，得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

222, 2 , ,
1 1

2 22 , , , ,
, ,1

2 22 , 2 ,
1

2 d 6 , , d

6 , d 6 d

2 d 6 d

t tn n n
t t s ss s s snT nT

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

t tn n
s ss snT nT

V Z V Z s H X H X s

H X h s h h s

V Z s L s

η η η η η η

η η η η

η η η η

ηγ η θ ζ

η ζ ζ η ζ ζ

ηγ η θ ζ

+ +              

+  

      

− ≤ − + −

+ − + −

≤ − + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 22 , , , ,
, ,1

2 22 , 2 ,
1 1 2

6 , d 6 d

2 d 6 d

t tn n n n
s k nT s k nT s ssnT nT

t tn n
s ss snT nT

H X h s h h s

V Z s L s

η η η η

η η η η

η ζ ζ η ζ ζ

ηγ η θ ζ σ σ η

+  

      

+ − + −

≤ − + − + +

∫ ∫

∫ ∫

 

 

   (46) 

(46)右边关于 t 是递增的，故由(44)和 1Tη ≤ ，得到 

( )

( ) ( )( )

2 2 2, 2 , 2 ,
1 1 2

22 , 2 2
1 1 1 1 1 2 1 2

sup 2 sup d 6 sup d

2 sup d 6 exp 6 4

t tn n n
u u u u u unT nTnT u t nT u s nT u s

t n
u u VnT nT u s

V Z V Z s L s

V Z s L c L c

η η η η η η

η η

ηγ η θ ζ σ σ η

ηγ σ σ σ σ σ η

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

− ≤ − + − + +

≤ − + + + + +

∫ ∫

∫

  


 

应用 Grönwall 不等式，且由 1Tη ≤ ，得到 

( ) ( ) ( )( )2, 2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 2sup exp 2 6 exp 6 4 +n

u u V
nT u t

V Z L c L cη η γ σ σ σ σ σ η
≤ ≤

− ≤ + + +  

故 
21 2 , 1 2

1,1
n

u u Cη ηθ ζ η− ≤                                 (47) 

其中 ( ) ( )( )( )2 2 2
1,2 1 1 1 1 1 2 1 2: exp 2 6 exp 6 4γ σ σ σ σ σ = + + + + VC L c L c ，且 ( )1 2

1,2C d= 。 
最后，由(31)、(45)和(47)，得到 

( ) ( )( ), , 1 2
2 1, , ,n n

t t t tW V Z Cη η η ηθ ζ η≤   

其中 1 1,1 1,2C C C= + ，且 ( )1 2
1C d= 。 

定理 4.7 (文献[7]推论 2.6) 若假设 2.1~2.5 成立，且欠阻尼 Langevin 随机微分方程 ( ),t tVθ 和 ( ),t tVθ ′ ′ 的

分布分别开始于 ( )0 0 0, ~Vθ µ 和 ( )0 0 0, ~Vθ ν′ ′ ，则，存在常数 ( ), 0,c C∈ ∞

 使得 

( ) ( )( ) ( )2
2 0 0, , , e ,ct

t t t tW V V C ρθ θ µ ν−′ ′ ≤ 

    

其中常数 ( )e dc −=  ， ( )edC =  分别由文献[7]定理 2.3 和推论 2.6 给出， ρ 由文献[7]中式(2.12)定义。 
定理 4.8 若假设 2.1~2.5 成立，且 max0 η η< ≤ ，则 

( ) ( )( ), , 1 4
2 2, , ,n n

t t t tW Z Z Cη η η ηζ ζ η≤   

其中 ( )3 2
2 edC d= ，具体形式在证明中给出。 

证明类似文献[15]定理 4.2 的证明，由定理 4.7 和文献[7]引理 5.4，得到 

( ) ( )( )
{ } ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

, ,
2

2 , 1 , 11 1 2 2 1 2 2

1

, 1 , 1
2

, , ,

3max 1 , e 1 , ,

, , ,

n n
t t t t

n
c t kT k T k T

kT kT kT kT
k

k T k T
kT kT kT kT

W Z Z

C V Z

W V Z

η η η η

η η ηη η

η ηη η

ζ ζ

α γ ε θ ε ζ

θ ζ

− − − −−

=

− −

  ≤ + + +   

×

∑ 

  

 

 

 
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其中常数α由文献[7]定理 2.3 给出。 
注意 ( ), 1 , 1,k k

k kZη ηζ − − 初值为 ( ) ( )( )1 1,k T k TVη ηθ − − ，且 ( ) ( ), ,nT nT nT nTV Vη η η ηθ θ=  ，因此由引理 4.3，得到 

( ) ( ) ( )2 , 1 , 1 2 2
0 0

4 8, , ,k k
k k nT nT

D DZ V Vη η η ηζ θ θ
γλ γλ

− −     ≤ + ≤ +          

故由引理 4.3 和定理 4.6，得到 

( ) ( )( ) { } ( )( ) ( ) 2, , 1 1 4
2 1 2,1 2,2

1
, , , 3max 1 , 1 e

n
c t kTn n

t t t t
k

W Z Z CC C C ηη η η ηζ ζ α γ ε η− −−

=

≤ + + + ∑ 

   

其中 

( ) ( )1 2 2 1 2 2
2,1 0 0 2,2 0 0

2: , 2 , : , 2D DC v C vθ θ
γλ γλ

   = + = +       

进一步计算，得到 

( ) ( )( ) { } ( )( )
( ) 2

, , 1 1 4 1 4
2 1 2,1 2,2 22

e, , , 3max 1 , 1
1 e

c t nT
n n

t t t t cTW Z Z CC C C C
η

η η η η
ηζ ζ α γ ε η η

− −
−

−≤ + + + ≤
−





   

其中 { } ( )( ) ( )1 2
2 1 2,1 2,2: 3max 1 , 1 1 e cC CC C Cα γ ε− −= + + + − 

 ，且 ( )2 3 4
2 edC d= 。 

定理 3.5 的证明 由定理 4.6、定理 4.7 和定理 4.8 及(30)，有 

( )( ) ( )1 2 1 4 2
2 1 2 0 0, , , e c t

t tW V C C Cη η η
β ρθ π η η µ ν −≤ + + 

   

注意到，对任意 n∈， ( ) ( ), ,n n n nV Vη η η ηθ θ=  ，故 

( )( ) 41 2 1 4
2 1 2 3, , e C n

n nW V C C C ηη η
βθ π η η −≤ + +  

其中 ( )3 0 0: ,C C ρ µ ν=  ， 4 : 2C c=  。特别地， ( )2
3 edC = ， ( )4 e dC −= 。 

5. 结语 

本文研究了非凸优化问题中近似采样 SGHMC 算法的非渐进估计。SGHMC 算法是随机梯度下降算

法的一个变体，该算法结合了随机梯度下降算法和哈密尔顿蒙特卡罗算法的思想，一方面通过使用随机

样本帮助算法逃离局部极小值从而实现算法的全局收敛，另一方面通过引入哈密尔顿动力学思想在参数

空间中模拟粒子的运动从而进行高效采样。通常的研究认为样本数据是独立的，然而实际的数据往往存

在相关性。本文放宽了对数据流独立性的限制，在损失函数 U 非凸的情形下，以耗散性条件放宽损失函

数强凸的假设，分析了全局 Lipschitz 条件下样本数据满足条件 L 混合性质时 SGHMC 算法的迭代分布与

目标分布 βπ 之间 Wassertein 距离的上界，得到 SGHMC 算法收敛到其目标分布的速度为 1 2η ，这一工作

将 SGHMC 算法的收敛结果推广到了相关数据流的情形，说明了在样本数据独立性失效的情况下 SGHMC
算法的收敛性仍旧成立，从而拓宽了 SGHMC 算法的应用场景。研究的关键思想是将时间轴划分为长度

依赖于步长η的等长区间，在此之上定义合适的辅助连续时间过程，从而将证明目标进行拆解，通过比

较 SGHMC 算法与所定义的辅助过程之间的距离，并利用一个收缩估计的结论得到辅助过程与目标分布

之间的距离，从而得到 SGHMC 算法的迭代分布与目标分布 βπ 之间的 Wasserstein 距离上界，其中条件 L
混合的概念及其相关矩不等式的引入为算法迭代分布与辅助过程之间距离的有界性提供了保障。本文的

研究拓宽 SGHMC 算法的应用范围限制，进一步可以在算法本身的结构上进行优化和改造，以提高算法

的效率，另外还可以考虑将该算法应用于实际场景中，通过数值实验来检验算法性能。 
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